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Vorwort

Trotz groBerer Fortschritte in den algorithmischen Grundlagen der Mathematik-Softwaresysteme haben diese
Systeme dreiflig Jahre lang im Dornrdschenschlaf verbracht. Systeme wie MACSYMA, Scratchpad und Reduce
waren im wesentlichen nur einigen speziellen Anwendern, z. B. Teilchen-Physikern, und natiirlich den
Entwicklern der Systeme, d. h. weltweit einigen hundert Mathematikern und Software-Spezialisten, ein Begriff.

Innerhalb weniger Jahre hat sich das Bild jedoch drastisch geéndert. Das eine oder andere der neuen Systeme
wie z. B. MATHEMATICA, Maple, Axiom, Derive oder Magma ist heute fast jedem Schiiler bekannt,
jedenfalls jedem Studenten der Mathematik, der Informatik oder der verschiedenen Ingenieurswissenschaften
und vielen Entwicklern, Lehrern, Forschern und Ingenieuren in diesen und anderen Gebieten wie Wirtschaft,
Psychologie, Medizin etc. Einige der Mathematik-Softwaresysteme gehoren heute zur Software-
Grundausstattung, die mit den Maschinen mitgeliefert wird. Auf diesen Systemen aufbauende Packages fiir
Anwendungen in Banken, Kontrolltheorie, Statistik, Robotik, Fuzzy-Control, Kryptographie,
Schaltungsentwurf, Optik, Data Mining etc. erreichen nochmals einen mindestens ebenso groflen Markt wie die
Grundsysteme. Ich sehe zwei Griinde fiir diese Explosion in der Verbreitung und im Bekanntheitsgrad
mathematischer Softwaresysteme:

1. Der wesentliche Grund ist ganz pragmatisch in dem Umstand zu sehen, daf} einige wenige Wissenschaftler
wie Stephen Wolfram (MATHEMATICA) oder David Stoutemyer (Derive) das unternehmerische Risiko
auf sich genommen haben, aus dem in den vielen experimentellen Systemen vorhandenen Know-How
professionelle Softwareprodukte zu machen und den Markt systematisch zu bearbeiten. Der Erfolg war
durchaus nicht sicher. Der Einstieg in die Professionalitit hat sich jedoch gelohnt und zwar nicht nur
geschiftlich: Seit die professionellen Systeme den Markt durchdringen, gewinnt nicht nur die
Problemldsepotenz dieser Systeme, sondern auch die zugrundeliegende Problemldsepotenz der Mathematik
einen Grad von Aufimerksamkeit, der in der Geschichte der Mathematik wahrscheinlich einmalig ist.

2. Hand in hand mit der Kommerzialisierung der Systeme ergab sich natiirlich die Notwendigkeit und die
Moglichkeit, die Benutzeroberflichen der Systeme auf eine neue Ebene der Perfektion zu bringen. Das
Resultat ist beeindruckend. Die Oberflichen der mathematischen Software-Systeme (Graphik,
Animation, Sound, Einbindung von Hypertext, Gestaltung von interaktiven Biichern mit exekutierbaren
Formeln, Integration in die elektronischen Netzwerke, Hilfen zur Gestaltung von Courseware, Integration
aller Werkzeuge moderner Software-Technologie zur Strukturierung von Benutzer-Software, etc.) gehoren
heute wohl zu den ausgereiftesten Beispielen moderner Software-Kunst und eréffnen die mathematische
Potenz der Systeme jedem Benutzer auf seiner Ebene des Verstidndnisses und in seiner Sprache.

Es steht also nun ein groBer Teil der Mathematik in leicht bedienbaren Systemen »auf Knopfdruck« zur
Verfiigung, darunter viele Methoden der Mathematik, die noch bis vor kurzem als »sehr schwierig,
pintelligent« oder »nicht automatisierbar« gegolten haben, insbesondere das »symbolische Rechnen« mit
Formeln, ja sogar (noch) in beschrinktem Umfang das Beweisen mathematischer Sétze. Jedenfalls steht heute
so ziemlich alles bzw. ein Grof3teil dessen, was in den h6heren Schulen bzw. in den unteren Semestern an den
Universititen in Mathematik unterrichtet wird, in den mathematischen Softwaresystemen on-line in einer Art
zur Verfligung, die oft keine speziellen Vorkenntnisse mehr voraussetzt.

Das wirft natiirlich die Frage auf, was man heute an Mathematik unterrichten soll, ob man iiberhaupt noch
Mathematik unterrichten soll und, wenn ja, wie man Mathematik unterrichten soll. Seit die mathematischen
Software-Systeme auf den Markt (und natiirlich auch auf den Bildungsmarkt) dringen, wird diese Frage von
Lehrern und Professoren, Schiillern und Studenten, Eltern und Bildungspolitikern heftig diskutiert. Die
Antworten sind zum Teil skurril und bewegen sich zwischen den folgenden beiden Extremen:

¢ Verbot der Mathematiksysteme im Mathematikunterricht: Die Argumentation geht dahin, daB8 der
Bildungsinhalt der Mathematik in der Schulung des »mathematischen Denkens« besteht. Wenn man nur
mehr lernt, wie man zur Losung eines bestimmten mathematischen Problems eine bestimmte Funktion in
einem Mathematiksystem aufruft, geht der Bildungswert der Mathematik génzlich verloren. Es ist also das
beste, diese Systeme aus dem Unterricht zu verbannen.

¢ Ersatz des Mathematikunterrichts durch eine praktische Einschulung in die Bedienung der
Mathematiksysteme: Die Argumentation geht in diesem Fall dahin, dafl der Bildungsinhalt der Mathematik
darin besteht, fiir sehr allgemeine Klassen von Problemen Losungsmethoden parat zu haben. Es geniigt also,
wenn man lernt, wie man reale Probleme als mathematische Probleme formuliert (wobei in den »Packages,
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die auf den mathematischen Grundsystemen aufgebaut sind, auch dieser Schritt dem Benutzer ja zum Teil
bereits abgenommen wird) und dann die mathematischen Systeme mit den geeigneten Eingaben versieht.
Das Erlernen der schwierigen Mathematik hinter den Losungsrezepten ist also Zeitvergeudung.

Eine griindliche Beschiftigung mit dieser Frage ist sowohl fiir die Zukunft der Mathematik und Technik also
auch - in grofferem Zusammenhang - fiir die Rolle der Mathematik und Technik in der Gesellschaft von
zentraler Wichtigkeit.

Ich habe diese Frage und ihre moglichen Antworten in verschiedenen Schriften in groBerem Detail diskutiert
und auf einige meiner Beitrdge zu dieser Diskussion (z. B. das »White-Box / Black-Box Prinzip« oder die
»Kreativititsspirale«) wird in dem vorliegenden Buch auch bezug genommen. Ich mdchte deshalb meine
Gedanken zu diesen Fragen hier nicht wiederholen, wohl aber auf einen Umstand besonders hinweisen, der
zwar trivial erscheint, aber in der didaktischen Diskussion oft vernachldBigt wird: Eine befriedigende Nutzung
der Chancen und die Vermeidung der Probleme, die sich aus den neuen mathematischen Software-Systemen fiir
die Didaktik der Mathematik ergeben, kann nur auf einem griindlichen Verstidndnis der inneren Logik der
Mathematik und der auf Mathematik beruhenden technischen Denkweise basieren. Dazu gehort ein klares
Verstéindnis z. B. folgender Konzepte und Zusammenhéinge:

¢ Die Rolle der Mathematik innerhalb des technischen Problemldseprozesses.
O Die Rolle des Beweisens innerhalb der Mathematik. Der Unterschied zwischen Beobachten und Beweisen.

¢ Die Rolle des mathematischen Problemlosens fiir die Gewinnung neuer mathematischer Erkenntnisse und
die Rolle des mathematischen Wissens fiir das mathematische Problemldsen. Damit im Zusammenhang die
Einsicht, dal mathematisches Wissen und mathematisches Problemldsen in gewisser Weise dquivalent sind.

¢ Die Rolle der Sprache (Sprachen) als Mittel der Formulierung von mathematischem Wissen und
mathematischen Problemlésemethoden.

Der Begriff des Algorithmus und die Rolle des Computers als Werkzeug zur Ausfithrung von Algorithmen.
¢ Das Zusammenspiel zwischen nicht-algorithmischer Mathematik und algorithmischer Mathematik.

Die Phasen in der Entwicklung von neuem mathematischen Wissen von der Beobachtung in Beispielen iiber
die Vermutung und den Beweis zum Satz bzw. einer darauf aufbauenen Methode fiir bessere
Beobachtungen in komplexeren Beispielen,... (die »Kreativitatsspirale«).

O Das Ziel der Mathematik, durch Denken auf einer hoheren Ebene das Denken auf einer unteren Ebene
iberfliissig zu machen. (»Die Mathematik trivialisiert sich stdndig selbst.«)

¢ Die Wiederholung der Erfindungsprozesse mathematischer Inhalte in der didaktischen Vermittlung der
Inhalte.

Ich méchte insbesondere die Lehrer ermuntern, sich mit diesen grundlegenden Fragen auseinanderzusetzen, von
deren Beantwortung die Qualitdt, der Erfolg, die Attraktivitit und die Relevanz ihres Unterrichts unter
Verwendung der neuen mathematischen Softwaresysteme entscheidend abhdngen. Klarheit in der Sicht der
obigen Zusammenhénge ergibt unter anderem auch einen selbstverstindlichen Ausweg aus der obigen
vermeintlichen Paradoxie zwischen Verbannung und Dogmatisierung der Mathematiksysteme im Unterricht,
wie ich ihn im »White-Box / Black-Box Prinzip« beschrieben habe: In der Phase des Entwickeins von neuem
mathematischen Wissen sollten die entsprechenden Teile der Mathematiksysteme nicht als Black-Box
verwendet werden (»White-Box Phase«), wéhrend sie natiirlich in dem Augenblick als Black-Box verwendet
werden konnen, da die entsprechenden Inhalte so griindlich verstanden werden, dafl ihre Anwendung auf
Beispiele langweilig wird. Die »Langeweile« ist dabei ein entscheidendes psychologisches Kriterium fiir das
Erkennen des Stadiums, in welchem ein schwieriger mathematischer Sachverhalt durch ein systematisches
Verfahren (ein Wissen, auf welchem eine Problemlosemethode basiert) trivialisiert wurde. In diesem Stadium
wird im mathematischen Erfindungsprozef3 und im didaktischen Prozef3 gleichermaBlen die White-Box-Phase
verlassen und es kann zur Black-Box-Phase libergegangen werden.

Es ist erstaunlich, wie wenig selbst professionelle Mathematiker iiber diese und dhnliche Fragen nachdenken,
deren Beantwortung durch die Existenz der heutigen mathematischen Softwaresysteme mehr denn je
herausgefordert werden. Zum Beispiel gibt es auch heute noch sehr viele Mathematiker, die glauben, daf3
mathematische Probleme in den mathematischen Softwaresystemen durch »héufiges Iterie-ren« mathematisch
trivialer Schritte (was eben im Computer jetzt moglich ist und »héndisch« bisher nicht moglich war) gelost
werden. Oder anders ausgedriickt: Nach Ansicht vieler Mathematiker ist die algorithmische Mathematik die
Implementierung trivialer Mathematik am Computer und eigentlich eher eine Randerscheinung der Mathematik.
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In Wahrheit war der Drang der Mathematik, Erkenntnisse zu gewinnen, zu einem groBen Teil immer vom
Willen gesteuert, gewisse Probleme systematisch zu 16sen. Je schwichere Bausteine man fiir die Komposition
von Losungen komplexer mathematischer Probleme voraussetzt, umso schwieriger wird der mathematische
Problemloseprozel, insbesondere der Beweis der mathematischen Sétze, die die Grundlage fiir die
Losungsmethode bilden. Es ist deshalb logisch selbstverstindlich, dal die algorithmische Losung von
mathematischen Problemen, bei der die Problemldsungen (in vielen Schichten iibereinander) letztlich auf die im
Computer verfiigbaren Bausteine zuriickgefiihrt werden miissen, »mehr« Mathematik braucht (d. h. stérkere
Sétze, ausgefeiltere Theorien, schwierigere Beweise) als die nicht-algorithmische »Losung«. Deshalb darf es
einen nicht wundern, da3 die heutigen mathematischen Software-Systemen auf einem reichhaltiges Arsenal an
neuen mathematischen Methoden mit darunterliegenden neuen mathematischen Theorien aufbauen, das zu 80
Prozent vor drei Jahrzehnten noch vollig unbekannt war.

Schon allein deshalb gibt es keinen Anlafl zu befiirchten, da3 die neuen mathematischen Softwaresysteme »die
Mathematik iiberfliissig« machen werden. Im Gegenteil, mit jeder neuen mathematischen Losung entstehen
heute unter dem Druck der Perfektionierung der mathematischen Systeme neue mathematische Probleme. Es
wird nur das BewuBtsein grofer, daf es viele verschiedene Arten gibt, sich mit Mathematik zu beschéftigen,
und dementsprechend auch viele Arten, Mathematik zu unterrichten. Die Art der Beschiftigung hiangt vom Ziel
der Beschéftigung mit Mathematik und innerhalb des Unterrichts von den wechselnden Unterrichtsphasen und
den dementsprechenden Unterrichtszielen ab. In diesem Sinne erdffnen dieneuen Systeme eine reichhaltige,
neue Welt, sich auf vielfiltige und interessante Art mit Mathematik zu beschiftigen: durch spielerischen
Umgang in der Exploration von Situationen, Begriffen, Objekten, Problemen; durch Formulieren und rasches
Austesten von Vermutungen; durch Entwickeln von Theorien und den Beweis von Sitzen; durch Umsetzen des
Inhalts konstruktiver Sétze in Algorithmen; durch Anwenden der Algorithmen auf Probleminstanzen; durch
Verwenden der Systeme als Black-Boxes und die Konzentration auf die Umsetzung von Problemen aus der
Sprache des Anwenders in die Sprache der in den Systemen vorhandenen mathematischen Bausteine.

Mit der Verfligbarkeit professioneller mathematischer Softwaresysteme am Markt entsteht jetzt eine Fiille von
Unterrichtshilfen fiir Schiiler, Studenten und Lehrer. Es entstehen Lehrbiicher, die zum Teil vollstindig in die
neuen Softwaresysteme integriert sind, Beispielsammlungen fiir Lehrer, natiirlich auch Einfiihrungen in die Sy-
steme und fiir die Lehrer auch einige wenige Abhandlungen iiber didaktische Prinzipien im Umgang mit den
neuen Systemen.

Das vorliegende Buch von Helmut Heugl, Walter Klinger und Josef Lechner nimmt unter der neuen
didaktischen Literatur in diesem Bereich eine besondere Stelle ein: Es ist meines Wissens das erste Buch, in
welchem sich in systematischer Weise sowohl didaktische Prinzipien fiir die Verwendungen der neuen Systeme
im Mathematik-Unterricht als auch zugleich zu jedem der Prinzipien praktische Beispiele finden, die zum
Grofiteil in einem der weltweit wohl umfangreichsten Feldversuche an hdheren Schulen ausprobiert wurden.
Das Buch kann also in entscheidender Weise zu einem zugleich reflektierten und praktischen didaktischen
Umgang mit den neuen Systemen beitragen und ich wiinsche diesem Buch deshalb von Herzen sehr viel Erfolg.

Bruno Buchberger
Leiter des Forschungsinstituts fiir Symbolisches Rechnen

(Research Institute for Symbolic Computation)

Hagenberg, 14. Mai 1996



Vorwort der Autoren

Informationstechnologien im allgemeinen und insbesondere der Computer sind dabei, das Lehren und Lernen
grundsétzlich zu verdndern. Bildungsinstitutionen werden kiinftig ihren Auftrag nur mehr erfiillen kdnnen,
wenn sie sich dieser Herausforderung stellen. Im Fach Mathematik wurde dariiber hinaus im Laufe der Ge-
schichte nicht nur das Lehren und Lernen, sondern auch die Denk- und Arbeitsweise durch die Hilfsmittel
gepragt.

In Osterreich hat das Ministerium fiir Unterricht schon sehr rasch reagiert. Mitte der achziger Jahre wurden die
hoheren Schulen mit Computern ausgestattet und zu Beginn der neunziger Jahre war Osterreich das erste Land
der Welt, in dem fiir alle Gymnasien die Generallizenz fiir ein Computeralgebra-System, ndmlich DERIVE,
erworben wurde. Eine naheliegende Konsequenz war, ein Forschungsprojekt mit dem Ziel in Auftrag zu geben,
die Auswirkungen solcher Softwaresysteme auf das Lehren und Lernen zu untersuchen sowie
Unterrichtsmaterialien und Ausbildungskonzepte zu entwickeln.

Das Autorenteam war wesentlich an diesem Projekt beteiligt und zwar einerseits in der Projektleitung und -
auswertung und andererseits als Projektlehrer in Versuchsklassen. Insgesamt waren etwa 700 Schiilerinnen und
Schiiler in 39 Klassen an diesem Projekt beteiligt. Genauer wird im Kapitel 6 iiber das Projekt berichtet.

Die in diesem Forschungsprojekt gemachten Erfahrungen, verbunden mit der Erkenntnis, da8 es im Bereich des
Computereinsatzes noch viele weille Flecken auf der didaktischen Landkarte gibt, haben uns veranlaft, dieses
Buch zu schreiben. Thema des Buches ist der EinfluB von Computeralgebra-Systemen auf das Lernen und
Lehren von Mathematik. Auch wenn entsprechend unserer Erfahrung die im Buch angebotenen Aufgaben
praktisch vollstandig mit DERIVE ausgefiihrt wurden, so glauben wir doch, daB3 die aus der Beobachtung von
Schiilern und Lehrern gewonnenen Lernstrategien und didaktischen Prinzipien auf das Arbeiten mit anderen
Computeralgebra-Systemen iibertragbar sind. In Klassen, in denen der Computer nur ab und zu eingesetzt wird,
haben wir den Mathematikunterricht der Gegenwart untersucht. Dort iiberwiegt diec Bedeutung des Computers
als didaktisches Werkzeug. In Versuchsklassen, in denen die Schiilerinnen und Schiiler den Computer in jeder
Arbeitssituation, also auch zu Hause und vor allem in der Priifungssituation zur Verfiigung haben, wurde der
Mathematikunterricht der Zukunft erforscht. Bei einem solchen Einsatz spielt der Computer als Rechenhilfsmit-
tel eine wichtige Rolle und dariiber hinaus wagen wir die These, da3 durch die neuen Moglichkeiten beim
Modellieren und Interpretieren auch die Denk- und Arbeitsweisen verdndert werden.

Damit soll ausgedriickt werden, daB die in diesem Buch vorgestellten Ergebnisse nicht nur in »scholastischer
Weise« durch das Studium von Schriften entstanden sind, sondern wir berichten iiber Ergebnisse aus der
Schulpraxis. Die zur Erlduterung unserer Thesen angebotenen Beispiele wurden in der Unterrichtspraxis er-
probt, und zwar eben nicht in einer Laborsituation mit einigen wenigen ausgewéhlten Schiilern, sondern in ganz
normalen Klassen.

Das Angebot an Literatur zum computerunterstiitzten Unterricht ist sehr gro3 und wichst mit beachtlicher
Geschwindigkeit. Meistens handelt es sich aber um Beispielsammlungen, und dabei iiberwiegen wieder
Aufgaben mit »Verstirkereffekt«, das heiflit traditionelle Aufgaben, die fiir einen computerunterstiitzten
Unterricht aufbereitet wurden.

In der didaktischen Literatur findet man andererseits wieder eher Arbeiten, in denen auf einer Metaebene Uiber
didaktische Konzepte reflekiert wird und wo Beispiele aus der Unterrichtspraxis nur eine untergeordnete Rolle
spielen.

Wir haben das Abenteuer gewagt, diese beiden Bereiche miteinander zu verbinden. Und so ist ein didaktisches
Lehrerbuch entstanden, in dem versucht wird, eine Synthese aus didaktischer Theorie und einem breiten
Angebot an Beispielen aus der Unterrichtspraxis zu bilden. Damit soll einerseits die Theorie untermauert und
andererseits dem Leser bzw. Benutzer eine direkte Umsetzung des hier Gelesenen im Unterricht ermdglichen.

Adressaten sind also all jene, die den Weg von Lernenden in die Mathematik begleiten, sei es in der Schule, an
der Universitdit oder in der Erwachsenenbildung, sowie Vertreter der Fachdidaktik und nicht zuletzt
Lehramtsstudenten. Bis sie in ihren Beruf eintreten, werden Computeralgebra-Systeme entweder in PC- oder in
Taschenrechnerform schon zum Standardlernmedium gehoren.

Um eine bessere Lesbarkeit zu erreichen, wird fast generell auf Formulierungen wie »Lehrerinnen und Lehrer«,
»Schiilerinnen und Schiiler« etc verzichtet. Wir meinen die Bezeichnungen »Lehrer« bzw. »Schiiler« jedoch
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nicht geschlechtsspezifisch, sondern vielmehr als Berufsbezeichnung. Jedesmal, wenn wir von »Lehrern« oder
»Schiilern« sprechen, schlieBen wir daher auch »Lehrerinnen« und »Schiilerinnen« mit ein!

Stellvertretend fiir die vielen Menschen aus unserer Umgebung, die durch Anregungen und Diskussionen die
Entstehung dieses Buches begleitet haben, danken wir besonders den Lehrern und Schiiler, die am Projekt
mitgearbeitet haben und durch ihre Arbeit und ihre Ideen zu den eigentlichen Impulsgebern dieses Buches
wurden. Ganz speziell dafiir bedanken mochten wir uns bei Herrn Prof. Buchberger - Griinder und Vorstand des
RISC (Research Institute for Symbolic Computation, SchloB Hagenberg) und Erfinder der Methode der
Grobner Basen in der Computeralgebra - der auch das Vorwort zu diesem Buch geschrieben hat.

Helmut Heugl, Walter Klinger, Josef Lechner
Wien, 1. Mai 1996



1. Absichten und Konzept des Buchs
1.1.  Die Entwicklung des Mathematikunterrichts

Eine der Triebfedern des zivilisatorischen Fortschritts war immer schon das Bestreben, Probleme des tdglichen
Lebens durch technische Hilfsmittel leichter bewéltigen zu kdnnen. Beschéftigt man sich mit der Geschichte der
Mathematik [vgl. dazu Kaiser/Nobauer, 1984], so erkennt man, da3 zwei Bereiche immer wieder besonders fiir
den Fortschritt verantwortlich waren: einerseits die Rechenhilfsmittel, andererseits die Rechenverfahren und die
Darstellungsweisen.

Man denke nur an die verschiedenen Formen von Rechenbrettern, die schon im Altertum weitverbreitet waren.
Ein solcher Abakus ist aus dem vierten Jahrhundert v. Chr. aus Griechenland erhalten, die Chinesen legten
Bambusstibchen auf Rechenbretter. Einen weiteren Entwicklungsschub 16ste die Entdeckung der Logarithmen
durch den Schweizer Biirgi und den Schotten Neper Ende des 16. und Anfang des 17. Jahrhunderts aus. Bis in
die sechziger Jahre unseres Jahrhunderts war das Logarithmenbuch das Rechenhilfsmittel, das die Schulma-
thematik methodisch und inhaltlich prigte. Und schlielich war ja auch der Rechenstab nichts anderes als die
mechanisierte Form des Rechnens mit Logarithmen. Zur Zeit Johannes Keplers wurden die ersten mecha-
nischen Rechenmaschinen gebaut. Fir die Entwicklung der Schulmathematik brachten dann erst die
elektronischen Rechenmaschinen -die Taschenrechner - grole Verdnderungen.

Beispiele fiir den EinfluB von Darstellungsweisen wiren: Die Ubernahme der indischen Positionsarithmetik
durch die Araber, die sich dann auch in Europa verbreitet hat, oder die Entwicklung der bis heute verwendeten
algebraischen Symbolik vor allem durch Viéte und spiter durch Descartes. Bei der Verbreitung der
Algorithmen fiir die vier Grundrechenarten spielte die mittelalterliche Zunft der Rechenmeister eine wichtige
Rolle. Genannt wird meistens ihr bedeutendster Vertreter Adam Riese (um 1520).

Heute steht uns ein mathematisch-technisches Hilfsmittel zur Verfiigung, das die oben angefiihrten Bereiche
beeinflussen und verdndern kann: der Computer, ein noch nie dagewesenes numerisches und algebraisches
Rechenhilfsmittel und eine mathematische Maschine, die auch die schon seit dem Mittelalter tradierten
Darstellungsweisen und Algorithmen verdndern kann. Dal} sich in der Schulmathematik parallel die Lehr- und
Lernmethoden verdndern werden, kann man ebenfalls aus der Geschichte lernen.

Da wir glauben, daf3 Evolution besser ist als Revolution, wollen wir unter der Devise 'zuerst besinnen auf das
Gestern und dann denken an das Morgen' kurz die wichtigsten Entwicklungsphasen des Mathematikunterrichts
der letzten fiinfzig Jahre beleuchten:

Die fiinfziger- und friihen sechziger Jahre waren gekennzeichnet durch eine Art 'Aufgabendidaktik' oder
volkstiimlicher ausgedriickt eine 'Kochrezeptmathematik'. "Bitte erklar' mir nichts, sag mir nur wie's geht!" sagte
die Tochter eines Mathematikers zu ihrem Vater. Der Kalkiilaspekt stand eindeutig im Mittelpunkt. Spriiche, wie
den eben zitierten, konnen Sie heute noch von Schiilern héren.

Ende der sechziger Jahre begann der Einflul der 'New-Math-Bewegung' in der Schule wirksam zu werden.
Angeblich unter dem Einflufl des 'Sputnikschocks' war es ein Versuch, der Krise des westlichen Bildungssystems
zu begegnen, indem man den dem Wissenschaftsaspekt mehr Gewicht zu gab. Die Auswirkung fiir die
Schulmathematik konnte man durch die Devise kennzeichnen: "Man betrachte die Universitdtsmathematik durch
ein Verkleinerungsglas und gehe damit in die Schule." Das Abstrakte, das Formale stand im Mittelpunkt. Eine
typische Ausprigung dieser Richtung war die libertriecbene Mengenlehre. Mit der groBeren Abstraktheit der
Gegenstande, mit denen man sich beschéftigt, wiachst das Bediirfnis nach Genauigkeit des sprachlichen Ausdrucks.
Daf dabei die Forderung nach AltersgeméBheit oft miBachtet wurde, sollen zwei Beispiele aus einem Lehrbuch der
5. Schulstufe zeigen:

Normalerweise wissen schon vierjdhrige Kinder, was ein Dreieck ist. Eine Krise kriegen Kinder
wahrscheinlich, wenn sie im Schulbuch lesen: "Ein Dreieck ist die Durchschnittsmenge aus einem Winkelfeld
und einem Parallelstreifen." Genauso furchterregend klingt die Definition der Division in diesem Lehrbuch fiir
Zehnjihrige: "Das Zerlegen einer (endlichen) Menge von vorgegebener Méchtigkeit in Teilmengen von gegebener
gleicher Méchtigkeit fiihrt auf eine Division."

In den siebziger Jahren lie} die Gegenbewegung nicht lange auf sich warten: Neben der fachlichen Dimension
wurden der pddagogischen (einschlieBlich der gesellschaftswissenschaftlichen) Dimension, der psychologischen
Dimension (Lern- und Entwicklungspsychologie, Soziologie) sowie der Beobachtung und Beriicksichtigung der
Schulpraxis mehr Raum gewidmet. Kennzeichen dieser Stromung der Schulmathematik waren einerseits die
Betonung einer anwendungsorientierten Mathematik und andererseits gestiitzt auf Theorien von J.Piaget oder
J.S.Bruner, die stiarkere Beachtung des genetischen Prinzips bzw. des Spiralprinzips.
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"Man kann sich fiir Zahlentheorie, algebraische Geometrie und Kategorien begeistern und doch einsehen, wie
unendlich drmer die Mathematik ohne die Anregungen wére, die ihr von den Anwendungen zugeflossen sind. Die
Mathematik hat als niitzliche Tétigkeit angefangen, und sie ist heute niitzlicher, als sie je gewesen ist. Man kann
sagen: sie wire nicht, wenn sie nicht niitzlich wire!" [Freudenthal, 1977, S. 24]

Anwendungsorientierte Mathematik bezeichnet bekanntlich kein festumrissenes Gebiet oder keine bestimmte
Methode, es geht vielmehr um eine bestimmte 'Haltung' gegeniiber der Mathematik [Reichel, 1996].
Charakteristische Kennzeichen sind:

¢ Die Schulung des Problemldsens.

¢ AuBermathematische Anwendungen werden zum zentralen Thema gemacht.
¢ Stérkere Betonung der heuristischen Phase des Mathematiklernens.
0

Entwicklung allgemeiner Qualifikationen des Anwendens, d.h. der Lernende soll ein Wissen ('Metawissen')
iiber den Anwendungsprozel3 selbst erwerben [Fischer, 1985].

Einige Merkmale der genetischen Methode [Wittmann, 1981, S. 131]:
¢ AnschluB an das Vorverstindnis des Adressaten.
¢ Zuldssigkeit einer informellen Einfiihrung von Begriffen aus dem Kontext heraus.

0 Einbettung der Uberlegungen in groBere, ganzheitliche Problemkontexte auBerhalb oder innerhalb der
Mathematik.

0 Hinfiihren zu strengeren Uberlegungen iiber intuitive und heuristische Ansitze.
¢ Allmihliche Erweiterung des Gesichtskreises und entsprechende Standpunktverlagerung.

In den achziger Jahren begann jene Phase der Schulmathematik, um die es in diesem Buch geht: Der
computerunterstiitzte Mathematikunterricht. Im ersten Abschnitt dieser Entwicklung hat der Computer - schlieBlich
ist er ja auch ein Produkt mathematischen Denkens - die Mathematik veranlaft, sich eine computergerechtere Form
zu geben. Die verstirkte Beschiftigung mit numerischen Methoden ist ein deutliches Indiz dafiir. Inzwischen ist es
aber durch Cumputeralgebra-Systeme moglich geworden, weit mehr als nur numerische Verfahren
computerunterstiitzt zu bearbeiten.

Wenn man die am Anfang dieses Kapitels formulierte These akzepiert, kann der Schlufl gezogen werden, daf} der
Computer und Computeralgebra-Systeme einen 'Quantensprung' in der Entwicklung des Mathematikunterrichts
bringen werden. Dies wird nicht nur durch die vielfiltigen Moglichkeiten bewirkt, den Computer als
Rechenhilfsmittel einzusetzen (der Computer als Tool), auch die Nutzung als didaktisches Werkzeug (der Computer
als Tutor) tragt genauso zu einem vollig neuen Stil des Mathematikunterrichts bei. Neue und effektiver nutzbare
Rechenverfahren und Darstellungsarten sind weitere Triebfedern fiir Verdnderungen beim Lehren und Lernen von
Mathematik. Dal3 ein solches Lernmedium auch die Unterrichtsmethoden verandert und erlaubt, den Unterricht
schiilerzentrierter zu gestalten, wird Gegenstand eines eigenen Kapitels (Kap. 5) sein.

Computeralgebra-Systeme verdndern also nicht nur die Tétigkeiten, sondern auch die Objekte, mit denen die
Tétigkeiten ausgefiihrt werden. Wir erwarten uns nicht nur einen 'Verstérkereffekt' - das heifit, dal wir dasselbe wie
frither, nur eben schneller, ofter, genauer und sicherer machen - Computeralgebra-Systeme ermoglichen neue
Tétigkeiten und verschieben den Schwerpunkt vom Ausfiihren hin zu z.B. Planen, Reflektieren, Analysieren.
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1.2.  Zum Aufbau den Buchs

Die drei groBen Blocke, aus denen dieses Buch besteht, spiegeln wieder, was wir vermitteln wollen: Die
Einsatzmdglichkeit im Unterricht, das Lernen und das Lehren von Mathematik mit CAS.

Kapitel 2

Das Kapitel 2 mit dem Titel "Was kann ein Computeralgebra-System?" soll kein zweites Handbuch werden. Die
Einteilung ist nicht an den Mboglichkeiten eines Computeralgebra-Systems (CAS) orientiert, sondern an den
Moglichkeiten und Notwendigkeiten des Unterrichts. In diesem Kapitel sollen vor allem die Beispiele aus der
Schulpraxis fiir sich sprechen, die didaktischen Hinweise sind bewuft kurz gehalten.

Man kann drei Bereiche unterscheiden:
O Das CAS als Rechenhilfsmittel:

Zuerst wird das CAS als numerisches Hilfsmittel vorgestellt, mit Beispielen zum exakten und
ndherungsweisen Rechnen. Dabei wird auf den Unterschied und die neuen Mdglichkeiten im Vergleich zum
numerischen Taschenrechner hingewiesen. Es folgen Aufgaben, bei denen das CAS als symbolisches
Hilfsmittel von der Algebra bis hin zur Analysis eingesetzt wird. Auch die Mdglichkeit der Nutzung
implementierter Algorithmen wird gezeigt.

O Das CAS als didaktisches Werkzeug:

Dieser Einsatzbereich spielt auch in jenen Klassen eine Rolle, in denen der Computer nur mehr oder weniger
regelméBig im Unterricht genutzt werden kann. In diesem Kapitel wird gezeigt, welche Bedeutung das CAS
beim BegriffsbildungsprozeB oder beim Modellbilden spielen kann.

O Das CAS als kognitives Werkzeug:

Versteht man unter Kognition ein funktionales System, das Mensch und Werkzeug, aber auch den sonstigen
materiellen und sozialen Kontext umfaBit, so konnen didaktisch gestaltete Softwaresysteme eine
entscheidende Erweiterung und Entfaltung der Kognition der Schiiler bewirken [Dérfler, 1991]. Es wird an
Beispielen vorgefiihrt, wie der Schiiler Algorithmen mit dem CAS entwickeln kann, und es wird gezeigt,
dal sich durch das CAS ein neuer Losbarkeitsbegriff entwickelt. Darliber hinaus wird das CAS als
sprachliches Hilfsmittel vorgestellt. Dabei geht es um Hilfen beim Ubersetzen von Umgangssprache in
formale Sprache sowie um die Bereitstellung neuer Sprachelemente.

Kapitel 3

Hier wird das Lernen von Mathematik behandelt. Das didaktische Konzept ist stark von den Thesen Bruno
Buchbergers beeinflufit. Er ist Vorstand des RISC-Institutes an der Universitdt Linz (Research Institute for
Symbolic Computation). In verschiedenen Arbeiten und Vortrdgen hat er auch zum Verhiltnis Mathematik -
Informatik sowie zu didaktischen Fragen des Mathematiklernens nicht nur an der Universitdt, sondern auch in der
Schule Stellung genommen. Aus seiner Definition von Mathematik ergibt sich als wichtigster Bildungsauftrag
dieses Fachs die Schulung des Problemldsens. Der Weg des Lernenden in die Mathematik wird als Spirale
dargestellt, wir nennen sie die Buchbergersche Kreativititsspirale. Man kann bei einem solchen Schleifendurchlauf
drei Phasen unterscheiden: die heuristische Phase, die exaktifizierende Phase und die Anwendungsphase.

Bei unseren Untersuchungen hat sich gezeigt, dal durch die Verwendung des CAS vor allem die heuristische
Phase des Mathematiklernens besonders gefordert, ja eigentlich erst entwikelt wird. Experimentieren und Testen
werden unverzichtbare Arbeitsformen. In der exaktifizierenden Phase hilft das CAS dem Schiiler, sich auf das
eigentliche Problem zu konzentrieren, weil es ihm Rechenarbeit abnimmt, und in der Anwendungsphase erschlief3t
das CAS neue Bereiche.

Einer Phase im Lernprozel haben wir bei unseren Untersuchungen besonderes Augenmerk gewidmet: der
Schnittstelle zwischen Operieren und Interpretieren. Das CAS nimmt dem Schiiler viele Tétigkeiten beim
Operieren ab. Wenn es aber dann gilt, die Ergebnisse des Operierens zu interpretieren - sowohl innermathematisch
als auch von der Anwendungssituation aus - so muf} der Lernende etwas interpretieren, was er nicht selber produ-
ziert hat. Wir wollen zeigen, dafl das CAS hier auch ein wichtiges Medium zum Testen und Interpretieren ist.
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Kapitel 4

In diesem Kapitel geht es, wie auch in Kapitel 5, um das Lehren von Mathematik mit Unterstiitzung von CAS. In
der didaktischen Literatur wird zwischen Lehrzielen und Lernzielen unterschieden. Der Idealzustand ist dann
gegeben, wenn Lehr- und Lernziele zur Deckung gebracht werden konnen und wenn die gesteckten Lernziele fiir
den Schiiler einsehbar und erreichbar sind. Ausgangspunkt fiir das Entwickeln von Unterrichtskonzepten muf3 also
eine Beobachtung des Lernprozesses der Schiiler sein, und zwar nicht nur vom inhaltlichen Standpunkt aus,
sondern es miissen auch die lernpsychologische Komponente und die padagogische Komponente bis hin zu Fragen
der Motivation und der sozialen Struktur der Lerngruppe einbezogen werden. Dies bestitigt auch die
AuBenevaluation unseres Projekts, iiber die im Kapitel 6 kurz berichtet wird.

Zuerst werden einige neue didaktische Prinzipien als Konstruktionsanleitung fiir den Unterricht vorgestellt.
Experten werden hier zumindest in Teilaspekten Ideen traditioneller didaktischer Prinzipien entdecken, wie zum
Beispiel das genetische Prinzip oder das Spiralprinzip. Man kann in unseren didaktischen Konzepten auch all jene
charakteristischen Kennzeichen eines anwendungsorientierten Mathematikunterrichts finden, die seit der
didaktischen Reform der siebziger Jahre propagiert werden, aber in der Unterrichtspraxis noch immer nicht
ausreichend umgesetzt worden sind. Unsere Untersuchungsergebnisse bestdrken uns in der Annahme, daf} eine
Realisierung mit dem neuen Lernmedium Computer wesentlich effizienter moglich ist.

Die in diesem Buch vorgestellten didaktischen Prinzipien, wie das White Box/Black Box-Prinzip oder das Black
Box/White Box-Prinzip, berlicksichtigen zwar die Moglichkeit, das CAS als Black Box zu nutzen, allerdings erst
dann, wenn die Inhalte dieser Lernbox fiir den Lernenden 'white' gemacht wurden. Diese 'Zweiphasenmodelle' des
Mathematiklernens sollen einerseits Konzepten entgegengestellt werden, bei denen der Schiiler nur mehr Rezepte
unter Nutzung des CAS als Black Box ausfiihrt, ohne den Inhalt zu kennen oder gar zu verstehen. Andererseits
bieten sie die Chance durch Ubertragen von Titigkeiten auf das CAS, die in friiheren White Boxes gelernt wurden,
die jetzt dominierenden Kalkiilfertigkeiten zuriickzunehmen und Freiraum fiir das Modellieren, Begriinden und
Interpretieren zu schaffen.

Ein typisches CAS-Prinzip ist das Modulprinzip, auch wenn die Anleitung zu modularem Denken bei komplexeren
Aufgaben unabhéngig von der Computernutzung zu empfehlen ist. Aber erst das Lernmedium CAS ermoglicht die
Anfertigung von Modulen durch den Schiiler oder durch den Lehrer, die dann in der Anwendungssituation
abrufbar sind. Die Chance, mehrere 'Erscheinungsformen’' eines mathematischen Objektes gleichzeitig zur Ver-
fiigung zu haben und zwischen ihnen hin- und herzupendeln, wird von uns als Window-Shuttle-Technik bezeichnet.

Kapitel 5

Hier wird tiber Projektergebnisse, die die Verdnderung des Unterrichts betreffen, berichtet. Wie schon einmal
erwdhnt, ist die signifikanteste Verdnderung beim Methodeneinsatz die Verschiebung zu einem mehr
schiilerzentrierten, experimentellen Unterricht. Damit verdndert sich natiirlich auch die Rolle des Lehrers. Er mul3
mit einer zweiten Autoritdt im Unterrichtsprozef fertig werden, dem CAS. Der algorithmische Gehorsam, der
bisher bei starker Lehrerfithrung zu beobachten war, ist nicht mehr vorhanden. Selbst in der Priifungssituation sieht
man bei zwanzig Schiilern bis zu zehn verschiedene Losungswege. Das erfordert vom Lehrer hohe fachliche
Kompetenz und Flexibilitdt. In diesem Kapitel werden auch Anleitungen zum Anfertigen und Gebrauch von
Arbeitsunterlagen, wie etwa Arbeitsblattern oder Schiilerfiles gegeben. Es wird auf die verdnderte Bedeutung des
Ubens hingewiesen. Uben wird nicht iiberfliissig, es kommt nur zu anderen Ubungsschwerpunkten.

Neue Lernformen und neue didaktische Konzepte verlangen auch andere Uberpriifungsformen. Wenn man die
charakteristischen Kennzeichen der didaktischen Reform der siebziger Jahre ernst nimmt, diirfte die typische
Schularbeit bzw. Klassenarbeit schon jetzt nicht mehr jenes Ubergewicht bei der Notenfindung haben, oder aber es
miifite sich die Art der Aufgaben verdndern. Meist wird in solchen Arbeiten primédr Rechenfertigkeit iiberpriift.
Durch das CAS wird eine solche Verdnderung nicht nur moglich, sondern auch notwendig, da das Operieren meist
dem CAS iiberlassen wird. An Beispielen aus der Unterrichtspraxis wird gezeigt, wie sich die Art der Aufgaben
und auch die Arbeitsweise der Schiiler in der Priifungssituation dndert.
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Kapitel 6

Dieses Kapitel bietet einen Bericht iiber das dsterreichische Projekt, iiber die Ziele, die Organisationsformen und
erste Ergebnisse [Heugl, 1995]. Wir haben dieses Projekt immer als 'Weitwinkelprojekt' bezeichnet. Wir wollten
die CAS-Nutzung bei moglichst vielen Inhalten von der siebenten bis zur zwoélften Schulstufe untersuchen, mit
verschiedensten Hardwareausstattungen, verschiedenen Klassengrof3en und verschiedenen Lehrerpersonlichkeiten.
Man konnte natiirlich einwenden, dafl am Projekt nur freiwillige, intrinsisch motivierte Lehrer beteiligt waren und
daher die Gefahr bestiinde, die Ergebnisse zu rosig zu sehen. Wir haben daher eine einfache Formel entwickelt:
Wenn ein Konzept mit diesen Versuchsgruppen nicht realisierbar war, ist es mit groer Wahrscheinlichkeit zu
verwerfen, wenn es erfolgreich war, darf noch nicht der Schlufl gezogen werden, dafl damit eine Erfolgsgarantie im
'Normalunterricht' gegeben ist. Aber es lohnt sich, solche Unterrichtskonzepte den Lehrern verbunden mit
Unterrichtsmaterialien anzubieten. Dazu ist eine begleitende Untersuchung auch in der Zukunft notwendig.

Wir haben natiirlich nicht nur Antworten, sondern auch viele Fragen produziert. In zukiinftigen Projekten, wir
nennen sie 'Teleobjektivprojekte’ wollen wir einige solcher Fragen herausgreifen und genauer untersuchen. Im
Bereich der Hardware lautet unser Ergebnis: Ideal wire ein computeralgebratauglicher Taschenrechner, den der
Schiiler in jeder Arbeitssituation zur Vergfiigung hat, verbunden mit der Nutzung von CAS wie etwa DERIVE am
PC im EDV-Raum, wenn der Computer als didaktisches Werkzeug eingesetzt wird, und vor allem, wenn der grof3e
Farbschirm eine didaktische Notwendigkeit ist. Wichtig wére dann auch, daB der Algebrarechner des Schiilers und
das CAS am PC kompatibel sind. Der jetzt auf den Markt gekommene T1-92 ist ein erster Schritt in diese Richtung.
Auch beziiglich des didaktischen Konzepts solcher Algebrarechner wird es ein 'Teleobjektivprojekt’ geben. In
Osterreich gibt es bereits Versuchsklassen, die mit dem T1-92 ausgestattet sind [Kutzler, 1996].

1.3.  Wie das Buch zu lesen ist

Da wir ein didaktisches Lehrerbuch schreiben wollen, d.h. eine Synthese aus didaktischer Theorie und
Aufgaben aus der Unterrichtspraxis anstreben, ist es notwendig drei Ebenen zu vernetzen:

¢ die Lehrer-Schiiler-Ebene
¢ die didaktische Ebene
¢ die softwarspezifische Ebene

Auch der Lehrer ist stindig mit diesen drei Ebenen in der Unterrichtspraxis konfrontiert. Gerade dort, wo die
Beispiele aus der Unterrichtspraxis auch zur Untermauerung der Theorie dienen und wo noch dazu das
DERIVE-Handling dem Leser kurz erldutert werden soll, ist eine scharfe Trennung dieser Ebenen nicht
moglich.

Die Beispiele sind derart geschrieben, daB beim Lesen die dargestellten Bearbeitungen gleichzeitig am
Computer nachvollzogen werden kdnnen. Es muf3 aber darauf hingewiesen werden, dafl dieses Buch nicht als
Ersatz fiir das Handbuch oder fiir programmtechnische Literatur gedacht ist. Wichtige, fiir das Verstdndnis der
Aufgaben erforderliche Derive Befehle und Funktion werden am Ende des Kapitels 2 zusammengefaf3t und
kurz erklért..

Die Enstehungsgeschichte der einzelnen Zeilen eines Arbeitsblattes wird dadurch dokmentiert, daf in jeder
Zeile entweder rechts oder iiber der Nummer (z. B. #39) die dazugehorige Annotationen angegeben ist, z. B.:

#38: V2 User

#39: 1.4142135623730950488016887242096980785696718753769 Approx (#38)

Hier liefert der Approx-Befehl eine numerische Naherung fiir die Wurzel aus 2 in der eingestellten Genauigkeit
(#39).

Da die meisten Beispiele mit DERIVE bearbeitet sind, wurden die programmspezifischen Informationen mit
eigenen Hervorhebungen belegt. Unterschiedlich dargestellt sind drei verschiedene Bereiche:
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¢ Optionen die direkt im Hauptmenii angewihlt werden kénnen (z. B. calculus)
Einstellungen, die durchgefiihrt werden konnen (z. B. Approximate) und

¢ die Namen der Funktionen, die entweder im Programm implementiert sind oder neu erzeugt wurden (z. B.
VECTOR).

Der besseren Lesbarkeit halber werden die hdufig auftretenden Begriffe Computeralgebra-System bzw.
Computeralgebra durch die Abkiirzungen CAS und CA ersetzt.
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2. Was kann ein Computeralgebra-System?

Es ist erstaunlich, mit welchen Problemen ein CAS zurechtkommen und in welch kurzer Zeit es korrekte
Ergebnisse liefern. Wenn auch die einzelnen Systeme in ihrer Funktionalitit und die der Art ihrer Benutzung oft
betrdchtliche Unterschiede aufweisen, so sind sie doch von ihrem Leistungsumfang, wenn man nur die
schulrelevanten Komponenten betrachtet, durchaus vergleichbar. Hier entscheidet oft die leichtere Verfiigbarkeit
und Beriicksichtigung didaktischer Erfordernisse. DERIVE zdhlt zu den didaktisch ausgereiftesten Systemen, die
derzeit erhéltlich sind. Es hat gegeniiber anderen Mathematikprogrammen zudem den Vorteil, daB es verhiltnis-
méBig leicht zu benutzen ist und nur geringste Hardwareanforderungen stellt. Durch die Implementierung solcher
Systeme auf Taschenrechnerbasis - die mit dem Erscheinen eines CA-Taschenrechners bereits konkrete Gestalt
angenommen hat - ist auch eine Zukunftsvision des letzten Jahrzehnts dabei, Realitit zu werden: Der
Taschenrechner hat das traditionelle Rechnen vollkommen verdndert, Rechenschieber sind in der Folge genauso
aus unserem Blickfeld verschwunden wie endlose Tabellen fiir elementare mathematische Funktionen. Mit der
Verfligbarkeit von CAS ist es durchaus moglich, dal dessen Verwendung im Mathematikunterricht, an
Hochschulen und in der Anwendung der Mathematik und der Naturwissenschaften bald ebenso selbstverstindlich
wird, wie dies heute der Taschenrechner ist.

Es ist schwer, die ungeheure Palette moglicher Einsatzformen eines CAS auf einigen Seiten darstellen zu wollen. Je
mehr man sich damit beschéftigt, desto vermessener erscheint ein solches Vorhaben. Es sollen deshalb hier nur
einige wenige - insbesondere aus didaktischer Sichtweise - ausgewéhlte Bereiche betrachtet werden, fiir die der
Einsatz von CAS im Rahmen des Mathematikunterrichts von Relevanz ist. Es mag erstaunen, dall hier CAS als
grafisches Hilfsmittel nicht eigens angefiihrt wird. Im CAS steht Grafik und damit die Moglichkeit der
Visualisierung permanent und unmittelbar zur Verfiigung, so daB sie in gleicher Weise zur Darstellung der
Losungen einer Differentialgleichung wie als Voraussetzung von CA als methodisches Hilfsmittel dient. Die
besondere Rolle dieser durchgehenden grafischen Unterstiitzung soll im Rahmen der Window-Shuttle-Technik
(Kap.4.4) eingegangen werden.

2.1. Numerisches Hilfsmittel

Stellt man sich die Frage, inwiefern CAS in numerischer Hinsicht iiber die Moglichkeiten eines Taschenrechners
hinausgehen, so treten hier - was den Mathematikunterricht betrifft -vor allem drei Aspekte ins Blickfeld: CAS
erlauben es erstens, Rechnungen mit Symbolen auszufiihren. Sind wir an numerischen Approximationen
interessiert, so konnen wir zweitens im Unterschied zum Taschenrechner selbst die Genauigkeit steuern. Drittens
lassen sich beinahe alle Umformungen, die wir mit Zahlen auszufilhren gewohnt sind, auch miihelos in der
Umgebung des CAS durchfiihren. Was ist der Preis, um den wir diese 'erweiterten Kalkiilfertigkeiten' erkaufen?
Wir miissen darauf achten, daB auf der einen Seite notwendige und wesentliche 'Handkalkiilfertigkeiten' nicht
verlorengehen - wie vielfach befiirchtet wird -, da3 auf der anderen Seite aber entsprechende 'Strategiekalkiilferti-
gkeiten', die fiir einen sinnvollen Einsatz von CAS erforderlich sind, aufgebaut werden.

2.1.1. Exaktes Rechnen

CAS sind imstande, Briiche und Wurzeln als Briiche und Wurzeln zu behandeln und diese so zu verkniipfen, wie
wir dies in der Mathematik zu tun gewohnt sind .

#1: Precision := Exact User

#2: Notation := Rational User

Zu #1 und #2 findet sich am Ende dieses Kapitels die programmtechnische Anmerkung 1.

V2 + V(2 + V3) V2 - V(2 - V3)
#3: . = 3 User=Simp (User)
2 + V3 2 - V3
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2 + V3 2 - V3

#4 + = V2 User=Simp (User)
V2 o+ V(2 + V3) V2 - V(2 - V3)
1/3 1/3
#5: (V5 + 2) - (V5 - 2) =1 User=Simp (User)

Erst wenn wir eine Naherung haben wollen, liefert das System eine solche entweder mit der Menii-Option approX
oder mit der Einstellung Option Precision Approximate:

#6: Precision := Approximate User
User=Simp (User)
(2 + V3) (2 - V3)

#7: . = 0.333333
V2 + V(2 + V3) V2 - V(2 - V3)

2.1.2. Rechnen mit groBer Genauigkeit

Da wir die Mdglichkeit haben, zwischen exaktem und ndherungsweisem Rechnen hin und her zu pendeln, sind wir
nun auch in der Lage, Grenzen des Taschenrechners zu simulieren und verstehend zu iiberschreiten.

Im Wesen irrationaler Zahlen liegt es, dal wir sie nur mit Symbolen darstellen konnen, die numerische
Annéherung ist zwar beliebig genau moglich, bleibt aber stets eine vorléufige. Mit einem Taschenrechner ist etwa

V2 nurals Niherung darstellbar, durch Quadrieren kénnen wir damit niemals wieder 2 erhalten. Viele - neuere -
Taschenrechner liefern nach Betitigung der Wurzeltaste und Quadrattaste allerdings wieder den exakten Wert.
Dies liegt an den "Schutzstellen", d.h. an zusétzlichen Stellen, die bei der Berechnung mitgefiihrt werden. Beim
Quadrieren kommt dann durch entsprechendes Runden der gewiinschte urspriingliche Wert zustande.

Im Folgenden betrachten wir ein Naherungsverfahren zur Berechnung von NED

Beispiel 2.1: Heron-Verfahren

Berechne die Seitenlinge eines Quadrats, dessen Flicheninhalt 2 cm’ betrdigt!

Ein Zugang zur Losung dieses Problems stammt von Heron (um 100 n. Chr.): Obwohl die Seitenldnge eines
Quadrats gesucht wird, betrachten wir eine Folge von Rechtecken, die alle denselben Flicheninhalt (4 = 2 cm’)
haben und sich dem gesuchten Quadrat annihern. Es wird eine beliebige Lange des Rechtecks angenommen (z.B.:
/=2 cm). Nun 1aBt sich die Breite aus der Flicheninhaltsformel berechnen (b = 1 cm). Um aus diesen Angaben ein
Rechteck zu erhalten, welches dem Quadrat angendhert ist, bildet man aus den beiden vorhergehenden
Seitenlédngen das arithmetische Mittel und erhdlt damit eine neue Seitenlinge. Man berechnet wieder die
dazugehorige andere Seite unter der Bedingung, da3 der Flicheninhalt gleich bleiben soll. Das Quadrieren dieser
Mittelwerte ergibt jeweils einen zu groen Flacheninhalt, die Folge dieser Mittelwerte ndhert sich der gesuchten
Seitenldnge des Quadrats mit gesuchtem Flacheninhalt!

Abb. 2.1: Aus Rechtecken wird ein Quadrat
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Man benétigt folgende Beziehungen, wobei / und b die Seitenldngen des Rechtecks sind. Die Variable s bezeichnet
die Lange des neuen Rechtecks oder die Naherung zur gesuchten Seitenlinge des Quadrats.

1-b=2=> bz%

1 1 2
|+b=2-5§ => s=—-(+bh) => s=—-(]+—=
s s2( ) SZ(I)

Aus der zuerst intuitiv gewéhlten Lange / (SEITEALT) entsteht ein neues s (SEITENEU), und dieses wird wieder
zur Linge eines neuen Rechtecks (SEITEALT) wodurch eine geeignetere Rechtecksseitenldnge s (SEITENEU)
entsteht. Also allgemein mit Wortvariablen:

SEITENEU = - - (SEITEALT + L -AECHE )
2 SEITEALT

Diese Vorgehensweise zur ndherungsweisen Berechnung von J2 148t sich mit einem numerischen
Taschenrechner durch die begrenzte Anzahl der sichtbaren Stellen nicht geeignet generieren.

Wir verwenden die Einstellungen Option Input Word, Sensitive und rechnen im Exact-Modus mit 20 Stellen
(Digits). Dieser Modus ermdglicht die Darstellung der Naherungswerte als Briiche.

#1: InputMode := Word User
#2: CASeMode := Sensitive User
#3: Precision := Exact User
#4: PrecisionDigits := 20 User

Die allgemeine Beziehung wird im Author eingegeben:

1 FLACHE
#5: SEITENEU = —- |:SEITEALT + } User
2 SEITEALT
Mit Manage Substitute wird die Fldche mit 2 festgelegt:
1 2
#6: SEITENEU = —- |:SEITEALT + 7} Sub (#5)
2 SEITEALT
Wir substitueren fiir SEITEALT den frei gewahlten Anfangswert 2
1 2
#7: SEITENEU = —- [2 + —} Sub (#6)
2 2

und berechnen mit Simplify und approX die neue Seitenlédnge. Dadurch erhalten wir die erste Ndherung als Bruch
und als Dezimalzahl.

#8: SEITENEU = — Simp (#7)

#9: SEITENEU

Il
Jun
ul

Approx (#8)
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Es wird nun so getan, als wére dies die Seite eines Quadrats, und wir testen den Flacheninhalt.

3 92
#10: [SEITENEU —i| User
2
2
#11: SEITENEU = 2.25 Approx (#10)

Es zeigt sich, daB diese neue Seite, interpretiert als Quadratseite, einen zu grofen Flacheninhalt liefert.

Die neue Seite wird wieder in die allgemeine Formel #6 eingesetzt, und durch Mittelwertberechnung wird die
néchste Néherung generiert.

1 3 2
SEITENEU = — [— +
#12: 2 2 3 Sub (#6)
2

17

#13: SEITENEU = Simp (#12)
12

#14: SEITENEU = 1.4166666666666666666 Approx (#13)
17 42

#15: [SEITENEU = —] User
12

Der Test des neuen Fldcheninhalts zeigt bereits eine akzeptablere Néherung.
2
#16: SEITENEU = 2.0069444444444444444 Approx (#15)

Wird diese Vorgehensweise mehrmals angewendet, ergibt sich, daf die neue Seite sich immer besser eignet. Der
Flicheninhalt des neuen Quadrats liegt immer niiher bei 2 cn’.

1 17 2
SEITENEU = —- y —_—
#17: 2 12 17 Sub (#6)
12
577
#18: SEITENEU = Simp (#17)
408
#19: SEITENEU = 1.4142156862745098039 Approx (#18)
577 12
#20: [SEITENEU = } User
408
2
#21: SEITENEU = 2.0000060073048827374 Approx (#20)
1 577 2
SEITENEU = —- +
#22: 2 408 577 Sub (#6)
408
665857
#23: SEITENEU = —— Simp (#22)
470832
#24: SEITENEU = 1.4142135623746899106 Approx (#23)
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665857 12
#25: [SEITENEU = ———————J User
470832
2
#26: SEITENEU = 2.0000000000045109504 Approx (#25)
1 665857 2
SEITENEU = —- +
#27: 2 470832 665857 Sub (#6)
470832
886731088897
#28: SEITENEU = Simp (#27)
627013566048
#29: SEITENEU = 1.4142135623730950488 Approx (#28)
886731088897 42
#30: [SEITENEU = ] User
627013566048
2
#31: SEITENEU = 2 Approx (#30)

Haben wir es geschafft?

Die meisten Schiiler lehnen sich erfahrungsgemif zuriick und behaupten, sie wiifiten wie grof3 V2 sei! Das wiirde

bedeuten, dal3 V2 ein Bruch wire, der zwar eine grof3e Zahl im Zéhler und Nenner hétte, aber ein Element der
Menge der rationalen Zahlen wire. Hier stehenzubleiben wiirde einen vollig falschen Eindruck entstehen lassen.
Mit einem CAS lassen sich jedoch Rundungsprobleme und Naherungsverfahren erlebbar machen, indem die
Anzahl der Stellen erhoht wird.

#32: PrecisionDigits := 50 User
1 665857 2
SEITENEU = ——- +
#33: 2 470832 665857 Sub (#6 )
470832

In #33 wurde zur Berechnung von SEITENEU nochmals der Wert von #23 verwendet. Es entsteht im Exact-
Modus derselbe Bruch wie in #31,

886731088897
#34: SEITENEU = Simp (#33)
627013566048

mit approX jedoch eine Nahrungszahl mit 49 Dezimalstellen

Approx (#34)
#35: SEITENEU =
1.4142135623730950488016896235025302436149819257761

User

886731088897 2
#36: [SEITENEU = ]
627013566048
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und ein Flicheninhalt, der schon sehr nahe bei 2 cm? liegt, jedoch dieses Mal3 noch nicht erreicht hat (#37).

Approx (#36)
2
#37: SEITENEU =
2.0000000000000000000000025435842395854372058427927

Diese Vorgangsweise 146t sich beliebig oft wiederholen. Es ergeben sich immer genauere neue
Quadratseitenléngen. Die Berechnung des Flacheninhalts zeigt, daB jede neue Seite nur eine noch bessere
Néherung ist.

Der Vergleich mit der Approximation von V21 (#39) zeigt, daB bereits 23 Dezimalstellen iibereinstimmen!

#38: V2 User

Approx (#38)
#39: 1.4142135623730950488016887242096980785696718753769

Wir erhalten als Néherungen immer Briiche, aber \/5 diirfte keine Bruch sein. Was dann? Eine neue, bisher noch
nicht bekannte Zahl? Eine nicht periodische unendliche Dezimalzahl?

Ein solcher Schritt kann in dieser experimentellen Phase nicht vollzogen werden. Jedoch kann dadurch der Schiiler
folgende Idee mitnehmen: "Der Schritt zur irrationalen Zahl besteht darin, dal man die Mdglichkeit, sich dieser
Zahl zu ndhern, zur Zahl erklért."

Diese Vorgangsweise kann im Schiiler in einem frithen Stadium des Lernprozesses die Grundidee eines iterativen
Losungsmodells entstehen lassen und die Begriffsbildung fordern. Das CAS stellt fiir Iterationen die Funktionen
ITERATES und ITERATE zur Verfligung (Siehe programmtechnische Anmerkung 2, am Ende dieses Kapitels). Im
Unterricht sollten jedoch vor der Anwendung dieser Funktion viele Einsetzdurchgéinge durchgefiihrt werden, damit
ein Schiiler mit dieser zyklischen Maschine vertraut wird.

Die Funktion ITERATES wird mit Startwert 2 und 6 Iterationsschritten eingegeben, als 'Laufvariable' ersetzen wir
SEITEALT durch a.

1 2
#40: ITERATES[———-[ a + ———], a, 2, 6] User
2

Die Vereinfachung liefert den Startwert und sechs Nédherungen. Wir erhalten dieselben Briiche wie beim
Substitutionsweg.

Simp (#40)

3 17 577 665857 886731088897
#41: [2, — / / / /
2 12 408 470832 627013566048

1572584048032918633353217 ]

1111984844349868137938112

Die Briiche werden ndherungsweise in #42 mit 49 Dezimalstellen dargestellt. Man sollte jedoch bei der
Anwendung dieser Funktion die Einstellung Approximate vornehmen.
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Approx (#41)

#42: [2, 1.5,

.4166666666666666666666666666666666666666666666666,
.4142156862745098039215686274509803921568627450980,
.4142135623746899106262955788901349101165596221157,
.4142135623730950488017192736932823969631777892360,

.4142135623730950488017192736932823969631777892360]

PR PR R

Wird keine Anzahl von Iterationsschritten angegeben, so wird das Verfahren solange angewendet, bis erstmalig der
neue Wert gleich dem alten Wert ist, sonst entsteht eine Endlosschleife. Damit 146t sich auch zeigen, daf3 es sehr
wohl Flichen gibt, bei denen sich, bei geeintetem Startwert, die Seitenldnge nicht mehr &ndert.

Ist etwa \/Z 2 eine irrationale Zahl?

#43: PrecisionDigits := 20 User
1 4

#44: ITERATES [— |:a + —i| , a, 2, 6i| User
2 a

#45: [2, 2, 2, 2, 2, 2, 2] Simp (#44)

Die Auswertung von #44 ohne Angabe der Iterationsschritte

1 4
#46: ITERATES [— |:a + —i|, a, 2] User
2

liefert
#47: [2,2] Simp (#46)

Im Unterricht erscheint es sinnvoll, Iterationsschritte anzugeben, da bei auftretenden Endlosschleifen der Schiiler
vor der Frage steht, ob er die Iteration mit Esc abgebrechen soll oder ob eine weitere Wartezeit noch eine Losung
liefern konnte.

2.1.3. Arithmetische Grundtatigkeiten

CAS beherrschen alle arithmetischen Grundtitigkeiten, die wir vom Taschenrechner kennen, wobei vor allem mit
der Faktorisierung eine neue Dimension hinzukommt. An einigen - willkiirlich herausgegriffenen - Beispielen sei
dies aufgezeigt:

User=Simp (User)

317
10 -1

9

1111111111111111111111111111111111111111111111111111111111
111111111111111121111111113111111111111111111111111111111111
1111111111111111111111111111111111111111111111111111111111
1111111111111111211111113113111111111111111111111111111111111
1111111111111111111111111111111111111111111111111111111111
1111111111111113111111111111
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Diese Repunit-Zahl (= eine Zahl, die aus lauter Einsen besteht) zeigt nicht nur die Féhigkeit von CAS, sehr lange
Zahlen manipulieren zu konnen, sondern ist auch ein Beispiel fiir eine eigenwillige Primzahl. (Zur PRIME-
Funktion siehe Anmerkung 3, Ende dieses Kapitels.)

= true User=Simp (User)

Eine andere Zahl, von der lange Zeit angenommen wurde, daB sie eine Primzahl wire, ist die Zahl 27 - 1. Zuerst
hat dies bekanntlich Mersenne vermutet, spéter hat Lucas gezeigt, da3 dem nicht so sein kann, und erst 1903 hat
Cole nach der Investition von drei Jahren Sonntagsarbeit ("three years of sundays") die beiden Primfaktoren
angegeben.

67
#3: 2 - 1 = 147573952589676412927 User=Simp (User)
67
#4: PRIME (2 - 1) = false User=Simp (User)
67
#5: FACTOR(2 - 1) = 193707721-761838257287 User=Simp (User)

CAS rechnen auch mit komplexen, transzendenten und irrationalen Zahlen meist problemlos:

#4: & = -1 User=Simp (User)
#5: & =1 User=Simp (User)

Nun noch ein Beispiel zum Rechnen mit komplexen Zahlen.

Beispiel 2.2: Wechselstromwiderstande

Ermittle den Betrag des Wechselstromwiderstands und den aufiretenden Phasenwinkel einer Parallelschaltung
eines ohmschen Widerstands von R =75 Q und einer Spule mit einer Induktivitidt von L = 0,5 H. Die Parallel-
schaltung sei an das Lichtnetz angeschlossen.

Fiir die Parallelschaltung von Widerstéinden gilt bekanntlich: IR +—

Da bei induktiven Widerstdnden (Spule) die Stromstirke der Spannung nacheilt, betrdgt (bei sehr kleinem
ohmschen Widerstand der Spule) die Phasenverschiebung ungefihr +90° und wir kénnen fiir den Widerstand einer
Spule R; =1 w L ansetzen. Damit lassen sich die gewiinschten Werte leicht ermitteln. Der Wechselstromwiderstand
(Impedanz) wird hier - wie bei den Elektrotechnikern {iblich - mit Z bezeichnet.

#1: [CASeMode := Sensitive, Angle := Degree] User

#2: RL := e-L-% User
1 1 1

#3: —— = — + User
Z R RL
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Nachdem wir nun die Informationen, die uns die Physik fiir unsere Aufgaben bereitstellt, angeschrieben haben,
konnen wir nach Z auflosen und anschlieBend die konkreten Daten der gegebenen Schaltung einsetzen.

2 2 2
L -R- e 1-L-R-e
#4: Z = + Solve (#3)
2 2 2 2 2 2
L e + R L -« + R
2 2 2
0.5 -75-220 1-0.5-75 -220
#5: Z = + Sub (#4)
2 2 2 2 2 2
0.5 -220 + 75 0.5 -220 + 75
#6: Z = 51.1988 + 34.9083-1 Approx (#5')

Zur weiteren Auswertung ist es von Vorteil, die Grofle Z mit der erhaltenen komplexen Zahl zu belegen. Dazu
definieren wir:

#7: Z := 51.1988 + 34.9083-1% User
#8: |Z| User
#9: 61.9669 Approx (#8)

Die Eingabe des Betragzeichens und die Funktion PHASE wird in Anmerkung 4 am Ende dieses Kapitels erklrt.

#10: PHASE(Z) User

#11: 34.2868 Approx (#10)

Mit #9 und #11 koénnen wir nun den Widerstand der Parallschaltung mit etwa 62Q und Phasenverschiebung
zwischen Strom und Spannung mit ca. 34° angeben.

Die komplexe Arithmetik, die mit dem Symbol i rechnet, fiihrt uns zu jenem Bereich, um den es beim Einsatz von
CAS in erster Linie geht: das symbolische Rechnen.

2.2.  Symbolisches Hilfsmittel

Der groBle Fortschritt eines CAS zeigt sich darin, da3 auch mit Symbolen algebraische Umformungen moglich
werden. Dies ist Grundvoraussetzung fiir das allgemeine Losen von Gleichungen, das Bestimmen von Ableitungen
und unbestimmten Integralen oder das Losen von Differentialgleichungen.

2.2.1. Losen von Gleichungssystemen

Sehr hdufig treten in der Schulmathematik bei Modellierungsvorgéingen Bedingungen an Punkte einer Funktion
auf. Die dabei entstehenden Gleichungssysteme sind zwar im Prinzip von den Schiilern 16sbar, der tatsdchliche
Zeitaufwand und die einhergehende Fehlerhdufigkeit lassen jedoch aufwendigere Gleichungssysteme nicht zu.
Wenn die Betrachtung der Funktion im Mittelpunkt steht, kann das Gleichungssystem vom CAS gelost werden.
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Beispiel 2.3: Polynomfunktion - Umkehrung der Kurvendiskussion

Von einer Polynomfunktion sechsten Grades kennt man alle rellen Nullstellen, N; = (-2,0), N, = (-1.5,0), N; = (-
0.8,0), N, = (1.5,0), N5 = (2.5,0) und zwei weitere Punkte des Schaubildes P = (0, 45/2) und Q = (1, 243/16)!

Berechne die Funktionsgleichung!

Voreinstellungen:
#1: InputMode := Word User
#2: CASeMode := Sensitive User

Wir definieren eine allgemeine Funktion F als Polynom sechsten Grades mit unbekannten Koeffizienten.

6 5 4 3 2
#3: F(x) := ax + bx + c-x +dx + e-x + f-x + g User

Wir benétigen zur Bestimmung der Koeffizienten a bis g sieben Gleichungen mit sieben Unbekannten.

Die Angaben der Punkte werden in Gleichungen iibersetzt, wir erhalten sieben Gleichungen:

#4: F(-2) =0 User
#5: F(-1.5) =0 User
#6: F(-0.8) =0 User
#7: F(1.5) =0 User
#8: F(2.5) =0 User
243
#9: F(1) = User
16
45
#10: F(0) = —— User
2
Durch Vereinfachung erhalten wir:
#11: 64-a - 32-b + 16-c - 8-d + 4-e - 2-f + g =20 Simp (#4)
729-a 243-b 8l-c 27-d 9-e 3-f
#12: - + - + — - — + g = 0 Simp (#5)
64 32 16 8 4 2
Simp (#6)
4096-a 1024-b 256-cC 64-d l6-e 4-f
#13: - + - + - — +g =20
15625 3125 625 125 25
Simp (#7)
729-a 243-b 81l-c 27-d 9-e 3-f
#14: + + + + — + — +g =20
64 32 16 8 4 2
Simp (#8)
15625-a 3125-b 625-c 125-d 25-e 5-f
#15: + + + + + — + g =20
64 32 16 8 4 2

25



243

#l16: a + b+ c+d+e + f + g = Simp (#9)
16
45
#17: g = —— Simp (#10)
2

Als einzige Variable ist g in #17 festgelegt. Beim handschriftlichen Rechnen miilite nun ein Gleichungssystem mit
sechs Gleichungen und sechs Unbekannten gelost werden. Mit einem CAS kann dies durch die Eingabe der
Bedingungen (begrenzt durch eckige Klammern) mit soLve erfolgen.

User

#18: [F(-Z): 0,F(-1.5)= 0,F(-0.8)= 0,F(1.5)= 0,F(2.5)= 0,

243 5
F(l)= —,F(0)= — }
16 2
Es entsteht der Losungsvektor #19.
Solve (#18)
11 42 289 1907 171 45
#19: [a= -1,b= —,¢c= —,d= - —,e= - ——,f= —,g= — }
5 5 20 80 8 2

Wir setzen die berechneten Koeffizienten in die in #3 definierte Funktion F ein

Sub (#3)
6 11 5 42 4 r 2897 3 19077 2 171 5
#20:F(x) :=(-1) 'x + —'xX + —-X + |— ——|-x + |- —-x +
5 5 L 20d L go 4 8 2
und vereinfachen den Funktionsterm.

Simp (#20"')
5 4 3 2
6 11-x 42 -x 289-x 1907-x 171-x 45
#21: F(X):: - X + + - _ + + —
5 5 20 80 8 2
Dieser Term wird faktorisiert
Fctr (#21') 2

(x + 2)-(2x + 3)-(3 - 2:x)-(2x - 5) -(5-x + 4)
#22: F(x) :=

80

und gezeichnet (Abb. 2.2)
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Abb. 2.2: Was sieht man beim Betrachten dieser Kurve? Vgl. mit Kap. 3.2

Es konnen die Nullstellen iiberpriift werden, Monotonieintervalle, lokale Extremstellen oder Wendepunkte
rechnerisch oder im Grafikfenster mit F3 durch Wanderung auf dem Funktionsschaubild ndherungsweise gefunden
werden.

2.2.2. Differenzieren und Integrieren
Ein Schwerpunkt der Schulmathematik besteht in der Herleitung und Interpretation der Differentialquotienten und
in der Berechnung und im Verstehen der Bedeutung von bestimmten und unbestimmten Integralen.

In welcher Beziehung stehen Differentiation und Integration? Das folgende Beispiel soll einen Zugang zu dieser
Frage 6ftnen.

Beispiel 2.4: Zusammenhang: Differenzieren - Integrieren

Erhilt man wieder die Ausgangsfunktion, wenn eine Funktion zuerst differenziert und danach die
Ableitungsfunktion integriert wird? Dieser Zusammenhang ist zu untersuchen, die Auswirkungen des

Differenzierens und Integrierens sollen hinterfragt werden!

Besteht der Schwerpunkt eines Beispiels im Bearbeiten von Termen, erweist es sich als giinstig, mit der Einstellung
Option Precision Exact zu arbeiten.

#1: Precision := Exact User

Eine Funktion F wird definiert

2
X - X + 2
#2: F(x) 1= ——MM User
2
X - X - 2

und die rechte Seite von #2 mit Factor bearbeitet.
27



2
X - X+ 2
#3: F(x) := Fctr (#2"')
(x + 1)-(x - 2)
Diese rationale Funktion hat zwei Unstetigkeitsstellen (keine hebbaren Liicken), die Funktion ist iiber R\{-1,2}
definiert. Der Graph kann sofort gezeichnet werden.

Mit Calculus Differentiate wird der Term der Funktion nach x differenziert.

#4: — — Dif (User, x)

Der Differentialquotient wird durch den vereinfachten Term #5 und den faktorisierten Term #6 beschrieben.

4-(1 - 2-%)

#5: 2 2 Simp (#4)
(x - x - 2)

4-(1 - 2-x)

#6: 2 2 Fctr (#5)
(x + 1) -(x - 2)

Dieser Term wird mit Calculus Integrate nach x integriert, das Ergebnis des unbestimmten Integrals faktorisiert
und mit der gegebenen Funktion F verglichen.

4-(1 - 2-x)

dx
#7: 2 2 Int (#5,x)
(x - x - 2)
4
#8: 2 Simp (#7)
X - X - 2
4
#9: Fctr (#8)

(x + 1) -(x - 2)

Zur besseren Ubersicht werden die beiden Funktionen in #10 und #11 definiert und einer Betrachtung unterzogen.

Die beiden Terme haben ein sehr unterschiedliches Aussehen, so dafl die Vermutung naheliegt, da3 diese beiden
Funktionen aufler dem Definitionsbereich wenig gemeinsam haben. Der Zihler der neu entstandenen Funktion ist
durch eine Zahl festgelegt, der Zéhler der Stammfunktion F ist ein Polynom 2.Grades. Besteht nun ein
Zusammenhang zwischen diesen beiden Funktionen?

4
#10: Fl(x) := User
(x + 1)-(x - 2)

2
X - X + 2
#11: F(x) := Fctr (#2"')
(x + 1) - (x - 2)
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Ein moglicher Versuch, die Beziehung zwischen den Termen allgemein zu beschreiben, besteht im Subtrahieren
der beiden Funktionsterme:

#12: Fl(x) - F(x) = -1 User=Simp (User)

Wir erhalten als Differenz -1. Dieser Sachverhalt 148t sich folgendermaflen interpretieren: Die neue Funktion F/
unterscheidet sich an jeder Stelle des Definitionsbereichs von der Funktion F' dadurch, da3 an jeder Stelle von FI
der Funktionswert um 1 kleiner ist als die Werte der Funktion F. Dies bedeutet, dal3 die Funktion F/ aus einer
Verschiebung des Graphen von F entlang der y-Achse hervorgeht. Beide Funktionen haben dieselbe Ablei-
tungsfunktion.

Werden die Terme der Funktionen F und F1 expandiert wird offensichlich, dafl die Terme einander nur durch das
konstante Glied 1 unterscheiden.
4 4

#13: F(x) := - + 1 Expd(#2')
3-(x - 2) 3-(x + 1)

#14: F1(x) := - Expd (#10")

Es ist also zu erkennen, da3 beim Differenzieren und nachtréglichem Integrieren der konstante Summand ¢ zu
beachten ist. Durch die Funktion F4 ist also eine Schar von Stammfunktionen gegeben:

#15: FA(x) := + C User

Eine weitere Bedingung der Funktion aus #2, z.B.: F(0)=-1, fiihrt durch Losen einer Gleichung mit einer
Unbekannten zur Festlegung von c.

#16: FA(0) = -1 User
#17: ¢ =1 Solve (#16)

Wird c¢ eingesetzt und der Funktionsterm faktorisiert, erhalten wir tatsédchlich unsere urspriingliche Funktion F:

4
#27: FA(X) := + 1 Sub (#24)
(x + 1) - (x - 2)

2
X - X + 2
#28: FA(x) := Fctr (#27"')
(x + 1)-(x - 2)

Diese Beziehung 148t sich grafisch darstellen (Abb. 2.3)
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Abb. 2.3: Die Stammfunktion F und die verschobene Funktion F1

Ohne CAS muf3 bei derartigen Beispielen die Partialbruchzerlegung héndisch durchgefiihrt werden. Jetzt wird
diese zeitaufwendige Vorgangsweise an das CAS iibertragen, und die Interpretation kann im Mittelpunkt des
Interesses stehen.

Beispiel 2.5: Berechnung bestimmter Integrale

Berechne von der Funktion F aus Beispiel 2.4 die bestimmten Integrale in den Grenzen von -0.5 bis 1 und von -1
bis 0.

Mit der Befehlsfolge Calculus Integrate wird nach dem zu integrierenden Term, der Integrationsvariablen und
nach den Integrationsgrenzen gefragt.

X - X + 2
#1: _— dx Int (User, x)

X - x - 2

Die Auswertung ergibt bei Vereinfachung den Ausdruck #14. Das CAS liefert manchmal unerwartete Ausgaben,
die der Schiiler eventuell noch nicht kennengelernt hat. Die einfachste Form des Computeralgebra-Systems ist
oftmals nicht identisch mit der erwarteten Darstellung.

3 4-LN(10)
#2: — - —— Simp (#1)
2 3

Mit approX erhalten wir einen negativen Wert flir das bestimmte Integral. Dieser 146t sich durch die grafische
Interpretation aus Abb. 2.4 erkléren.

#3: -1.57011 Approx (User)

30



Abb. 2.4: Graph der Funktion F

Das bestimmte Integral in den Grenzen von -1 bis 0 liefert -«. Auch das 146t sich grafisch (Abb. 2.4) einsichtig
machen.

#4 : dx Int (User, x)

#5: -o0 Simp (#4)

Fiir eine genauere Betrachtung der Ergebnisse bei der Ermittlung bestimmter Integrale vergleiche Kap. 5.2.1
(Ergebniskritik).

2.2.3. Losen von Differentialgleichungen

Die Behandlung einfacher Differentialgleichungen steht am Ende und am Rande der Schuanalysis. Dies vor allem
deswegen, weil der damit einhergehende Aufwand fiir die Losung héufig zu grof3 ist. Gerade in einem
anwendungsorientierten Mathematikunterricht treten Probleme, die auf Differentialgleichungen fiihren, haufiger
ins Blickfeld. Bei der Verwendung von CAS stehen aber in erster Linie die Modellbildung und die Interpretation
der Ergebnisse im Vordergrund.

Beispiel 2.6: Wann ist die Pizza fertig?

Walter hat seine Freundin Regina zur ersten selbstgebackenen Pizza eingeladen. Leider hat er vergessen, das Rohr
vorzuwdrmen. Die Pizza soll 20 Minuten bei ca. 200 °C gebacken werden. Es ist 18 Uhr, Regina kommt um 18.45.
Die Temperatur des Backrohres nach dem Einschalten ldfit sich beschreiben durch O(t) = 200 - 180" (in
“Celsius).

Die Temperaturzunahme ist proportional zur Differenz zwischen der Temperatur des Backrohrs und der Pizza mit
einem Proportionalitétsfaktor von 0.2 .

Nach wieviel Minuten erreicht die Pizza 95% der Endtemperatur? Wenn Walter von da an 20 Minuten wartet,
kann er dann noch rechtzeitig fertig werden?
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Die Temperaturzunahme der Pizza, die zugleich mit dem Einschalten in den Herd kommt, ergibt sich durch:

9P _y2000-P0))
dt

Die DERIVE-Funktion DSOLVE1(u,v,x,y,x0,y0) versucht die Losung der Differentialgleichung u(x,y) + v(x,y) y' =0
mit der Anfangsbedingung x0, y0 zu finden. Mit Hilfe von DSOLVE1 koénnen wir uns nun an die Losung obiger
Fragestellung (Differentialgleichung) heranwagen.

- 0.3-t
#1: O(t) := 200 - 180-& User

Zur Ubersetzung der mathematischen Schreibweise in die Notation des DSOLVE1-Moduls: die rechte Seite obiger
Differentialgleichung wird zu u(t,p), fir v(¢,p) ergibt sich -1, x entspricht ¢ und y entspricht der gesuchten
Temperatur der Pizza p. Zum Zeitpunkt 0 nehmen wir eine Anfangstemperatur von 20°C an (Zimmertemperatur).

#2: DSOLVE1l(0.2-(O(t) - p), -1, t, p, 0, 20) User
t 1/5 360
(200 - p)-(&) + ———————— - 540 = 0 Simp (#2)
#3: t 1/10
(&)
540 360
p = - + + 200 Solve (#3)
#4 : t 1/5 t 3/10
(&) (&)

Nun sind wir bereits in der Lage, den Temperaturverlauf bei Backrohr und Pizza grafisch darzustellen. Die Grafik
(Abb. 2.5) zeigt auch bereits, da3 die Pizza rechtzeitig fertig wird.

260

(248

lzzo

+
4 8 1z 16 F=1-) Z4 Z28 32 36 40|
—Za

Abb. 2.5: Temperaturzunahme

Wir wollen uns aber noch rasch vergewissern, ob dem wirklich so ist:

#5: Precision := Approximate User
540 360
- + + 200 = 200-0.95 User
#6: t 1/5 t 3/10
(&) (&)
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Gleichung #6 wird nun ndherungsweise geldst. Dazu ist es notwendig, sinnvolle Intervallgrenzen vorzugeben.
Diese konnen hier nur aufgrund des Problemkontextes bzw. der Grafik gefunden werden., z.B. [0;20]

#7: t = 19.4436 Solve (#6)

Walter hat damit sogar noch geniigend Zeit, Blumen fiir Regina auf den Tisch zu stellen.

2.2.4. Summen und Produkte

Im Unterschied zum Arbeiten mit dem numerischen Taschenrechner kénnen wir uns auch Summen und Produkte
symbolisch - d.h. hier allgemein - berechnen lassen.

Summen

Beispiel 2.7: Die Restschuld

Leite eine Formel fiir die Restschuld bei der Tilgung eines Kredits her, wenn du nur beriicksichtigst, daf3 fiir den
aufgenommenen Kredit Zinsen berechnet werden und die Riickzahlung abgezogen wird.

Beginnen wir damit, dal wir den Vorgang so formulieren, dal wir dabei der Alltagssprache noch nahe bleiben. Mit
Wortvariablen ausgedriickt ergibt sich also fiir die jeweils neue Restschuld nach Ablauf einer weiteren Zinsperiode:

#1: [InputMode:= Word, Precision:= Approximate,
Notation:=Dezimall] User
User
#2: schuld neu := schuld alt +
schuld alt-zinssatz
- rluckzahlung
100
Simp (#2')
zinssatz
#3: schuld neu := schuld_alt‘[l + ] - ruckzahlung
100

Etwas starker formalisiert bekommen wir die Berechnungsvorschrift

#4: s0-g - ¢ User

. . Zinssat .
mit s, als urspriingliche Schuld, ¢=1+ % 4 als Aufzinsungsfaktor und r als Hohe der Riickzahlungsrate.

Berechnen wir nun die Restschuld nach ein, zwei, drei, vier Verzinsungsperioden, indem wir schrittweise das
jeweilige Ergebnis wieder in die urspriingliche Berechungsvorschrift #5 (mit Manage Substitute) einsetzen:
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#5: s0-g - ¢ User

#6: (s0-q - ¥):'q - ¢ Sub (#5)
#7: ((s0:q - r)'q-1r)'qg-r Sub (#5)
#8: (((s0O'g - r)'g-1r)'g-1r)'g-7¢1 Sub (#5)

Wenn wir die einzelnen Terme der Reihe nach vereinfachen, sehen wir, worauf die Ermittlung der Restschuld
hinauslauft:

#9: s0-g - ¢ User
2
#10: (s0'q - r)'gq-r =g *s0 - gr - User=Simp (User)
User=Simp (User)
3 2
#11: ((sO0g - r)'gq-r)'gq-r=9gq +s0 -qg -+ r -gr-r
User=Simp (User)

#12: (((s0-g - r)'g - r)'g-1r)qg-r-=

4 3 2
q ‘s0O - g 'r-g-‘r -gq ¥ -r

Wir haben so eine Vermutung erhalten, wie die Formel flir die Restschuld aussehen muf3. Nun kdnnen wir die Be-
ziehung fiir die Restschuld mit Hilfe von SUM formulieren:

n n -
#13: RESTSCHULD(n, sO, g, r) := g -sO0 - 5 q -r User
i=

Mit Hilfe des Befehls Simplify wird nun die formal angeschriebene Summe auch berechnet:

Simp (#13"')

n r qg-r
#14: RESTSCHULD(n, sO, g, r) := (g -[so - } +
qa-1 qa-1

Natiirlich sollte es einem Schiiler keine Schwierigkeit bereiten, die Summe auch héndisch zu ermitteln, es wiére ein
Training zur Anwendung der geometrischen Reihe. Man muf} sich nur klar dariiber sein, welche Ziele man
verfolgen will. Wenn wir die Beziehung fiir die Restschuld im CAS formulieren, haben wir die Moglichkeit, bei
der Beantwortung vieler Fragen, die im Zusammenhang mit Krediten auftauchen kénnen, auf einer Ebene zu
arbeiten, die der umgangssprachlichen Form sehr nahe ist. Einige Beispiele dieser Art sollen dies verdeutlichen.

Mit der Funktion aus #14 konnen wir darangehen, Fragen zu beantworten, wie etwa: Wie entwickelt sich die
Restschuld? Wie lange dauert es bei einer bestimmten Riickzahlungsrate r, bis die Schuld vollig getilgt ist? Wie
grofl muf} die Riickzahlungsrate  sein, damit das ausgeliechene Kapital (Schuld) innerhalb einer bestimmten Zeit
getilgt ist?
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Die Schuld soll z.B. nach 10 Jahren bei 10% Verzinsung getilgt werden, wie hoch muf3 die Riickzahlungsrate
gewihlt werden?

#15: RESTSCHULD (10, 100000, 1.1, rtckzahlungsrate) = 0 User

#16: rlckzahlungsrate = 17364.0 Solve (#15)

Oder: Nach wie vielen Jahren ist die Schuld getilgt, wenn jéhrlich 12 000,- zuriickgezahlt werden?

#17: RESTSCHULD (jahre, 100000, 1.1, 12000) = 0 User

#18: jahre = 19.7992 Solve (#17)

Ein kleiner Test unserer Beziehung zeigt weiters, da3 z.B. eine Schuld von 100 000,- bei einer Verzinsung von
10% p.a. und einer Riickzahlung von 11 000.- weiter anwéchst, anstatt geringer zu werden.

User=Simp (User)

#19: RESTSCHULD (5, 100000, 1.1, 11000) = 104894.9

Produkte

Durch die symbolische Berechnung von Summen und Produkten ergeben sich neue Mdoglichkeiten, im
Mathematikunterricht zu herkémmlichen Aufgaben experimentelle Zugénge zu erdffnen. Dazu eine bekannte
Aufgabe aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung:

Beispiel 2.8: Das Geburtstagsproblem

Wie viele Personen miissen im Zimmer sein, damit man mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 50% sagen
kann, daf3 mindestens zwei von ihnen am selben Tag des Jahres Geburtstag haben?

Das Reizvolle an dieser Aufgabe ist, dal die Losung genauso einfach wie iiberraschend ist. Waren z.B. fiinf
Personen in dem Raum, so betrdgt diec Wahrscheinlichkeit, da alle an verschiedenen Tagen des Jahres ihren
Geburtstag feiern:

P(Geburtstag an verschiedenen Tagen) =1 364 363 362 361 _
365 365 365 365

1 2 3 AN
(1-%)'(1-%)'(1-%)'(1-%)—1;[(1 365

Mit Hilfe der Gegenwahrscheinlichkeit ergibt sich damit folgender Ansatz:

n-1 l
1-T1-—)>0,5
o35
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Wir sehen (Abb. 2.6): Liegt bei fiinf anwesenden Personen die Wahrscheinlichkeit bereits bei 2,7% (#3), so ergibt
sich bei 23 Personen bereits eine Wahrscheinlichkeit von iiber 50% (#5). Da die Klassenschiilerzahl oft in diesem
Bereich liegt, kann bei dieser Aufgabe leicht die Probe aufs Exempel gemacht werden.

#1l: "Geburtstagsproblen"

n-1 i
#2: P(n) :=1- g [1 - ]
i=1 365

3: P(5) = 8.8271355

4 : UYECTOR(Ln, P(n)1, n, 1, 188)

5: B.4436881, [22, 8.475695]1, [EEPICRECEFLTE]. [24, ©.5383441, [25, ©.568699]1,
6: y=1

T: y=08.5

COMMAND : Build Calculus Declare Expand Factor Help Jumnp solve Manage
Options Plot (uit Remove Simplify Transfer Unremove nole Hindow approX
Enter option

Approx(#4) C :GEBPROB .MTH Free:44: Ins Derive Algebral

Abb.2.6: Wann ist die Wahrscheinlichkeit 50% ?

Mahrscheinlichkeit

B

finzahl der Persomen

-28 -1A 18 28 38 48 58 68 7a

ICOMMAND : Center Delete Help Move Options Plot Ouit Range Scale Transfer
Hindow akes Zoon

nter option
Eruss 25 y:8.5 Scale »:5 y:=a.2 Derive 2D-plot

Abb. 2.6: Geburtstagsproblem
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Wie die Wahrscheinlichkeit, da8 zwei Personen am gleichen Tag Geburtstag haben, mit der Anzahl der anwe-
senden Personen ansteigt, zeigt Abb. 2.7, die entsteht, wenn wir die Wertepaare aus #5 plotten.

Beziehung #2 liefert uns im Zusammenwirken mit der Rechenleistung des Systems Informationen, die weit tiber
die urspriingliche Problemstellung hinausgehen. Wir sehen nun, wie die Wahrscheinlichkeit mit der Personen-
anzahl zusammenhéngt - dies nicht nur an einer Stelle.

2.3. Das Computeralgebra-System als algorithmisches Hilfsmittel

Roland Fischer spricht in seinem Buch 'Mensch und Mathematik' von der "Chance der materiellen Auslagerung
bestimmter Fahigkeiten des Menschen mit Hilfe des Computers" [Fischer, 1985, S.259]. Durch Computeralgebra-
Systeme ergibt sich vor allem die Mdoglichkeit der Auslagerung algorithmischer Fertigkeiten, aber auch die
Neufassung des Begriffs Algorithmus.

2.3.1. Ausfuhren implementierter Algorithmen

Der erste Schritt ist das Nutzen der Algorithmen, die vom CAS zur Verfiigung gestellt werden. Das kdnnen
einerseits solche sein, die exakte Losungen liefern, und andererseits Algorithmen, die zu Naherungslosungen
fithren. Das folgende Beispiel soll das ndherungsweise Losen mit einem CAS zeigen.

Beispiel 2.9: Das Plancksche Strahlungsgesetz [vgl. Dorninger, 1988]

Das Emissionsvermogen eines schwarzen Korpers ist gegeben durch die Funktion E(A) in Zeile #2. Dabei
bedeuten A die Wellenldnge der Strahlung, t die absolute Temperatur des Korpers, ¢ die Lichtgeschwindigkeit und
k die Boltzmannsche Konstante (alle Griflen sind positiv). Man bestimme das Maximum von E(?) fiir A > 0!

Die erste Ableitung wird vom CAS berechnet. (Fiir A werden -mittels Declare Variable- nur positive reelle Zahlen
zugelassen.)

#1l: A :g Real (0, o) User
2
c +h 1
#2: E(A) := . User
5 c-h/(k-A-t)
IN é -1
d
#3: — E(Q) Dif (#2',1)
dl
2 c-h/(k-A-t)
c -h- (& -(c+h - 5-k-A-t) + 5-k-A-t)
#4: Simp (#3)
7 c-h/(k-A-t) 2
kA -t- (& - 1)

Man stellt fest, dal der Ausdruck sehr komplex ist. In solchen Féllen versucht man hiufig, durch Substitution zu
einfacheren, liberschaubaren Termstrukturen zu kommen. Man ersetzt den Exponenten durch die Variable x.

#$5: X = —— User

Die Gleichung muf nun nach A aufgeldst werden, um A durch einen Term, der von x abhéngt, zu ersetzen.
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#6: A = —— Solve (#5)

#7: A 1= — User

#8: Simp (#4)

Im Approximate-Modus kann man niherungsweise die Nullstellen mit dem soLve-Befehl ermitteln. Wenn man
den Bruchterm genauer betrachtet, erkennt man, dafl es geniigt, die Nullstellen der Funktion in Zeile #10 zu
suchen. DERIVE fragt nach dem Intervall, in dem gesucht werden soll. Akzeptiert man das vom CAS
vorgeschlagene Intervall [-10,+10], liefert DERIVE den Wert x = 0 (Zeile #11). Dieser Wert ist aber unbrauchbar.

#9: Precision := Approximate User
x

#10: F(x) := & -(x - 5) + 5 User

#11: x = 0 Solve (#10)

Ohne Visualisierung wire es nicht leicht, ein brauchbares Intervall zu finden (Abb. 2.8).
2

f(x) 768

48

28

TRANSFER PRINT SCREEN: Printer File Options

Enter option Derive XM|
Cross x:4.9651 y:8 Scale x:8.81 y:@8.1 2D-plot]

Abb. 2.7:Nullstellen durch Visualisieren
Nun gibt es zwei Moglichkeiten:

(1) Man ermittelt die Nullstelle gleich aus der Zeichnung. Um zu einer besseren Genauigkeit zu kommen,
vergroBert man den Ausschnitt um die gesuchte Nullstelle durch Zoom oder mit Hilfe des Range-Befehls so lange,
bis die Nullstelle mit ausreichender Genauigkeit im Grafikfenster abgelesen werden kann (siche Fenster 2). In Abb.
2.8 zeigt Cross im Fenster links unten die Position des Cursors an. Man erhélt x =~ 4.9651.

(2) Man nimmt aus dem Grafikfenster das geeignete Intervall, um die Nullstelle von #10 mit soLve im
Approximate-Modus zu ermitteln. Das kann entweder mit dem soLve-Befehl erfolgen, dann fragt das CAS nach
dem Intervall, oder man verwendet wie in Zeile #12 die SOLVE-Funktion und gibt das Intervall sofort mit ein.
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#12: SOLVE(F(x), x, 4, 6) User

#13: [x = 4.96511] Simp (#12)

Wie man sieht, ist die Genauigkeit der aus dem Graphen ermittelten Nullstelle nicht viel schlechter. Sollte die
Genauigkeit nicht ausreichen, kann sie, wie in Zeile #14 zu sehen ist, erhdht werden.

#14: PrecisionDigits := 20 User

#15: [x = 4.9651142317442804596] Simp (#12)

SchlieBlich wire jetzt auch noch A durch Einsetzen zu ermitteln.

An weiteren Beispielen werden wir deutlich machen, da3 natiirlich nicht alle Algorithmen 'Black Boxes' bleiben
sollen. Der von uns vertretene didaktischen Ansatz wird in Kap. 3 und Kap. 4 niher erldutert.

2.3.2. Implementieren von Algorithmen durch den Benutzer

Nicht immer sind jene Algorithmen im CAS verfligbar, die im Unterricht gerade betrachtet werden. Dafiir kann es
zwei Griinde geben:

Der gewiinschte Algorithmus ist im System nicht vorhanden (dies ist bei der enormen Leistungsfihigkeit und
wachsenden Vielseitigkeit der CAS natiirlich immer seltener der Fall), oder der gewiinschte Algorithmus ist nicht
direkt zuginglich. Dies liegt vor allem daran, daB der Kern der CAS nicht fiir den Benutzer einsehbar ist. (Beim
Vorgénger von DERIVE - dem Programmpaket 1-MATH - war dies noch der Fall. Hier konnten die einzelnen LISP-
Programme noch eingesehen werden. Dies war fiir all jene Benutzer interessant, die im LiSP-Dialekt p-LISP
sattelfest waren). Fehlen solche spezifischen Programmiersprachenkenntnisse, so ist auch ein offenes System nicht
unbedingt ein Vorteil. Fiir die tdgliche Benutzung ist sicher ein gut dokumentierter, moglichst vielseitiger Satz von
Programmierbefehlen hilfreicher.

In DERIVE - das ebenfalls in p-LISP [Rich/Stoutemyer, 1994] entwickelt wurde und wird - steht ein solcher Satz
leistungsfahiger Kommandos zur Verfiigung. Algorithmen miissen in DERIVE funktional dargestellt werden, d.h.,
Programme werden dadurch geschrieben, dal Funktionen ineinandergeschachtelt werden. Dies erfordert sicher fiir
jemanden, der es gewohnt ist, prozedural zu denken und zu programmieren, anfangs eine Umstellung. Die
funktionale Programmierweise ist aber sehr effizient und letztendlich liegt darin auch das Geheimnis der
Brauchbarkeit des Gesamtsystems DERIVE bei gleichzeitig minimalem Platten- und Hauptspeicherbedarf.

Die géngigen CAS stellen auch durchwegs Umgebungen zum Implementieren von Algorithmen, wie sie z.B. im
Rahmen des Mathematikunterrichts auftreten, dar.

Das ndherungsweise Losen einer Gleichung wie z.B. ¢'. (x - 5) + 5 = 0 148t sich vom CAS elegant und miihelos
durchfiihren (Bsp. 2.9), das Unbefriedigende daran ist aber, dafl der Losungsvorgang als Black Box ablduft und der
Benutzer keinerlei Hinweis darauf erhélt, wie das System zu der gewiinschten Losung gekommen ist. Im Unterricht
kommt daher sehr bald der Wunsch einer Aufklarung auf.

Es wird zwar nicht moglich sein, liickenlos aufzuzeigen, was im CAS beim Ldsen der Gleichung genau abliuft,
aber diese Situation 148t sich im Unterricht konstruktiv zur Implementation eigener Algorithmen niitzen.

Bemerkung: Was macht DERIVE nun tatséchlich bei der ndherungsweisen Suche nach Nullstellen? "DERIVE uses the bisection
method, terminating when a midpoint abscissa rounds to one of the endpoints at the current precision level. Thus, the accuracy is
the maximum that you could expect, considering roundoff error in evaluating the expression.

The method often succeeds even when the expression values at the initial endpoints are both positive or both negative: In those
respective cases, bisection converges toward a local minimum or maximum until either a midpoint value has the opposite sign or
a local extremum is reached, where the expression value is compared with 0." [Rich/Stoutemyer, The International DERIVE
Journal, 1/1994, p.14]
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Beispiel 2.10: Algorithmus zur ndherungsweisen Berechnung von Nullstellen

Entwickle einen Algorithmus zur niherungswise Bestimmung der Nullstelle einer Funktion durch bindres Suchen.
Basis fiir diesen Algorithmus sei folgender Satz:

Ist f auf [a,b] stetig und gilt fla) < 0 /\ f{b) >0 oder f{a) >0 /\ f{b) < 0, so besitzt f mindestens eine Nullstelle in
Ja,b[.

y
A
f(x)
a
i =
X X b X
X 1
Abb. 2.8:Bisektionsverfahren
Versuchen wir nun daraus einen Algorithmus zu bilden:
Algorithmus in Worten Algorithmus formalisiert
a) Bilde den Mittelwert der a) Intervall := [a,bl]
Intervallgrenzen. Mittel (Intervall) := (a+b)/2

b) Wihle jenes Teilintervall,
bei dem die Funktionswerte der
Grenzen verschiedene Vorzeichen

haben.

¢) Iteriere b)

b) Wenn (f(a)*f((a+b)/2)< 0,
dann Intervall neu:=[a, (a+b) /2],

sonst Intervall neu:=[(a+b)2,b])

¢) Wende das Ergebnis von b)

wieder auf b) an

Algorithmus im CAS

#1: "Bindres Suchen"
b'd

#2: F(x) := & -(x - 5)

User

User

a) Berechnung der Intervallmitte: Dazu wird zuerst allgemein ein Intervall I und damit dann eine CA-Funktion fiir
die Berechnung des arithmetischen Mittels der Intervallgrenzen definiert.
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#3: i := [a, D] User

#4: MITTEL(i) := —— User

Ein kurzer Test dieser CA-Funktion:

#5: MITTEL([4, 5]) = 4.5 User=Simp (User)

b) Ermittlung des néchsten Intervalls: Wir iibertragen dazu die oben entwickelte Wenn-Dann-Sonst - Beziehung
direkt in die Sprache des CAS:

User
NEXT_INT(i) := IF(F(i ) -F(MITTEL(i)) < 0 ,
#6: 1
i , MITTEL (i , - MITTEL (i), i
[ l1 (l)] [ (i) 12] )
#7: NEXT INT([4, 5]) = [4.5, 5] User=Simp (User)

c) Der letzte Schritt besteht nun in der Iteration des Vorgangs:

#8: ITERATES (NEXT INT(i), i, [4, 5], 17) User
— 4 5 -
4.5 5
4.75 5
4.875 5
4.9375 5
4.9375  4.96875
4.95312 4.96875
4.96093 4.96875
#9: 4.96484 4.96875 Approx (#8)
4.96484 4.96679
4.96484 4.96582
4.96484 4.96533
4.96508 4.96533
4.96508 4.96520
4.96508 4.96514
4.96508 4.96511
4.96510 4.96511
L 4.96511 4.96511 -

Nach 17 Iterationsschritten haben wir somit die 2. Nullstelle der Funktion f{x) auf 5 Nachkommastellen genau
bestimmt.

AbschlieBend konnen wir noch alle drei Schritte, aus denen unser Algorithmus besteht, in eine einzige CA-
Funktion packen und damit diesen Algorithmus zu einem neuen CA-Kommando machen, das uns kiinftig zur
Verfligung steht. (Ein Hinweis: Wird an Stelle von ITERATES der Befehl ITERATE verwendet, so erhdlt man
lediglich das Ergebnis des letzten Iterationsschritts.)
#10: BIN SUCH(startintervall, schrittzahl):=
ITERATE (NEXT INT(i),i,startintervall,schrittzahl) User

#11: BIN SUCH([4,5],17) = [4.96511,4.96511] User=Simp (User)

Weitere Anregungen zum algorithmischen Vorgehen finden sich in Kapitel 4.3 - Modulprinzip.
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2.4. Methodisches Hilfsmittel

Das didaktisch interessanteste Einsatzgebiet von CAS liegt sicher in ihrem Einsatz als methodische Hilfsmittel.
"Uber diese Rolle als Rechen- und Zeichenknecht hinaus kénnen Computer [...] als methodische Hilfsmittel neuer
Art (neben den bewihrten) eingesetzt werden, welche zur Forderung gerade anspruchsvollerer Ziele beitragen und
die Aneignung mathematischer Ziele fiir Schiiler erleichtern sollen", schreibt W.Blum [Postel/Kirsch/Blum,1991,
S.75]. Und als Beispiele flihrt er w.a. an: "Vertrautwerden mit Funktionen und deren Eigenschaften durch
zielgerichtetes und systematisches Verdandern von Parametern im Term der behandelten Funktionen" oder auch die
"vielfaltigen Mdglichkeiten fiir Simulationen, z.B. bei exponentiellen Prozessen oder bei 6kologischen Systemen,
wodurch sowohl die betreffenden Realsituationen besser verstehen als auch allgemeine Einsichten in Modell-
bildungsprozesse gewinnen kénnen" [a.a.0,S.76].

2.4.1. Hilfe bei der Modellbildung

Modellbildung ist ein zentrales Thema jedes anwendungsorientierten Mathematikunterrichts (siche Kap. 3.4). Dem
Schiiler sollen neben einer geeigneten Arbeitsumgebung Grundmodelle zur Verfiigung stehen.

A Die S-Kurve - eine wichtige Wachstumsform
IaRt sich aus einer exponentieller und begrenzter
Wachstumsphase zusammensetzen. .

Die Kurve zeigt das voriibergehende Wachstum zwischen zwei
stabilen Phasen. Sie ist typisch fiir alle biologischen Wachstums-
vorgange.

Abb. 2.9: Logistisches Wachstum

Visualisierung

CAS stellen eine ideale Umgebung zur Untersuchung grundlegender Wachstumstypen dar, die als Bausteine zur
Modellbildung verstanden werden koénnen. Dabei soll speziell auf die Moglichkeit der Visualisierung und
Untersuchungen mit Parametervariationen hingewiesen werden. Als wesentliche Grundmodelle sind das lineare
(additive) Wachstum, das freie Wachstum (exponentielles Wachstum/Zerfall), das beschrinkte oder begrenzte
Wachstum, das logistische und das hyperbolische (explosives oder iiberexponentielles) Wachstum zu nennen.
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Untersuchung von Wachstumsprozessen - exponentielles Wachstum

Beispiel 2.11: Freies Wachstum - Variation der Basis

Untersuche die Auswirkungen der Verdnderung der Basis a auf die Lage des Graphen der Exponentialfunktion y
=c a' ! Wihle jeweils ¢ = 1 und a als eine positive relle Zahl! Welche besonderen Eigenschaften kénnen aus
dieser Untersuchung hergeleitet werden?

Zuerst wird die Gleichung der zu untersuchenden Funktionsklasse allgemein angegeben.

#1: y = c-a User

Wir setzen den konstanten Multiplikationsfaktor ¢ gleich 1.

b4
#2: y = a User

Aus dieser Funktionsgleichung in #2 werden durch Einsetzen von Zahlen fiir die Basis ¢ mit Manage Substitute
einzelne Funktionen erzeugt. Wir verwenden als jeweilige Basis die Zahlen 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8,
und 2 .

Wir wihlen an dieser Stelle bewuft einen 'langsamen’ Weg mit Manage Substitute, weil der Schiiler dadurch auf
die einzelnen Funktionen leicht zugreifen kann (Diese Funktionen lieen sich auch mit einem VECTOR-Befehl
erzeugen).

#3: y = 0.2 Sub (#2)
#4: vy = 0.4X Sub (#2)
#5: y = o.ex Sub (#2)
#6: vy = o.sx Sub (#2)
#7: vy = 1X Sub (#2)
#8: vy = 1.2X Sub (#2)
#9: vy = 1.4X Sub (#2)
#10: vy = 1.6X Sub (#2)
#11: vy = 1.8X Sub (#2)
#12: y = 2X Sub (#2)

Die einzelnen Funktionen werden mit dem Cursor unterlegt und mit Plot Overlay Plot gezeichnet.
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ICOMMAND : Center Delete Help Moue Options Plot Quit Range Scale Transfer
Window a¥es Zoon

[Enter option

Cross x:0 y:2 Scale x:1 y:1 Derive ZD-plot]

Abb. 2.10: Basis: 0<a<1

-1

COMMAND : Center Delete Help Moue Options Plot Quit Range Scale Tramsfer
Window a¥es Zoon

Enter option

Cross x:0 y:2 Scale x:1 y:1l Derive 2D-plot]

Abb. 2.11: Basis: a> 1

Es zeigt sich, daB3 mit @ = 1 eine Gerade parallel zur x-Achse mit der Gleichung y = 1 festgelegt ist. Die Funktionen
aus #3 bis #6, also wenn 0 < g < 1, sind streng monoton fallend, die Grundmenge kann alle rellen Zahlen
beinhalten und alle Funktionswerte sind positiv (Abb. 2.11). Die Funktionen dieses Typs sind Beschreibungen von
Zerfallsprozessen ("'Sterbeprozesse").

Bei gleichbleibender Grund- und Zielmenge zeigen die Funktionen aus #8 bis # 12 mit @ > 1 streng monoton
steigende Graphen (Abb. 2.12). Diese Funktionen stellen unbegrenzte Wachstumsvorgénge ("Geburtsprozesse')
dar.

Es ist zu erkennen, daB3 alle Graphen der Funktionen durch den Punkt (0,1) gehen, da ¢ = 1 gewahlt wurde. Dariiber
hinaus 146t sich durch die Lage der Graphen die Vermutung aufstellen, daBl sich zu jeder fallenden
Exponentialfunktion (0 < a < 1) eine dazugehdrende steigende (¢ > 1) finden 14Bt, so dafl die beiden Funktionen
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durch Spiegelung an der y-Achse auseinander hervorgehen. Die Funktionen kdnnen 'nachgeplottet' (sie werden in
einer neuen Farbe gezeichnet) und gespiegelte Funktionen herausgefunden werden, z.B. #6 und #8.

Beispiel 2.12: Freies Wachstum - Variation des Anfangswerts

Untersuche die Auswirkungen der Verdnderung des Faktors c auf die Lage des Graphen der Exponentialfunktion
y=cda"! Wihlefiir a zuerst 1.2 und danach 0.8!

Welche besonderen Eigenschaften konnen aus dieser Untersuchung hergeleitet werden?

#1: y = c-a User

Die Funktionsgleichungen konnen durch Einsetzen (Manage Substitute) wie in dem vorherigen Beispiel erzeugt
werden. Eleganter und schneller 146t sich eine Schar von Funktionen mit Hilfe des VECTOR-Befehls #2 (fiir ¢
werden Werte zwischen -10 und 10 mit Schrittweite 1 eingesetzt) erzeugen.

X
#2: VECTOR([y =c-1.2 ], c, -10, 10) User

Die Vereinfachung dieses Ausdrucks in #2 liefert 21 Funktionen, die gemeinsam gezeichnet werden kénnen:

0.182321-x
#3: H = - 10-é ] PR } Approx (#2)

<

Die Abbildung 2.13 zeigt die Graphen aus #3.

Abb. 2.12: Variieren von ¢ bei a = 1.2 Abb. 2.13: Variieren von ¢ bei a=0.8

Die Ubersetzung der Basis 1.2 in eine e-Potenz 148t sich leicht nachvollziehen.

A
#4: 1.2 = é User
5
#5: A = - LN[—] Solve (#4)
6
#6: A = 0.182321 Approx (#5)

Ersetzt man den Parameter ¢ durch dieselben Werte und wihlt die Basis 0.8, ensteht der VECTOR-Befehl #7.
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X
#7: VECTOR([y = c-0.8 ], c, -10, 10) User

Die Funktionen werden mit approX #7 erzeugt und gezeichnet (Abb. 2.14).

Der Faktor ¢ gibt die y-Koordinate fiir x = 0 an, also einen 'Startwert' y,. Des weiteren zeigen sich bei negativem ¢
die an der x-Achse gespiegelten Funktionen zu den Wachstums- oder Zerfallsprozessen mit positivem c.

Wir kénnen also die Funktionen y = y, a' durch die Gleichung y =y, " darstellen, wobei a = ¢ und A = In(a) ist.
Ist a > 1, sprechen wir von unbegrenztem exponentiellen (freien) Wachstum.

Wachstum mit Beschrankung

Beispiel 2.13: Untersuchung exponentieller Anndherung an einen Gleichgewichtswert

Simuliere die Auswirkungen der Verdnderungen eines Ausgangswerts auf den Graphen eines begrenzten
exponentiellen Wachstums an einen vorgegebenen Sdttigungswert G = 100. [vgl. Timischl, 1988, S.65]

Wir arbeiten mit folgenden Einstellungen:

#1: [InputMode := Word, CASeMode := Sensitive] User

Die allgemeine Beziehung eines beschriankten exponentiellen Wachstums wird in #2 angegeben. Es wird x als die
vergangene Zeit und y als jene Variable angenommen, die den Zustand eines Systems beschreibt (z.B. Temperatur
eines Korpers, Hohe eines Baums oder die Konzentration eines geldsten Stoffs in einer Zelle).

Dazu machen wir mittels Exponentialfunktion die Differenz zum Sattigungswert G immer kleiner. Die Variable y,
wird fiir den Ausgangswert zum Zeitpunkt 0 verwendet.

#2: vy = G + (y0 - G)-& User

Mit Manage Substitute wird der Sittigungswert mit 100 und der Anfangswert mit 5 festgelegt. Wir wéhlen fiir A
eine positive reelle Zahl, bei dieser Untersuchung den Wert 1.

- 1-x
#3: y = 100 + (5 - 100) -& Sub (#2)

Die Vereinfachung des Terms liefert folgende Funktion:
-X

#4: y = 100 - 95-& Simp (#3"')

Weitere Anfangswerte werden eingegeben (v, = 50, yy = 150 und y, = 200) und die Terme vereinfacht.

Es werden also Startwerte y, einerseits kleiner, andererseits groer als der Sattigungswert (die Grenze) gewihlt.

- 1-x
#5: y = 100 + (50 - 100) -& Sub (#2)
-x
#6: vy = 100 - 50-& Simp (#5')
- 1-x
#7: y = 100 + (150 - 100) -8 Sub (#2)
-x
#8: y = 50-& + 100 Simp (#7')
- 1-x
#9: vy = 100 + (200 - 100) -é Sub (#2)
-X
#10: y = 100-& + 100 Simp (#9')
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Dariiber hinaus wird die Gerade, der sich diese Funktionen asymptotisch néhern (der angenéherte Gleichgewichts-
zustand) angegeben.

#11: y = 100 User

Die vier Funktionen, die ein begrenztes exponentielles Wachstum beschreiben, werden mit der Geraden gezeichnet
(Abb. 2.15).

Es ist zu erkennen, dal} bei einem Ausgangswert y, < G eine streng monoton wachsende Funktion mit Grenzwert
100 entsteht. Bei y, > G erfolgt die Anndherung an G durch streng monoton fallende Funktionen.

Wenmn y, = G ist, kommt es zu einem Gleichgewichtszustand, also zu einer Geraden y=100. Weitere
Untersuchungen mit Verdnderung des Sattigungswerts, der Startwerte und anderen A > 0 kdnnen vorgenommen
werden.

Fiir die weiteren Uberlegungen verwenden wir die definierte Funktion B.

- A-X
B(x) := G + (y0 - G)-é

U ] 250

=

Abb. 2.14: Sdttigungswert 100 und Ausgangswert variabel

Logistisches Wachstum
Beispiel 2.14: Die innere Struktur des logistischen Wachstums [vgl. Timischl 1988, S.67]

Stellt man das Wachstum eines Organismus oder einer Population in Abhdngigkeit von der Zeit grafisch dar, so
erhdlt man eine Wachstumskurve. Diese Wachstumskurven besitzen oft einen S-formigen Verlauf.

a) Untersuche die logistische Funktion durch Ableitungen und gib Wendestellen an!

b) Laft sich diese Funktion durch andere Wachstumsmodelle (unbegrenztes exponentielles Wachstun, begrenztes
Wachstum, lineares Wachstum) ndherungsweise beschreiben?

Zeigt das logistische Wachstum Eigenschaften, die bereits bei anderen Wachstumsprozessen untersucht wurden?

Voreinstellungen:

#1: [InputMode := Word, CASeMode := Sensitive] User

Wir wihlen fiir diese Untersuchungen den Séttigungswert G mit 100 und definieren den Anfangswert der
Wachstumsfunktion mit 5. Der Koeffizient A der Basis e wird mit 1 festgelegt (vgl. Beispiel 2.17). Wir setzen also
k.G = A=1, daraus folgt k= 0.01).
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#2: G := 100 User
#3: yO0 := 5 User

Die allgemeine Beziehung wird als logistische Funktion L definiert. Im Unterricht kdnnte eine Herleitung des
logistischen Wachstums iiber Differentialgleichungen erfolgen (siche wieder Beisp. 2.17). An dieser Stelle arbeiten
wir bereits mit dem fertigen Modell und versuchen dieses durch bereits bekannte Modelle zu verstehen.
G
L(x) :=
#4: G -1-x User
1+ |: - l] -é

vO0

Der Klammerausdruck im Nenner ist ein Maf} fiir die Entfernung vom Endzustand. Mit der Zeit nimmt der
"Wachstumsdrang' ab und néhert sich einem Gleichgewichtszustand. Vereinfachen wird diesen Klammerausdruck,
so erhalten wir

L(x) := ———————
#5: -x Simp (#4"')
1+ 19-é

sowie bei Vereinfachung des ganzen Terms:

X
100-é
#6: L(x) 1= — Simp (#5')
X
é + 19

Die Formeln aus #5 und #6 erhdlt man durch einfachen Umformungen, die jederzeit auch hindisch nachvollzogen
werden konnen. In den einzelnen Lehr- und Sachbiichern werden weitere Formeln angegeben, die die logistische
Funktion beschreiben. Alle lassen sich auf eine bereits angefiihrte Darstellung zuriickfiihren.

Diese Funktion L wird beziiglich Monotonieverhalten und Kriimmungsverhalten untersucht, die auftretende
Wendestelle wird grafisch nghrungsweise mit dem Cursor gesucht (Abb. 2.16) und dann berechnet.

y | 1060

80

60

40

Z0

—Z0

COMMAND : TEIRTEYRY Center Delete Help Moue Options Plot Quit Range Scale Transfer
Window aXes Zoom

Enter option

Cross x:2.9375 y:419.6875 Scale x:1 y:20 Derive Z2D—plot]

Abb. 2.15: Funktion und die Ableitungen
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Die Ableitungen lassen sich direkt mit der Funktion DIF berechnen und mit Anfligen des Gleichheitszeichens aus-
werten.

X
d 11 1900-é
#7: E_J L(x) = ——— User=Simp (User)
dx: X 2
(& + 19)
b4 X
d q2 1900-& -(19 - &)
H8: [_} L(x) = User=Simp (User)
dx: x 3
(& + 19)

Aus der Grafik wird das Intervall, in dem sich die Nullstelle der zweiten Ableitung befindet, mit [2,4] festgelegt
und im Approximate-Mode (Option Precision) die Nullstelle berechnet.

#9: Precision := Approximate User
d 12
#10 {—J L(x) =0 User
dx:
X b'q
1900-& -(19 - &)
#11: =0 Simp (#10')
X 3
(& + 19)
#12: x = 2.94445 Solve (#10)

Die Losung dieser Gleichung zeigt, dal im Zahler nur der Ausdruck (19 - €") Null zu setzen ist (alle anderen Teile
sind positiv), so dafl man die Losung x = /n(19) erhélt.

Dieser Sachverhalt kann im Exact-Modus nachgewiesen werden.
#13: Precision := Exact User
#14: x = LN(19) Solve (#10)

Die weiteren Losungen lauten: e, -co und o + 1 1.

Der Funktionswert an der Wendestelle ist die Hélfte des Sattigungswerts.

#15: L(LN(19)) = 50 User=Simp (User)

Nach Abschluf} dieser Kurvendiskussion wenden wir uns Teil b) der Aufgabenstellung zu. Wir definieren eine
unbegrenzte Wachstumsfunktion £ mit dem Anfangswert 5 und dem Wachstumskoeffizienten A = 1.

User

D>

#16: E(x)

yO0-

I
ul
D>

#17: E(x) Simp (#16"')

Des weiteren definieren wir eine beschrinkte Wachstumsfunktion B mit den vorgegebenen Werten fiir den
Anfangswert und den Sattigungswert mit A = 1.
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#18: B(x)

G + (y0 - @G)-é User

-X
#19: B(x) := 100 - 95-8& Simp (#18"')

Wenn man die logistische Funktion aus #6 und die beiden Funktionen £ und B in eine Grafik einzeichnet, erkennt
man, da} zu Beginn die Funktion £ eine sehr gute Niherung des Anfangsverhaltens der logistischen Funktion
darstellt und die Funktion B ziemlich gut das Ndherungsverhalten an den Séattigungswert angibt, wenn man die
Funktion B um das Argument des Wendepunkts nach rechts verschiebt (Abb. 2.17).

- (x - LN(19))
#20: B(x) := 100 - 95-& User

-1 1 2 3 4 5 3] ?

20 . . . . . .
comMAND : TITENE Center Delete Help Moue Options Plot Quit Range Scale Transfer
Windou aXes Zoon

[Enter option
Cross x:2.9375 y:49.6875 Scale x:1 y:20 Derive ZD-plot]

Abb. 2.16: Erster Versuch einer Approximation

Wir schlieBen daraus, daB sich zu Beginn die logistische Funktion L 'exponentiell' verhélt, dann eine 'lineares'
Verhalten zeigt und danach 'beschréinkt exponentiell' verlduft.

Das kann auch folgendermaflen beschrieben werden: zuerst ein 'embryonales’, rasant anwachsendes Stadium, dann
eine 'lineare' Entwicklungsphase und spéter eine Endphase mit verringertem Wachstum bis zum 'Stillstand'.

Wir konnen nun versuchen, diesen Vorgang durch eine zusammengesetzte Funktion darzustellen. Dazu miissen wir
geeignete Stellen verwenden, so dal aus der Grafik ersichtlich ist, da8 bis dorthin die Funktionen als gute
Naherung verwendet werden konnen. Wir wihlen fiir die unbegrenzte Wachstumsfunktion £ den Bereich 0 < x < 1
und fiir die begrenzte Wachstumsfunktion B Argumente ab 2 In(19) - 1 < x. An diesen Stellen ist die Differenz der
Funktionswerte der jeweiligen Naherungsfunktion und der logistischen Funktion gering. Wir haben also Intervalle
fiir eine geeignete Approximation gefunden. Als 'Klebstoff' verwenden wir die IF-Funktion und legen den linearen
Anteil voriibergehend mit dem Funktionswert der Wendestelle fest.
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#21: LKLEB(x):=IF(x<1,E(x),IF(2-LN(19)-1<x,B(x),50)) User

g | 100

80

60

—Z0

ICOMMAND : TIFSYEY Center Delete Help Moue Options Plot Quit Range Scale Transfer
Uindow aXes Zoom

Enter option

Cross x:2.9375 y:49.6875 Scale x:1 y:20 Derive Z2D-plot]

Abb. 2.17: Zweiter Versuch der Approximation
Diese stiickweise zusammengesetzte Funktion wird in Abb. 2.18 iiber die logistische Funktion gezeichnet.

Dann 'basteln' wir den linearen Teil als 'Fortsetzung' durch das Erstellen einer Geraden, die die beiden Grenzstellen
mit den Funktionen £ und B verbindet. Wir 16sen ein Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und 2 Unbekannten.

#22: E(1) = 5-& User=Simp (User)
#23: B(2-LN(19) - 1) = 100 - 5-& User=Simp (User)
#24: v = k-x + d User
#25: 5-& = k-1 + d Sub (#24)
#26: 100 - 5:-& = k- (2-LN(19) - 1) + d Sub (#24)
#27: [5-& = k-1 + d, 100 - 5:-& = k- (2-LN(19) - 1) + dl User

Die Losung dieses Gleichungssystems liefert die Steigung & der Geraden und die y-Koordinate des Schnittpunkts
mit der y-Achse d.

5-(é-LN(19) - 10) 5-(10 - &)
#28: [d = , k= —] Solve (#27)
LN(19) - 1 LN(19) - 1
Wir definieren k£ und d und die lineare Funktion G:
5-(10 - &)
#29: k 1= —M User
LN(19) - 1
5-(&-LN(19) - 10)
#30: d := User
LN(19) - 1
#31: G(x) := k-x + d User
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5-(&-LN(19) + x-(& - 10) - 10)
#32: G(x) := Simp (User')
1 - LN(19)

Diese sehr eigenwillige Darstellung der fiir unser Problem benétigten Verbindungsgeraden wird als 'Klebeband'
verarbeitet. Die Funktion L wird damit gut approximiert.

#33: LKLEB(x) :=IF (x<1,E(x),IF(2-LN(19)-1<x,B(x),G(x))) User

Abschlieend werden die einzelnen Phasen mit Zuordnungslinien gekennzeichnet, so daB3 der Verlauf und die
stiickweise definierte Funktion besser ersichtlich werden. Wir verwenden eine Funktion ZOL fiir das Zeichnen von
Zuordnungslinien.

x 0
#34: ZOL(x, f) := |:x f ] User
0 £
y ] 100
80
60
40
20
X
-1 1 2 3 4 5 [ 7
-20
ICOMMAND : Center Delete Help Mouve Options Plot Quit Range Scale Transfer
Window aXes Zoom
Enter option
Cross x:2.9375 y:49.6875 Scale x:1 y:20 Derive ZD-plot|

Abb. 2.18: Dritter Versuch: Nur geklebt und hdlt doch!

Die Auswertung dieser Funktion ZOL

(ZOL(1, E(1)), ZOL(LN(19), L(LN(19))),
ZOL(2-LN(19)-1, B(2-LN(19)-1))

liefert die eingezeichneten Abszissen und Ordinaten an den Stellen, an denen sich das schon beschriebene typische
Verhalten dndert (Abb. 2.19).

Simulation

Das CAS ist - wie wir in Beispiel 2.14 gesehen haben - auch ein Werkzeug zur Untersuchung von Wachstumsvor-
gingen und vernetzten Systemen. Gelingt es, die Anderung eines Zustands von einem Zeitschritt zum néchsten zu
beschreiben, so lassen sich diese Zustandsdnderungen iterieren, und wir kdnnen aus der lokalen Beschreibung eine
globale Sicht gewinnen. Wir erhalten Einblick in das Langzeitverhalten eines Systems und kénnen durch die
Simulation einen Blick auf ein mogliches Entwicklungsszenario werfen.
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Beispiel 2.17: Ein gefahrdetes Gleichgewicht? [Nach Sziruscek, 1990, S.181]

Ein grofer Teich bietet rund 400 Fischen Platz. Wie lange wird es dauern, bis der Teich bis zur Grenze seiner
Aufnahmefihigkeit mit Fischen besetzt ist, wenn zur Zeit 20 Fische vorhanden sind? Annahmen: Das Wachstum
der Fische sei proportional zum bereits vorhandenen Fischbestand und proportional zum noch vorhandenen
Freiraum. Der monatliche Wachstumsfaktor (Proportionalitdtsfaktor) sei k;=0,001.

Es soll eine Simulation des Wachstums des Fischbestands erstellt werden. Wie wiirde sich ein geringfiigig stirkeres
Wachstum auswirken?

Die Entwicklung der Fischpopulation 148t sich mit Hilfe einer Differenzengleichung beschreiben:

MBI 3 -Gy 1)

bzw.
YA+A)=y (W)t kny (@) (G-y(1)-At

¥(?) sei hier der Fischbestand zur Zeit ¢, G die Wachstumsgrenze. Setzt man den Zeitraum eines Monats als eine
Zeiteinheit an, also A=1, so ergibt sich fiir den monatlichen Zuwachs:

y+D=y®)+0,001-y@)-(400-y (1)

Allgemein 148t sich ein beliebiger diskreter Wachstumsvorgang mit einer Anderungsrate r(ty) somit
folgendermafien beschreiben:

yA+tA)=y@)+r(t,y(t))At

Iterieren wir nun diese Gleichung, so ergibt sich die Langzeitentwicklung der betrachteten Fischpopulation. Dazu
definieren wir im ersten Schritt die Zuwachsrate des Fischbestands (die vom Bestand y und der Zeit ¢ abhéngt) als
eigenstidndige CA-Funktion:

#1: R(t, y) := 0.001-y- (400 - vy) User

Nun koénnen wir eine zweite universell einsetzbare CA-Funktion festlegen, die mit konkreten Werten belegt, eine
Tabelle fiir den diskreten Wachstumsvorgang liefert und die sich zudem unmittelbar plotten 146t. Iteriert wird hier
eine Liste, die aus zwei Komponenten besteht: Die erste (#+Af) beschreibt, wie man von einem Zeitpunkt zum
nichsten gelangt, die zweite beschreibt, wie der Bestand y (hier an Fischen) in der Zeitdauer At zunimmt. Durch
das Kommando ITERATES werden die derart berechneten Werte stets wieder als Ausgangswerte fiir ¢ bzw. y
verwendet (sz gibt die Schrittzahl an).

User
#2: WACHSTUM(tO, yO0, dt, sz) :=

ITERATES ([t + &t, vy + R(t,y)-dtl, [t, yl, [tOo, y0], sz)

Mit den Anfangswerten #) = 0 fiir die Zeit und y, = 20 fiir den Bestand ergibt sich bei einem Zeitschritt Az =1 fiir
zehn Iterationsschritte die Tabelle (#4).

#3: WACHSTUM(0, 20, 1, 10) User
- 0 20 -
1 27.6
2 37.8782
3 51.5947
4 69.5706
#4: 5 92.5588 Approx (#2)
6 121.015
7 154.776
8 192.731
9 232.678
L 10 271.610 -

Fiir die ersten 50 Monate ergibt sich damit folgende Simulation (siche Abb. 2.20):
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#5: WACHSTUM (0, 20, 1, 50) User

u

458 -

4 8 12 16 28 24 28 32 36 40 44 48
-58 .
[COMMAND : 'EPE?IE Center Delete Helyp Move Options Plot Quit Range Scale Transfer
indow aXes Zoom ¥ ® g

Enter option
ross xil2

y:ls@ Scale x:2 y:58 Derive 2D-plot]

Abb.2.20: Diskretes logistisches Wachstum

Wenn wir das Wachstum etwas verstérken, indem wir herumexperimentieren und den Proportionalitéitsfaktor des
monatlichen Wachstums erhohen, konnen wir das fiir das diskrete logistische Wachstum charakteristische
Abdriften ins Chaos beobachten. Wir definieren dazu die Anderung des Fischbestands schrittweise neu und verein-
fachen dazwischen stets Ausdruck #5, um eine plotbare Tabelle zu erhalten:

#6: R(t, y) := 0.00375-y- (400 - vy) User
#7: R(t, y) := 0.005-y- (400 - vy) User
#8: R(t, y) := 0.00625-y- (400 - vy) User
#9: R(t, y) := 0.0075-y- (400 - vy) User
u
sae - - i

28 38 48 oa

[COMMAND : 'EPE?IE Center Delete Helyp Move Options Plot Quit Range Scale Transfer
lindow a¥es Foom ® ® hd

Enter option

Cross x:1@

y:1808 Scale !5 y:16808 Derive 2D-plot]

Abb. 2.19:Diskretes logistisches Wachstum und Abgleiten ins Chaos
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Tritt dieser Effekt auch bei der Beschreibung dieser Wachstumssituation mit Hilfe des kontinuierlichen Modells
auf? Verwenden wir zur Klarung dieser Frage die oben gewonnene Funktion fiir das logististische Wachstum:
Yy G
Yo +(G - y()) ! e-k.G-t
Wenn wir nun der Reihe nach diskretes und kontinuierliches Wachstum gegeniiberstellen, so kdnnen wir beob-

achten, da3 beim Vergrofern der Wachstumsrate bei kontinuierlichem Wachstum das "Abdriften" ins Chaos nicht
eintritt (Abb. 2.22).

y)=

Sea 5 5 5 . . 5 Sea

[COMMAND : ACQTEY Center Delete Help Move Options Plot Ouit Range Scale Transfer
ow aXes Zoom

in
Enter getion .
055 ®iZ@A. 1841 y:-3088 Scale x:S5 y:-188 Derive ZD—p lot

Abb. 2.20: Diskretes und kontinuierliches logistisches Wachstum

Zusammenfassend sehen wir, da3 die diskrete Modellierung zu vollig anderen Ergebnissen fiihren kann als die
kontinuierliche. Beide Arten der Modellierung sind nicht einfach zwei alternative Zugénge, sondern es gibt
offenbar einen qualitativen Unterschied zwischen diskret und kontinuierlich.

2.4.2. Das CAS als Hilfsmittel beim Begriffsbildungsprozel}

Wesentlich erscheint nun der ProzeB, der zum Begriff fiihrt, den Begriff veréndert und exaktifiziert, zu sein, nicht
aber das fertige Produkt 'Begriff, von dem R. Fischer sagt: "Bei fast keinem grundlegenden mathematischen
Begriff gelingt es, ihn durch eine exakte Definition ganz in den Griff zu bekommen." [Fischer, 1985, S. 145]

In diesem Buch werden mehrere Beispiele angeboten, die zeigen, welche Rolle das CAS beim
Begriffsbildungsprozel spielen kann, wie etwa beim Begriff der irrationalen Zahl (Kap. 2.1.2). Eine Begriffs-
deutung kann durch den Computer sehr gut vorbereitet werden.

Das folgende Beispiel soll eine Mboglichkeit zeigen, mit dem CAS die Begriffe 'Linearisierung'und
'Differenzierbarkeit' zu entwickeln:

Beispiel 2.18: Differenzierbarkeit und Linearisierung
Die fundamentale Idee der Linearisierung, der Begriff der Differnzierbarkeit.

Versucht man diese zentralen Begriffe der Analysis gleich symbolisch und abstrakt an die Schiiler heranzubringen,
wird man viele nicht erreichen. Fiir einen ersten Zugang ist die Visualisierung unbedingt notwendig.

Zeichnet man den Graphen einer Polynomfunktion /(x), geht im TRACE-Modus mit dem Cursor an irgendeine
(moglichst gekriimmte) Stelle und vergrofert immer weiter, so erscheint die Funktion im Grafikfenster bei
ausreichender Vergroferung in der Umgebung des Kurvenpunkts als Gerade (siche Abb. 2.22). Ziel dieser
experimentellen Phase ist die Idee, daB3 eine (differenzierbare) Funktion in einer kleinen Umgebung eines Punkts
durch eine Gerade ersetzt werden kann. In einer exaktifizierenden Phase gilt es dann, diese Gerade auch zu finden.
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1

ESHEN'STETIGKEIT — DIFFERENZ IEREARKEIT"

#2: Uilx) = (10 — 2.-x3-(8 — 2-x)-x

[Vixieo -

50
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COMMAND : TIRENEY Center Delete Help Move Options Plot Quit Range Scale Transfer
Window aXes Zoom

Tracing expression #2 Derive XM|

Cross x:1.1935 y:51.0009 Scale x:5 10°—4 y:5 10°-3 ZD—plot

Abb. 2.21: Linearisierung
Die Skalierungen in den einzelnen Fenstern:
Fenster (2): x:=1;y:=10. Fenster (3): x:=0.05;y:=0.5. Fenster (4): x:=0.0005;y:=0.005.

Dal} diese Idee der Linearisierung nicht bei jeder beliebigen Funktion an jeder Stelle funktioniert, kann man an
Hand einer Betragsfunktion untersuchen (siche Abb. 2.23). Am besten nimmt man gleich | V(x)| und wandert mit
dem Cursor an eine 'heikle' Nullstelle. Bei noch so starker VergroBerung wird hier keine Linearisierung zu
beobachten sein. Die Betragsfunktion ist eben an dieser Stelle nicht differenzierbar.

Skalierungen in den Grafikfenstern der folgenden Abbildung:
Fenster (2):x:=1;y:=10. Fenster (3):x:=0.2;y:=2. Fenster (4):x:=0.00005;y:=0.0005
Die Vergroferung erfolgte nach der Cursorwanderung im TRACE-Modus mit Hilfe des ZOOM-Befehls.

1

ESENSTETIGKEIT — DIFFERENZ IERBARKEIT"|

#3: U(x) = |10 — 2.-x)-(8 — 2-%x)-x]|
4 3 o
50 -
40/
% x
0
10 3.6 4 4.4 3.9999 4  4.0001
-10
—20

COMMAND : TINTENEY Center Delete Help Move Options Plot Quit Range Scale Transfer
Window aXes Zoom

Tracing expression #3 Derive XM|

Cross x:4 y:0 Scale x:5 10°-5 y:5 10°—4 ZD—p lot]

Abb. 2.22: Linearisierung nicht moglich!

Natiirlich sollte vor allem in hdher dotierten Schulformen damit der Begriffsbildungsproze8 nicht abgeschlossen
sein. Aber mit diesem Vorverstéindnis miiite die Exaktifizierung durch den Lehrer leichter mdglich sein.
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2.5.  Sprachliches Hilfsmittel

2.5.1. Hilfe beim Ubersetzen von Umgangssprache in die formale Sprache der
Mathematik

In einem CAS-unterstiitzten Unterricht gewinnen sicher Ubungen zum Mathematisieren von Situationen und
Ubungen zum Modellbilden an Bedeutung, Mathematik wird wichtig als Sprache und Darstellungsmittel. Bisher
war es iiblich, Beziehungen moglichst rasch und vollstindig zu formalisieren. Durch den Einsatz von CAS kénnen
auch Zwischenschritte auf diesem Weg von der Umgangssprache zum Formalismus didaktisch interessant werden.

Beispiel 2.19: Prozentrechnung. Nach [Mauve/Moos, 1994, S.20]

Umgangssprache -> Wortformel -> formale Darstellung
"Anteil = Anteil =
p Prozent vom Grundwert p . Prozent von . Grundwert A= % G5

Hier wird sozusagen eine Zwischenstufe eingezogen, mit der mit DERIVE auch schon gearbeitet werden kann. Die
Wortformel wird durch das CAS lebendig:

Prozent von:= 1/100
"15% von 250 ? " 15 . Prozent von . 250 A=250.0,15

Simplify bzw. approX liefert 37.5

Solche Wortformeln konnen eine wesentliche Hilfe beim Ubersetzungsproze von Sprache in Formalismus
darstellen. Genauso wichtig ist natiirlich, stets darauf hinzuweisen, warum es giinstig ist, die Miithen dieses
Ubersetzungsvorgangs auf sich zu nehmen (das Problem wird durch den Vorrat an mathematischen Techniken und
Methoden besser bearbeitbar bzw. 16sbar, konomischer Aspekt der Mathematik). Natiirlich sollte dieses Ziel - eine
moglichst effiziente Berechnung (rechte Spalte im Beispiel) - nicht aus dem Auge verloren werden. Insofern kann
die Wortformel aber auch nur eine didaktisches Hilfsmittel, ein Ubergangszustand sein.

Beispiel 2.20: Prozentrechnen ‘leicht gemacht'. Nach einer Idee von [Josef Béhm, 1995]

Ein Lehrer zahlt monatlich 21% seines Gehalts fiir seine Wohnung. Nun erhéhte sich sein Monatsgehalt um 1900
Schilling, so daf3 die Miete nur noch 19% des (neuen) Gehalts ausmacht. Berechne, wie hoch das urspriingliche
Gehalt war! Wie hoch ist die Miete?

1

#1: prozent_von := User
100

User
#2: 21-prozent von-gehalt = 19-prozent von- (gehalt + 1900)

#3: gehalt = 18050 Solve (#2)
#4: miete = 18-prozent_von-18050 User

#5: miete 3249 Simp (#4)

Solche Wortformeln (‘"Wortmodelle') konnen neben Zinsaufgaben fiir die verschiedensten Typen von Textaufgaben
(= 'verkiirzte Modellbildungsprozesse') erstellt werden. Wesentlich ist, da3 der Schiiler erstens mit der betrachteten
Situation etwas anfangen kann. Dies ist oft bei Bewegungs-, Mischungs- oder Leistungsaufgaben deswegen nicht
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der Fall, weil dem Schiiler z.B. der Leistungsbegriff selbst nicht klar ist. Zweitens soll der Schiiler mit der
betrachteten Situation umgehen koénnen. Hier sind die verwendeten Wortvariablen eventuell hilfreich, weil man
dem umgangssprachlichen Text noch nidher ist, aber (mit DERIVE) auch schon richtig damit rechnen kann.

Beim Ubersetzungsvorgang darf man aber auch nicht Beispiele wie "auf 1 Professor kommen 6 Studenten"
(Rosnick-Clement-Phénomen, nach [Fischer/Malle, 1985] ) auler acht lassen, wo der Weg von der Sprache zur
Formel leicht auf das falsche Gleis (ndmlich 1P = 6S'!) fiihrt. Hier kdnnen verschiedene andere Formulierungen in
der Umgangssprache (z.B. etwa "das sechsfache der Anzahl der Professoren ist gleich der Anzahl der Studenten")
bzw. Plausiblitétsiiberlegungen weiterhelfen.

2.5.2. Bereitstellung neuer Sprachelemente

Die Sprache der Mathematik besteht aus vielen verschiedenen Konstrukten: Zahlen, Operatoren, Termen,
Funktionen, Gleichungen und Ungleichungen, Vektoren, Matrizen, logischen Ausdriicken und Algorithmen, um
einige bekannte zu nennen. All diese Sprachelemente helfen uns, Probleme zu beschreiben, bei denen Mathematik
irgendwie niitzlich sein kann. Ist es einmal gelungen, ein Problem zu mathematisieren, so steht ein ungeheurer
Vorrat an Fertigkeiten, Techniken, Methoden und Kalkiilen bereit, der uns in der Problembearbeitung weiterhelfen
und uns einer Losung ndherbringen kann. CAS kdnnen in diesem Zusammenhang als kompakte und interaktive
Sammlungen solchen Vorratswissens betrachtet werden. Und sie stellen auch eine neue Art von Objekten zur
mathematischen Beschreibung von Sachverhalten bereit, die in der Literatur noch keinen einheitlichen Namen
gefunden haben, oft werden sie nur als CA-Funktionen bezeichnet. Wir wollen sie hier Objekte nennen.

Beispiel 2.21: Ein Objekt als Baustein der Sprache Mathematik
Mittels CAS sollen verschiedenste Aspekte des Objekts/Begriffs "Kreis" erschlossen werden.

Wir definieren das Objekt KREIS, indem wir ihm die Kreisgleichung zuweisen:

2 2 2
#1: KREIS(x, y, m, n, r) := (x -m) + (y - n) =r1x User

Objekte entstehen im CAS durch/iiber den Zuweisungsoperator (:=). Sie haben die Eigenschaft, sich in
verschiedene Darstellungsebenen 'projizieren' zu lassen. Die wichtigsten dieser Ebenen sind die grafische (ikoni-
sche), die numerische, die symbolische und die logische Ebene.

#2: "Projektionen des Objekts:" User

a) Projektion in die grafische Ebene (Plot Plot):

#3: KREIS(x, y, 0, 2, 2) User
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Abb. 2.23:0bjekt Kreis projiziert in die Graphikebene
b) Projektion in die symbolisch-algebraische Ebene:

#3: KREIS(x, vy, 0, 2, 2) User
2 2
#4: x + (y - 2) =4 Simp (#3)

Die folgende Projektion in die symbolisch-algebraische Ebene liefert die Mittelpunkte aller Kreise, die den Punkt
P(0/4) als Element besitzen:
#5: KREIS(0, 4, m, n, 2) User

2 2
#6: m + (n - 4) = 4 Approx (#5)

1.5
1 +
8.3
Y
—4 -3 —-Z -1 1 Z 3 4 5
. . . . . . . . . —8.5 . 5 . . . .
[COMMAMND = 'EFE?-E Center Delete Help Move Options Plot Quit Range Scale Transfer
Hindow aXes Zoom F ® . <
Enter option ~
Cross il yzl Scale »x:8.5 y:g.5 Derive ZD—p lot|

Abb. 2.24: Mittelpunkte aller Kreise
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Eine weitere Projektion in die symbolisch-algebraische Ebene:

2
#7: KREIS(x, y, a, 2:b - c, (u - wv) ) User
Simp (#7)
2 2 2 2 4
X -2-ax+y + 2-y-(c-2b)+a + (2:b-c¢c) = (u-v)
Wir kénnen unser Kreis-Objekt auch differenzieren:
#8: Y(x) := User
d
#9: — KREIS(x, Y(x), 0, 2, 2) User
dx
d
#10: [— Y(x)]'(Z‘Y(x) - 4) + 2-x =0 Approx (#9)
dx
d
#11: [— Y(x)]'(Z‘Y(x) - 4) = - 2-x Simp (User)
dx
d X
#12: — Y(x) = —m8 Simp (User)
dx 2 - Y(x)
¢) Projektion in die numerische Ebene:
#13: SOLVE(KREIS(x, y, 0, 2, 2), vy) User
[ 2 2
#14: Ly = V(4 - 1) +2, y =2 - V(4 - 1 )4 Sub (#13)
#15: [y = 3.73205, y = 0.267949] Approx (#14)
d) Projektion in die logische Ebene:
Liegt der Punkt P(2/1) am Kreis?
#16: KREIS(2, 1, 0, 2, 2) User
#17: 5 = 4 Simp (#16)

Wir erhalten eine falsche Aussage, da P(2/1) nicht die Kreisgleichung erfiillt, bei Q (0 /4) ist dies anders:

#18: KREIS(0, 4, 0, 2, 2) User

#19: 4 = 4 Simp (#17)
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Abb. 2.25:Projektionen eines mathematischen Objekts

Das wesentliche an solchen neuen mathematischen Sprachobjekten, die durch das CAS zur Verfiigung gestellt
werden, besser: mit Hilfe des CAS durch den Benutzer generiert werden, ist die Mdglichkeit mit Begriffen (wie
eben dem Begriff 'Kreis') auf eine neue Art zu operieren. All diese vorgestellten Projektionen sind nur verschiedene
Auspriagungen ein und desselben Objekts, die miteinander korrespondieren. Damit werden dem Schiiler auch
vielfdltige Aspekte eines Begriffs leichter zugénglich. Was hier noch wichtig ist: Man wird auf neue Ideen
kommen, es er6ffnen sich Ansétze einer neuen Betrachtungsweise mathematischer Objekte.

Programmtechnische Anmerkungen:

Anmerkung 1:

Sehr oft treten am Beginn eines Arbeitsfiles Zeilen wie

#1: Precision:=Exact
#2: Notation:=Rational

auf. Dies sind Programmvoreinstellungen, die mit dem Hauptmeniipunkt Option gesetzt werden. Solche Vorein-
stellungen kann man platzsparend in eine Liste zusammenfassen:

#1: [Precision := Exact, Notation := Rationall]

Weitere Hinweise zu diesen Voreinstellungen finden sich in Kap. 5.2.3, "Unterrichtsvorbereitungen und Arbeitsunterlagen".

Anmerkung 2:

ITERATES(u,x,x0,n) wird mit vier Parametern aufgerufen:

1.Parameter: zu iterierender Term 2 Parameter: 'Laufvariable'

3.Parameter: Startwert 4.Parameter: Anzahl der Iterationsschritte

Beispiel: F(x):= Leerfunktion

ITERATES (F (x) , x,a, 3) liefert eine Liste mit vier Werten
[a,F(a),F(F(a)),F(F(F(a)))]

ITERATE(u,X,x0,n) liefert bei gleicher Syntax nur den letzten Wert

Anmerkung 3:

PRIME(n) ist eine logische Funktion, die iiberpriift, ob n eine Primzahl ist, NEXT_PRIME(n) liefert die nichste Primzahl, die
grofler als n ist.
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Anmerkung 4:

ABS(z) liefert den Absolutbetrag der komplexen Zahl (= Abstand zwischen z und dem Ursprung in der komplexen
Zahlenebene).

Die Eingabe von ABS(a+i .b) wird in der Form |a + 1 - b| dargestellt und zu

V(a2 + b2 ) ausgewertet.

PHASE(2) liefert den Phasenwinkel des Arguments z, wobei (bei Einstellung im Gradmaf) gilt:
-90° <PHASE(z) < 90 °

Noch ein Hinweis: Die imagindre Einheit i wird {iber ALT+i eingegeben.

Anmerkung 5

DSOLVEL1 ist Teil der Hilfsdatei ODE1.MTH (Ordinary Differential Equations) und kann als Utility-File geladen werden.
Hilfsdateien sind Sammlungen von Funktionsdefinitionen (im informatischen bzw. Ca-Sinn) und Variablenzuweisungen. Zur
Losung von Differentialgleichungen stehen in DERIVE standardgemil die Zusatzdateien ODE1.MTH (Differentialgleichungen
1.0rdnung), ODE2.MTH (Differentialgleichungen 2.0rdnung) und ODE_APPR.MTH (Néherungsmethoden fiir Differen-
tialgleichungen) zur Verfiigung.

Anmerkung 6:

SUM(Term(i),i,m,n) liefert die Summe iiber alle Summanden der Gestalt Term (i), wobei i von der unteren Grenze m bis
zur oberen # lauft. Zum Beispiel (Die Grenzen miissen aber nicht endlich sein):

100
¥ k = 5050
k=1
00 1
2 — =1
=1 2
n

Es kann auch tiber eine Liste von Werten summiert werden:

2
s(1i , i, [2, 3, 5, 7, 11, 13, 17]) = 666

n

Anmerkung 7:

VECTOR(u,k,a,b) wird mit vier Parametern aufgerufen. Dieser Befehl entspricht einer Zahlschleife, die von a bis b lauft und
ihr Ergebnis in Form einer Liste liefert.

1.Parameter: Ausdruck (meist von k abhéngig) 2.Parameter: 'Laufindex’
3.Parameter: untere Grenze 4.Parameter: obere Grenze
Beispiel: VECTOR(k"2.,k,1,3) =[1,4,9]

Anstelle der Grenzen fiir den 'Laufindex' kann auch eine Liste verwendet werden.
Beispiel: VECTOR(k"2,k,[1,4,9]) = [1,16,81]

Anmerkung 8:

SOLVE(u,x) wird mit zwei Parametern aufgerufen und 16st Gleichungen exakt.

1.Parameter: Gleichung/Term der mit 0 verglichen wird 2.Parameter: Losungsvariable

Beispiel: SOLVE(x"2-4,x) = [x=-2,x=2]

SOLVE(u,x,a,b) 16st Gleichungen im einem vorgegebenen Intervall [¢,5] im Néherungsmodus und liefert die erste gefundene
Losung.
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Beispiel: SOLVE(x"2-4,x,1,3) = [x=2]

Anmerkung 9:

Bei der Definition von MITTEL(i) wird der Befehl SUB verwendet, der es gestattet, im CAS einen Index zu verwenden. SUB ist
eigentlich ein Operator, mit dem man iiber den Index ein Element aus einem Vektor (Liste) oder einer Matrix herausgreifen
kann.

Die Eingabe von ["ene","mene","mu"] SUB 2 fiihrt zu

["ene","mene","mu"] - "mene"
2

Anmerkung 10:
DIF(u,x,n) wird mit drei Parametern aufgerufen:

1. Parameter: Funktionsterm
2. Parameter: Ableitungsvariable

3. Parameter: Ordnung der Ableitung

Beispiel: DIF(F(x),x,2) liefert dann beim Vereinfachen den Term der 2.Ableitung

Anmerkung 11:
IF(u,r,s,t) hat vier Parameter.

1. Parameter: Bedingung(en) - logischer Ausdruck
2. Parameter: Anweisung 1 - Then-Zweig

3. Parameter: Anweisung 2 - Else-Zweig

4. Parameter: Anweisung 3 - Unknown-Zweig

Der Else- und Unknown-Zweig konnen entfallen. Jede Anweisung kann wieder ein IF enthalten. Damit lassen sich
verschachtelte Verzweigungen aufbauen.

IF((0<x<3,x"2,2x) liefert in [0,3] die Parabelwerte, ansonsten Werte der Geraden 2 x.

Dieser Ausdruck 14t sich sofort graphisch darstellen.
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3. Der Weg in die Mathematik mit Computeralgebra-Systemen

Beschiftigt man sich mit der Geschichte der Mathematik oder mit Arbeiten von Wissenschaftstheoretikern, wie Popper oder
Lakatos, so findet man immer wieder sehr dynamische Modelle von Wissenschaft im allgemeinen und speziell von Mathematik
[vgl. Lakatos, 1982]. Laut Popper ist die Entwicklung von Wissenschaft ein asymptotischer Prozef3: Sie kommt im Laufe ihrer
Geschichte der "Wahrheit' immer néher, ohne sie jemals zu erreichen. Poppers heuristische Regel, 'Erfinde Vermutungen, die
hoheren empirischen Gehalt besitzen als ihre Vorldufer', kann auch flir didaktische Konzepte des Mathematikunterrichts eine
brauchbare Regel sein. Lakatos beschreibt die Entwicklung von Wissenschaft als eine Konkurrenz fortschreitender
Forschungsprogramme, die an die Stelle degenerierender treten.

Wenn man dazu noch Piagets These akzeptiert, dall die Genese von Wissen in den Wissenschaften und im Individuum nach den
gleichen Mechanismen erfolgt [Wittmann, 1981, S.59], so fiihrt dies zu einem sehr dynamischen Modell fiir das Lernen von Ma-
thematik.

Man kann sich das Vordringen in eine Wissenschaft als einen spralférmigen Weg vorstellen. Wittmann spezifiziert bei der
Beschreibung des Spiralprinzips [Wittmann, 1981, S 9] drei Ebenen:

(1) Unterrichten auf einer naiven Basis
?) Unterrichten auf einer intuitiven Basis
3) Unterrichten auf einer systematischen Basis

3.1. Die Kreativitatsspirale

Eine sehr anschauliche Darstellung dieses Wegs in die Mathematik stammt von Bruno Buchberger [Buchberger, 1993]. Seine
Uberlegungen gehen davon aus, wie sich Mathematik als Wissenschaft entwickelt hat, und auch er kommt zum Modell der
Spirale. Wir nennen sie nach ihrem Schépfer die Buchbergersche Kreativitdtsspirale. Die Phasen, die bei ihm durchlaufen
werden, sehen etwas anders aus als bei Wittmann, die Verwandtschaft ist aber deutlich erkennbar - letztlich eine Realisierung
der oben zitierten Piagetschen These.

Uns erscheint die Buchbergersche Spirale eine anschauliche Leitlinie fiir ein Konzept des Mathematiklernens zu sein. Vor allem
aber beschreibt dieses Modell besonders gut den Weg des computerunterstiitzten Lernens.

Die Antriebskraft, die die Bewegung auf der Spirale in Gang setzt und aufrechterhdlt, ist entweder Wissensgewinnung, also
Begrifte zu entwickeln, Theoreme zu formulieren und zu beweisen, oder das Losen von Problemen. In der heutigen Bildungs-
diskussion hat man oft den Eindruck, als handle es sich um ein Gegensatzpaar: "Weniger Wissenserwerb, dafiir mehr Schliissel-
qualifikationen, wie etwa Problemlosefahigkeit, Teamfahigkeit usw." wird immer wieder gefordert. Dabei handelt es sich eher
um die zwei Seiten einer Medaille: Um Probleme 16sen zu kénnen, mufl man auch das nétige Wissen haben oder erwerben. Und
schlieBlich sollte ja Wissenserwerb auch nicht nur das Speichern von Daten und Fakten sein, die auf Knopfdruck unreflektiert
abgerufen werden konnen, sondern ein Vernetzen mit schon gefestigtem Wissen, das Absichern durch Begriinden und Beweisen
und ein verstehendes Nutzen dieses Wissens. Kurz gesagt: Wissenserwerb verlangt auch Problemldsefahigkeit.
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3.1.1. Die Buchbergersche Kreativitatsspirale

' Einfuhrende Aufgaben
Beobachtungen ‘

Datenmaterial E“’ﬁgﬁﬁfj« .
) )
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Problemlésung | S
>
3
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Abb.3.1: Buchbergersche Kreativititsspirale

Ausgangspunkt eines Spiraldurchlaufs sind Beobachtungen, Datenmaterial oder Probleme, zu deren Losung die Entwicklung
von Algorithmen nétig ist oder neue Begriffe geschaffen werden miissen.

Durch Analysieren, Experimentieren oder allgemeiner durch heuristische Strategien werden Vermutungen gefunden, Sétze
formuliert und erste Beweisideen gesucht.

Durch Beweisen und Begriinden, also durch Exaktzifizieren erreicht man die nichste Station auf der Spirale: Theoreme und
Satze, die nun als gesichert angesehen werden.

Nun gilt es, gestiitzt auf das erworbene Wissen, Algorithmen oder Programme zu entwikeln, die fiir die Problemldsung
notwendig sind. Testen und Festigen des entwickelten Algorithmus durch Uben gehért auch zu dieser Phase.

Mit dem néchsten Schritt wird der Spiraldurchlauf abgeschlossen. Die erworbenen Kenntnisse und Strategien werden beim
Ldsen des Ausgangsproblems oder verwandter Probleme angewendet.

Bei Auftreten neuer Probleme kann es passieren, dafl neues Wissen notwendig ist, neue Algorithmen entwickelt werden miissen
- neue Schleifen werden durchlaufen.

Spiralformig bewegt sich also der Lernende, die Erfahrungen fritherer Spiraldurchldufe nutzend, immer weiter in die
Mathematik hinein. Natiirlich wird es in der Unterrichtsrealitit manchmal nétig sein, von diesem fiir die Mathematik als
Wissenschaft charakteristischen Weg abzuweichen.

3.1.2. Die Kreativitatsspirale in der Unterrichtspraxis

Wie schon an einigen Stellen diese Buchs ausgefiihrt, ist die Schulmathematik immer wieder Modetrends ausgesetzt. Man denke
nur an die New-Math-Bewegung in den siebziger Jahren oder an die Gegenstromung, die durch das genetische Konzept
beziehungsweise durch stirkere Anwendungsorientierung gekennzeichnet ist. Ein weiterer Einflu kommt von der Zahl der zur
Verfugung stehenden Wochenstunden und von der Forderung verschiedenster Instituitionen nach neuen, aktuellen Lerninhalten.
Nicht zuletzt - das ist ja Thema dieses Buchs - sind es die zur Verfiigung stehenden Hilfsmittel, die den Weg der Lernenden in
die Mathematik beeinflussen.

Betrachtet man, auch unter Beriicksichtigung der altersgemédfen Behandlung der Lerninhalte, die Buchbergersche
Kreativitdtsspirale, so stellt man fest, dafl in der Schulmathematik héufig je nach Modetrend, Inhalt, Alter der Schiiler und
Medium die Spirale mehr oder weniger abgeéndert wird.
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Solche 'Abweichungen' von der Kreativitatsspirale im Bereich des Analysisunterrichts hat M. Kronfellner von der Technischen
Universitdit Wien untersucht. Vieles, was er in der Analysis konstatierte, kann aber auch auf andere Bereiche des Ma-
thematikunterrichts iibertragen werden.

Folgende Abweichungen sind zu beobachten, oder konnten bei Nutzung des Computers auftreten:

Es wird entweder die heuristische oder die exakte Phase stirker betont.

(1) Die New-Math-Spirale:

In der New-Math-Zeit lag der Schwerpunkt beim Wissenserwerb im Bereich der exaktifizierenden Phase. Der Anwendungsa-
spekt, insbesondere Anwendungen aus der Erfahrungswelt der Schiiler, hatte nur geringe Bedeutung. Oft wurde die heuristische
Phase bei Vorgehen nach einem axiomatischen Konzept vollkommen weggelassen. So wurden etwa in einem Schulbuch der
siebziger Jahre zum Thema Analysis 39 Definitionen und 65 Sétze vor dem ersten Anwendungsbeispiel gezahlt.

EinfGhrende Aufgaben
Beobachtungen
| Datenmaterial

| Problemidsung

| Vermutungen

| intuitive Begrifisvorstufe

| erste Ideen fir Regeln

Algorithmus
Formeln, Regeln

¥

. Theorie
Objekte  r4—
Theoreme |

Abb. 3.26: Die New-Math-Spirale

(2) Die Rechenfertigkeitsschleife:

Im traditionellen Mathematikunterricht liegt der Schwerpunkt der Schiilertatigkeiten sehr stark bei Kalkiilfertigkeiten. Lehrer-
und lehrplanabhéngig wurde der Herleitung der Algorithmen und der Anwendung in der Praxis machmal mehr, eher aber
weniger Raum gewidmet. Der wesentlichste Teil der Unterrichtszeit wurde fiir das Einiiben von Fertigkeiten beim Operieren mit
den Algorithmen verwendet, die Anwendung von Rezepten dominierte gegeniiber dem Weg zu den Rezepten. In der Grafik der
Kreativitétsspirale konnte dies durch Nebenspiralen beim neuen Algorithmus veranschaulicht werden

Einfihrende Aufgaben
Beobachtungen
| Datenmaterial

| Problemlgsung

——

- 1 ]
| Vermutungen
intuitive Begriffsvorstufe
erste Ideen fir Regeln

o

4 Algorithmus
‘] Formeln, Regeln
4k s, g

Theorie —‘
Objekte
Theoreme J

Abb. 3.27: Die Rechenfertigkeitsspirale
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(3) Die genetische Spirale:

In der genetischen Zeit dagegen betont man besonders den naiven bzw. intuitiven Zugang zu neuen Problemen oder Begriffen.
Die nichsten Phasen wiren: Hinfiilhren zu strengeren ganzheitlichen Uberlegungen, Standpunktsverlagerung (d.h. auch
Abstraktion vom Anlafiproblem) - also eigentlich ein Weg gemill der Buchbergerschen Spirale. Problemldsen steht mehr im
Mittelpunkt, der Wissenserwerb ergibt sich notwendigerweise aus dem Probleme.

Wie so oft bei Gegenbewegungen gibt es auch hier iiberzogene Auspragungen. Man begniigt sich mit naiven Deutungen von
Begriffen oder mit dem Plausibelmachen von Algorithmen, vergifit aber die Einbettung in groflere ganzheitliche Problem-
kontexte und die theoretische Absicherung.

Ein moglicher didaktischer Ansatz wére eine Doppelschleife: Intuitiver Zugang - intuitiv erarbeiteter Algorithmus - Anwenden
dieses Algorithmus - Hinterfragen - Absichern der Vermutung in der exaktifizierenden Phase erst im zweiten Schleifen-
durchlauf. Im Sinne von Wittmann wiirde das bedeuten: Erster Schleifendurchlauf: Lernen auf intuitiver Basis. Zweiter Schlei-
fendurchlauf: Lernen auf systematischer Basis.

Eine wirkliche Realisation des genetischen Prinzips wére nur dann gegeben, wenn sowohl die intuitive als auch die
systematische Schleife durchlaufen wiirde.
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Abb. 3.28: Die genetische Spirale

(4) Die CAS-unterstiitze Spirale:

Das CAS bietet dabei die Chance, alle Phasen der Kreativititsspirale zu durchlaufen - natiirlich altersgeméaf und den Zielen der
Schulform entsprechend. Manchmal wird dieser Weg entsprechend der Buchbergerschen Spirale gewéhlt werden - auch 'CAS-
Spirale 1' genannt (Abb. 3.1). Oder aber man entscheidet sich fiir den zweimaligen Schleifendurchlauf wie bei der genetischen
Spirale - 'CAS-Spirale 2' (Abb. 3.4). Das CAS kann dazu beitragen, daB Wissenserwerb und Problemldsen gleichberechtigt
nebeneinander, oder noch besser fiireinander da sind.
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CAS wiirden zumindest theoretisch die Moglichkeit bieten, im Sinne eines Black Box-Konzepts auf das Beherrschen von
Algorithmen zu verzichten. Man kdnnte also in der heuristischen Phase zu Vermutungen kommen, die Phase der theoretischen
Absicherung von Algorithmen und das Einiiben von Rechenfertigkeiten umgehen und unter Nutzung des CAS als Black Box
sich sofort den Anwendungen zuwenden.
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0 Vermutungen
S __— intuitive Begriffsvorstufe
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Abb. 3.29: Die 'negative' C4s-Spirale

Aus dem bisherigen sollte deutlich geworden sein, daf3 die weder unser Ansatz fiir den Mathematikunterricht ist, noch halten wir
einen solchen Weg nach unseren Untersuchungen fiir gangbar. Erstens gibt es keine Modellbildungskompetenz ohne Struk-
turerkennungskompetenz und eine gewisse elementare Kalkiilkompetenz, und zweitens gehdrt es zum Erziehungsauftrag des
Mathematikunterrichts, intuitiv gewonnene Vermutungen durch Absicherung in der exaktifizierenden Phase auf eine gesicherte
Grundlage zu stellen.

Es wird auch in der CAS-Zeit je nach Schulart, Lernzielschwerpunkt oder Alter manchmal notwendig sein, sich mit einer naiven
Begriffsvorstufe zu begniigen oder einen Algorithmus nur plausibel zu machen. Zumindest sollte die exaktifizierende Phase
thematisiert werden, etwa unter der Devise: "Wenn schon nicht beweisen, dann wenigstens Beweis- oder Begriindungsbediirfnis
wecken". Im Sinne des Black Box/White Box-Prinzips (siche Kapitel 4.2) wird ein Teil der Spirale vielleicht auch in der Gegen-
richtung durchlaufen. Wesentlich ist, da3 dem Lehrer bei der Planung des Unterrichts die einzelnen Stationen der Spirale bewuf3t
sind und daf er méglichst oft versucht, alle Phasen zu beriicksichtigen. Es ist unserer Ansicht nach besser statt zu vielen zu
hektisch durchlaufenen Spiralen weniger, aber dafiir bewuft durchlaufene Spiralen zu planen.

Ein solches Konzept entspricht viel eher dem Bildungsauftrag des Faches Mathematik. Im Lehrplan des Faches Mathematik in
Osterreich [Leitner, 1991, S.29-S.31] heif}t es bei der Bildungs- und Lehraufgabe unter anderem:

"Die Schiiler sollen ein Bild der Mathematik gewinnen, das Verfahrens-, Problem-, Anwendungs- und
Theorieaspekte ausgewogen reprisentiert.

Die Schiiler sollen ihr mathematisches Wissen und Konnen in verschiedenen Bereichen, insbesondere in
solchen, die zur Lebens- und Wissenswelt Bezug haben, anwenden konnen.

Folgende Lernziele sind anzustreben: Argumentieren und exaktes Arbeiten: Darstellen und Interpretieren; produktives
geistiges Arbeiten; kritisches Denken."

Thema dieses Buchs ist, zu zeigen, daB3 dieser Bildungsauftrag mit Unterstiitzung von CAS leichter und besser zu realisieren ist.

Beim Durchlaufen einer Schleife der Kreativititsspirale kann man 3 wichtige Tdtigkeitsbereiche im LemprozeB3
unterscheiden, wobei natiirlich nicht immer eine scharfe Trennung méglich ist:
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Phase (1) Die heuristische, experimentelle Phase

Entwickeln von Vermutungen, Formulieren von Hypothesen, Entwikeln von Beweis- und Losungsstrategien,
Entwickeln naiver Begriffsvorstellungen usw.

Phase (2) Die exaktifizierende Phase

Absichern der Vermutungen, Beweisen der Hypothesen, Programmieren (inklusive Testen), Exaktifizierung
von Begriffen usw.

Phase (3) Die Anwendungsphase

Nutzen der in Phase (1) und in Phase (2) entwickelten Begriffe und Algorithmen beim Problemlosen:
Modellbilden, Operieren, Interpretieren.

Wesentlich ist dabei nicht Reihenfolge. Insbesondere die Phasen (2) und (3) konnen auchin umgekehrter Reihenfolge oder
parallel durchlaufen werden.

3.2.  Phase 1: Heuristische, experimentelle Phase

Im Lexikon liest man beim Begriff Heuristik: "Findungskunst, Lehre von den Wegen zur Gewinnung wissenschaftlicher
Erkenntnis"

Schon der Titel des vorigen Kapitels "Weg in die Mathematik" soll ausdriicken, daf3 es nicht um jene 'fertige Mathematik' geht,
die Studenten héufig an der Universitit erleben, sondern um Mathematik in statu nascendi. Am Anfang neuer mathematischer
Entwicklungen standen aber nie ein Axiomensystem und Theoreme, die nach den Gesetzen der mathematischen Logik zu
beweisen sind. Kennzeichnend fiir den Einstieg in eine solche mathematische Schleife ist immer wieder eine heuristische Phase.

Im Unterricht sollte diese flir den Lernprozef3 so wichtige Phase mehr als bisher beriicksichtigt werden. Der Schiiler soll nicht
immer sofort einen eindeutigen Weg vorgegeben bekommen, den er an der Hand des Lehrers zu gehen hat oder auf dem er
vielleicht sogar grofitenteils getragen wird. Er soll auch dazu angehalten werden, Wege auszuprobieren und sich fiir Wege zu
entscheiden. Nicht nur das, was am Ende des Wegs steht - also das Rezept - ist wichtig, sondern die Wegfindungskunst.

Mit Mathematik verbindet man immer die Methode des logisch deduktiven SchlieBens. Das Gewinnen von Einsichten, das
Finden der Komponenten fiir das logische Schliefen erfolgt aber meist nicht nach den Gesetzen der zweiwertigen Logik.

Charakteristisch fiir diese Phase sind:
-Plausibles, induktives Schlielen
-Experimentelles Arbeiten (systematisches Probieren)

-Versuch - Irrtumsmethode

Ziel dieser Phase ist:
-Finden einer Vermutung oder einer Deutung
-Entwickeln von Problemlosestrategien

Wenn wir aber die Absicht haben, dafl der Schiiler selbst zu Vermutungen kommt und Problemldsestrategien entwickelt, und
nicht nur das mathematische Ergebnis, sondern die Strategie zum Gegenstand seines Denkens macht, muf} er sich dieses Wissen
aktiv erwerben.

Comenius sagt: "Am besten lehrt man eine Tétigkeit, indem man sie vorfiihrt."
Freudenthal sagt: "Am besten lernt man eine Tatigkeit, indem man sie ausfiihrt."

Wir sagen: "Wenn der Schiiler den Weg in die Mathematik selber gehen soll, darf er die Tatigkeit vor der Ausfithrung nicht
vorgefiihrt bekommen."

DaB der heuristischen Phase des Mathematiklernens in diesem Buch so breiter Raum gewidmet wird, ist mit einem Ergebnis des
osterreichischen CAS-Projektes erklérbar: Das CAS ermdglicht vielfach erst echtes Experimentieren und fordert damit in
besonderer Weise den Erwerb heuristischer Strategien.

Gerade beim Arbeiten mit dem CAS erkennt der Schiiler sehr schnell: Experimentieren heit Beobachten unter kontrollierten
Bedingungen. Zielloses Probieren bringt selten Erfolg.

Ausgangspunkt fiir Tatigkeiten in dieser Phase: Ein Problem, experimentelles Material, Daten.
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Typische Denk- und Arbeitsweisen bei der Problemanalyse sind plausibles Schliefen und Experimentieren. Daten miissen
geordnet, Fragen praziser formuliert werden. Bei offenen Aufgaben miissen Fragen hiufig erst gefunden werden.

Ziel dieser Phase: Finden einer Vermutung.
Danach wird héufig versucht, die Vermutung durch Tests zu erhérten.

In der didaktischen Literatur werden verschiedene heuristische Strategien angefiihrt, die typische und erfolgversprechende
Denk- und Vorgangsweisen des Lernenden in dieser heuristischen Phase beschreiben. (Siche etwa Polya, Fischer, Freudenthal,
Papert, Van der Waerden.) Beispiele: Spezialisieren, Generalisieren, Analogisieren, Vorwirts- und Riickwirtsarbeiten usw. [Fi-

scher, 1985, S. 205-220]

Wir wollen hier einige Regeln - erldutert an Beispielen - anbieten, die besonders auf den Einsatz des Computers abgestimmt
sind:

3.2.1. Heuristische Regeln fur das Arbeiten mit CAS

(1) Experimentieren

Man sucht eine Vermutung durch systematisches Probieren. Ein vermutetes Modell 1 wird getestet, als
brauchbar akzeptiert, verbessert oder verworfen. Im nichsten Schritt operiert man mit dem getesteten Modell
oder man entwickelt ein verbessertes Modell 2, testet wieder usw. Testen bedeutet: Uberpriifen, ob das ver-
mutete Modell die Eingabebedingung erfiillt und fiir beliebige Eingabegroen brauchbare Ergebnisse liefert.

Die Regeln (2) bis (6) handeln von den vielfiltigen Méglichkeiten, mit Hilfe des CAS zu festen, um gesichertere Ergebnisse zu
erzielen und besseres Verstindnis zu erreichen:

(2) Mache mit Hilfe von CAS Proben machen

Numerische Proben waren auch schon mit numerischen Rechnern iiblich, konnen aber mit dem CAS viel
effektiver und rascher durchgefiihrt werden. Vo6llig neue Moglichkeiten ergeben sich aber beim algebraischen
und grafischen Uberpriifen der Richtigkeit und Brauchbarkeit von Ergebnissen.

(3) Definitionsbereich testen

Untersuche, ob das Modell auch in einem erweiterten Definitionsbereich giiltig ist und ob es auch fiir
Spezialfille gilt. Eine hiufige Fehlerquelle ist die Entwicklung eines Modells in einem engeren Definitions-
bereich und der falsche SchluB3, die Giiltigkeit wére dann auch fiir groBrere Bereiche gegeben.

(4) Spezialfille untersuchen

Eine typische Arbeitsweise sowohl in der Mathematik als auch in den Naturwissenschaften ist es, von einem
Sonderfall ausgehend immer weiter zu generalisieren, an Sonderfdllen Strategien zu entwickeln, die das
Vordringen zu allgemeineren Fillen erst ermoglichen.

(5) Brauchbarkeit der Losungen tiberpriifen

Uberpriife, welche Losungen des Modells fiir das gestellte Problem brauchbar sind. Manchesmal bietet das
mathematische Modell - insbesondere bei Losung mit dem "gewissenhaften" CAS - mehr Losungen an, als fiir
das gestellte Problem giiltig sind.

(6) Auswirkung von Parametern untersuchen

Untersuche die Auswirkung einzelner Parameter auf das Modell bzw. auf die Losung. Diese Tatigkeit ist vor
allem beim Interpretieren von Ergebnissen von grofler Bedeutung und kann eigentlich erst mit Unterstiitzung
des Computers realisiert werden.

Die folgenden Regeln sollen Hilfestellungen des CAS fiir ein besseres Verstéindnis und auch neue Losungsmoglichkeiten auf-
zeigen.
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(7) Durch schrittweises Vorgehen hinterfragen

Das CAS liefert oft direkt, also ohne Zwischenergebnisse ein Resultat. Versuche die Losung des CAS durch
schrittweises Vorgehen nachzuvollziehen ("was der Computer kann, konnen wir auch"). In Kapitel 4 wird diese
Strategie als typische Abeitsweise beim Vorgehen nach dem didaktischen Black Box/White Box-Prinzip
erkennbar.

(8) Darstellungsart wechseln

Auch im traditionellen Unterricht wurden den Schiilern solche Regeln empfohlen, wie etwa die Regel in der
analytischen Geometrie: "Uberlege, wie du es konstruierst, dann kannst du es auch rechnen." Mit Hilfe des CAS ist
dieser Wechsel der Darstellungsart besonders leicht moglich geworden. So ist z.B. bei Funktionen der Wechsel
von der algebraischen zur grafischen Darstellung oder zur Tabelle rasch und ohne grofere Probleme moglich.

(9) Mit Hilfe des CAS Fehler suchen

Entwickle Strategien zum Erkennen von und Umgang mit Fehlern. Verfolge mit Hilfe des CAS den
Losungsweg zuriick (Debugging mit dem CAS). Im traditionellen Mathematikunterricht werden Kinder oft
gehemmt, weil sie ein Lernmodell haben, in dem man etwas entweder 'richtig' oder 'falsch' macht. Dies fiihrt
vielfach - zum Teil auch durch den stdndigen Druck, iiberpriift zu werden - zu einer Fehlervermeidungs-
strategie. Wie soll aber dann ein Lehrer Therapien gegen Schiilerfehler entwikeln? Es ist also fiir den
Lernprozel3 sehr wichtig, den Schiilern ein Arbeitsklima anzubieten, in dem sie Fehler machen diirfen. Doch nur
das Hinweisen auf Fehler seitens des Lehrers in so einer angstfreien Atmosphére ist zu wenig. Damit passiert im
DenkprozeB des Schiilers noch nicht viel.

Wichtiger wire die aktive Fehlersuche des Schiilers. Er wird dann viel eher 'ein'- sehen und eine Korrektur
seines falschen Denkmodells vornehmen, die auch Bestand hat. Wir wollen versuchen, an einigen der folgenden
Beispiele aufzuzeigen, welche Hilfen das CAS den Schiilern bei dieser aktiven Fehlersuche anbieten kann und
wie sie eigenstindige Debuggingstrategien entwikeln konnen.

In den folgenden Beispielen soll auch gezeigt werden, dafl das CAS nicht nur beim Aufspiiren und Bekdmpfen
von Fehlern wichtig ist, sondern auch helfen kann, Strategien zur Vermeidung von Fehlern zu entwikeln, also
schon von vorneherein die Fehleranfalligkeit zu bekdmpfen.

(10) Visualisieren

Eine besondere Qualitit der Mathematik ist die Moglichkeit der visuellen Darstellung abstrakter Sachverhalte.
Abgesehen von Freihandskizzen ist es ohne Computer sehr schwierig, Grafiken zu entwerfen. So ist ja etwa
Ziel der Kurvendiskussionen in der Analysis, die wichtigsten Punkte und Eigenschaften der Funktion zu er-
mitteln, um den Graphen zeichnen zu konnen. Mit dem CAS ergibt sich der Graph in der Regel schneller und
direkter als die Daten, die die Kurvendiskussion liefert. Visualisieren ist also einer der wichtigsten Beitrige des
CAS fiir ein besseres Verstindnis abstrakter Probleme. Auflerdem zeigte sich bei der Beobachtung der Schiiler
im EDV-Raum, daB3 vor allem bei Partnerarbeit die visuelle Kommunikation eine wichtige Voraussetzung und
Unterstiitzung der sprachlichen und schriftlichen Kommunikation darstellt.

(11) Zoomen

Das Angebot, Graphen zu vergrofern und zu verkleinern, sowie die Mdglichkeit, den Cursor entlang eines
Graphen zu bewegen, sind wichtige Bereicherungen beim Visualisieren.

(12) Simulieren

Durch den Computer wurde der Losbarkeitsbegriff erweitert. Galten bisher Probleme als l6sbar, wenn man
Zahlen oder termdarstellbare Funktionen angeben konnte, gilt dank der Moglichkeiten des Computers auch die
Simulation eines Prozesses (etwa auf Grund eines iterativen oder rekursiven Modells) als akzeptable Losung.
Solche Aufgaben, bei denen nur ein iteratives Modell gefunden werden konnte, waren ohne Computer kaum zu
16sen. Zu dieser so wichtigen, vollig neuen Moglichkeit werden in den folgenden Kapiteln noch einige
Beispiele angeboten (siehe etwa Kap. 3.5).
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Beispiel 3.1: Extremwertaufgaben ohne Differentialrechnung
(Experimentieren, Visualisieren)

Von einem rechteckigen Stiick Pappe mit 10 dm Ldnge und 8 dm Breite werden an den Ecken kongruente Quadrate
ausgeschnitten. Aus dem Rest wird eine quaderférmige Schachtel gebildet. Welche Seitenlinge miissen die
auszuschneidenden Quadrate haben, damit das Volumen dieser Schachtel maximal wird.

Dieses Standardbeispiel findet man in verschiedenen Lehrbiichern beim Kapitel Differentialrechnung (in Osterreich in der 11.
Schulstufe). Die Schiiler 16sen es mehr oder weniger automatisch, indem sie die erste Ableitung gleich 0 setzen und eventuell
noch mit Hilfe der zweiten Ableitung das relative Maximum bestétigen. Vor lauter Rechnen verlieren sie oft das eigentliche Ziel
aus den Augen, ndmlich etwas zu optimieren.

Mit Hilfe des CAS kann der Schiiler im Grafikfenster auf Entdeckungsreisen gehen (siche Abb. 3.6). Ein sinnvoller Definitions-
bereich kann gefunden werden, die Sinnhaftigkeit der Nullstellen der Volumsfunktion kann diskutiert werden, vor allem kann
man sich aber mit dem Cursor auf die Suche nach dem Maximum machen. Dazu ist die Differentialrechnung aber gar nicht
erforderlich. Solche Optimierungsaufgaben kénnte man schon in der 9. Schulstufe beim Kapitel Funktionen behandeln.

3 'F X TREMUERTAUFGABEN ohne Differentialrechnung”

#2: Uix) = (10 - Z2-x)-(8 - 2-x)-x

3]
]

U(x) 160

o o)

COMMAND : Center Delete Help Move Options Plot Quit Range Scale Transfer
Window aXes Zoom

Tracing expression #2 Derive XM

Cross x:1.4741 y:52.5 Scale x:0.1 y:2 2D-plot]

Abb. 3.30:Extremum durch Visualisieren

DERIVE bietet im TRACE-Modus auch die Moglichkeit, den Cursor die Kurve entlang wandern zu lassen. Mit Hilfe des Befehls
RANGE oder ZOOM kann der interessante Bereich beliebig vergroBert werden, um den gesuchten Punkt mdglichst genau zu
finden. Dabei lernt der Schiiler typische Probleme einer anwendungsorientierten Mathematik kennen, wie etwa: Bei
Uberpriifung der Cursorkoordinaten beobachtet man, da8 der maximale Funktionswert zwischen 1,4258 und 1,5193 angezeigt
wird. Die Frage ob der Mittelwert eine sinnvolle Losung ist konnte Ausgangspunkt fiir eine Exaktifizierung sein. Die Losung
mit Hilfe der Differentialrechnung ergibt den Wert 1,47247, wobei man natiirlich noch iber die Sinnhaftigkeit dieser
Genauigkeit beim Schachtelbeispiel diskutieren miifite.
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Beispiel 3.2: Ableitung der Sinusfunktion

(Experimentieren, Spezialfille untersuchen, Visualisieren)

Voraussetzungen: Grenzwert fiir Zahlenfolgen und fiir reelle Funktionen. Differentialquotient als Grenzwert des

Differenzenquotienten. Deutung als Tangentensteigung.

Schritt I: Untersuchung des Sonderfalls x=0. Vermutungen aus dem Graphen iiber die Tangentensteigung.

Es werden einige lineare homogene Funktionen getestet. Dies kann enweder durch die Eingabe mehrerer linearer Funktionen mit
verschiedenen Steigungen erfolgen oder aber, wie etwa bei DERIVE, mit der VECTOR-Funktion (siche Zeile #2 in Abb.3.7). Die
Steigung k durchlduft dabei die im vorgegebenen Vektor angegebenen Zahlen 0.8, 1 und 1.2. Schon aus dem Fenster 2 und erst

recht durch Zoomen im Fenster 3 ergibt sich fiir die Tangentensteigung die Vermutung i=1.

SRR () - SINGO)
#2: VECTOR(k-x, k, [0.8, 1, 1.21) 3
4-x b-x
#3: [ ) X ]
5 5
F(z) - F(®)
#4: D(z) (= ——M—
z-0
SIN(z)
#5: —
z
COMMAND : Build Calculus Declare Expand Factor Help Jump soLve Manage
Options Plot Quit Remove Simplify Transfer Unremove moVe Window approX
Enter option Derive XM
User Free:99: Ins fAlgebral

Abb. 3.31:Ableitung der Sinusfunktion

Schritt 2: Ermitteln der ersten Ableitung an der Stelle 0 als Grenzwert des Differenzenquotienten.

Wie im Fenster 1 (Zeile #4) zu sehen ist, wird der Differenzenquotient an der Stelle x = 0 gebildet.

#4: F(x) SIN (x)

F(z) - F(0)
#5: D(z) :=
z -0

Mit Simplify erhdlt man den entsprechenden Term:

SIN(z)
#6:
Z

Mit den bisherigen Voraussetzungen der Schiiler ist der Grenzwert nicht zu ermitteln. Entsprechend der Idee der heuristischen
Phase versuchen wir nun durch Experimentieren die Vermutung zu erhdrten. Wir néhern uns von beiden Seiten zuerst in

diskreten Schritten.

Wieder hilft dabei die VECTOR-Funktion, um rasch und ohne Rechenaufwand zu Tabellen zu kommen.
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Zuerst ndhern wir uns von links:

#7: VECTOR([z, D(z)], =z, [-1,-0.5,-0.2,-0.1,-0.05,-0.01, 0])

Simplify ergibt die Wertetabelle:

-1 0.841470
-0.5 0.958851
-0.2 0.993346
#8 -0.1 0.998333
-0.05 0.999583
-0.01 0.999983
0 ?

Analog erfolgt die Naherung von rechts:

#9: VECTOR([z, D(z)], =z, [1, 0.5, 0.2, 0.1, 0.05, 0.01, 0])

1 .841470
.958851
.993346
.998333
.999583

.999983
?

[oNoNe)

#10:

[oNe)
RO NDO
[cNeoNeoNoNeoNe)

Besonders wichtig ist das Fragezeichen in Zeile #10. Aber eigentlich diirfte es die Schiiler nicht iiberraschen, dafl der Wert des
Differenzenquotienten an der Stelle 0 nicht existiert.

Nun kann der Grenzwert bei Néherung von links und von rechts mit Hilfe des CAS als Black Box ermittelt werden. Dabei liefert
das CAS sowohl bei Néherung von links ('0-') als auch von rechts ('0+') den Wert 1.

SIN(z)
#11: lim
z->0- Z
#12: 1
SIN(z)
#13: lim
z->0+ Z
#14: 1

Schritt 3: Nach dem Spezialfall versucht man mit Hilfe des CAS den Grenzwert des Differenzenquotienten an einer beliebigen
Stelle x zu ermitteln.

F(z) - F(x)
#2: D(z, xX) :=
z - X

SIN(z)
#3: D(z, 0) = ——
Z

ist der obige Sonderfall. Allgemein ergibt Simplify:
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SIN(x) - SIN(z)

#4 :

Wieder nidhern wir uns von links ('x-') und von rechts ('x+') und erhalten:

SIN(x) - SIN(z)
#5: 1lim
Z->X- X - Z
#6: COS (x)
SIN(x) - SIN(z)
#7: 1lim
Z->X+ X - Z
#8: COS (x)

Schritt 4: Fiir den BegriffsbildungsprozeB ist die Visualisierung immer wieder von groBer Bedeutung:

Man kénnte im Grafikfenster noch die Beziehung zwischen der Differenzenquotientenfunktion an der Stelle x = 0 (D(z,0)) und
der Ableitungsfunktion COS(x) erforschen und beobachten, daf3 sich in einer Umgebung von 0 D(z,0) sehr gut an die Ableitu-
ngsfunktion anschmiegt (Abb. 3.8).

1.6
1.4
1.2

ie -1.2 0.8 0.4 2 0.4 08 1.2 ﬁs\
. . . . . . . . -0.6 . . . . . . .

-0.8
-1.

-1.2
-1.4

-1.6

Abb. 3.32:Differenzenquotienten- und Ableitungsfunktion

Interessant fiir das Versténdnis des Differenzenquotienten und des Differentialquotienten ist auch noch folgendes Experiment:
Wenn man im TRACE-Modus mit dem Cursor den Graphen von D(z,0) entlang wandert, ertont an der Stelle x = 0 ein Piepston,
die Funktion ist an dieser Stelle nicht definiert. Wandert man dagegen auf der Cosinuskurve, gibt es an der Stelle x = 0 keine
Probleme. Die Diskussion zwischen den Schiilern bei solchen Experimenten - oft arbeiten sie ja im EDV-Raum in Partnerarbeit
- ist fiir den Lernprozef viel ertragreicher als jeder noch so gute Lehrervortrag iiber 'stetige Fortsetzung'.

Fiir Schulformen mit wenig Mathematikstunden geniigt unserer Meinung nach diese heuristische Phase, allerdings zumindest
verbunden mit einer Diskussion iiber notwendige Exaktifizierungsschritte. Wenn moglich sollte in einer nachfolgenden
exaktifizierenden Phase eine prizisere Herleitung auch ausgefiihrt werden. Nach ausreichend vielen Ubungen zur Festigung
einer gewissen Rechenfertigkeit, konnte das CAS als Black Box bei der Ermittlung der Ableitungen von Winkelfunktionen
verwendet werden (siehe Kapitel 4.1).

d

#9: — SIN(x)
dx
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#10: COS(x)

#11: F1l(x) := COS(x)

Fiir den Sonderfall ergibt sich:

#12: F1(0) =1

Beispiel 3.3: Erforschen der Sinusfunktion
(Spezialfille, Auswirkung von Parametern untersuchen)

Gegeben ist die Funktion F(t): = A. SIN(B.t + C). Untersuche die Auswirkung der Parameter A,B und C.

Die Untersuchung erfolgt durch Experimentieren im Grafikfenster. Entsprechend der Regel (4) geht man systematisch vor und
untersucht Sonderfille.

Schritt 1: Zuerst untersucht man etwa die Auswirkung des Parameters B, wobei fiir 4 und C die Werte 1 bzw. 0 eingesetzt
werden.

#1: F(t) := A-SIN(B-t + C)

Die Belegung der Parmeter mit bestimmten Werten erfolgt entweder mit Manage Substitute oder man gibt in der Authorzeile
einen 'Zuweisungsvektor' ein.

#2: [A :=1, C := 0]
#3: SIN(B-t)
Mit Hilfe der VECTOR-Funktion koénnen fiir B rasch verschiedene Werte eingesetzt werden. Fin direktes Plotten des

entstehenden Vektors ist nicht empfehlenswert, da bei gleichzeitigem Einzeichnen aller Funktionen in einem Fenster wohl keine
Eigenschaften mehr erkennbar sind. Besser ist es, jede einzelne Funktion mit SIN(t) zu vergleichen (Abb. 3.9 bis 3.14).

#4: VECTOR(SIN(B-t), B, [1, 2, 3, 0.5, -1, -2, m, 2-m])
t

#5: [SIN(t), SIN(2-t), SIN(3-t), SIN[———], - SIN(t),
2

- SIN(2-t), SIN(m-t), SIN(2-H-t)]
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Abb. 3.33: SIN(1), SIN(2.1) Abb. 3.34: SIN(1), SIN(3.1)
y 13 E
25 2.5
2 2
15 15
14 1+
0 0
5 4 | 12 3\7( 5 4 2 -1 1z 4 5
05 5
-1 -1
15 15
2 2
2.5 25
. . 3 . 3 .
Abb. 3.35: SIN(1), SIN(1/2) Abb. 3.36: SIN(1), SIN(-1)
RER i BE
2.5 2.5
2 : 2

OVLEA AN DATALARTAL
TACET Y RO T

-1.5 . -1.5
2 2
2.5 2.5
3 . Kl .
Abb. 3.37: SIN(t), SIN(.t) Abb. 3.38: SIN(t), SIN(2.7.1)

Bei solchen experimentellen Phasen, wo die Schiiler selbsttitig am Computer 'forschen' sollen, ist es ratsam, gezielte
Arbeitsauftrige, eventuell in Form von Schiilerarbeitsbléttern, vorzugeben und Ergebnisprotokolle zu verlangen.
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Schritt 2: Nun wird der Parameter A untersucht (siche Abb. 3.15).

#6: [A := A, B :=1, C := 0]
#7: A-SIN(t)
#8: VECTOR(A-SIN(t), A, [1, 2, 3, 0.5, -11)

SIN(t)
#9: [SIN(t), 2-8IN(t), 3-SIN(t), , - SIN(t)}

2

y 13

2.5 . 5

-15 . -1

2. 5 -4
2.5 5
3. 5 %
Abb. 3.39: SIN(t), 2.SIN(1).. Abb. 3.40: SIN(), SIN(t+1)..

Schritt 3: Untersuchung des Parameters C (siehe Abb. 3.16).

#10: [A := 1, B := 1, C := C]
#11: SIN(t + C)
#12: VECTOR(SIN(t + C), C, [0, 1, 2, -11)

#13: [SIN(t), SIN(t + 1), SIN(t + 2), SIN(t - 1)]

Besonders interessant ist diese experimentelle Phase fiir einen facheriibergreifenden Unterricht mit dem Fach Physik im
Zusammenhang mit dem Kapitel 'Harmonische Schwinngungen'.

In Physikbiichern findet man die Gleichung y(#) = R.SIN(w.#+®). Fiir die Beschreibung des Schwingungsvorgangs sind folgende
Grofen von Bedeutung:

Die Elongation y(¢) ist der Abstand von der Ruhelage zur Zeit ¢.
Die Amplitude R ist der maximale Abstand von der Ruhelage.
Die Schwingungsdauer T ist die Zeit fiir eine volle Schwingung.
Die Frequenz fist die Anzahl der Schwingungen pro Sekunde.

Die Phasenverschiebung @ ist die Zeitverschiebung, um die eine Schwingung frither oder spéter beginnt.

Ein Arbeitsauftrag in dieser Phase konnte also sein, einen Zusammenhang zwischen den Parametern 4, B und C
und diesen physikalischen GroBen zu suchen, also experimentell zu ermitteln, da 4 = R, o = 21/T bzw. w =
2nf und C = & ist. Der Parameter A ist also gleich der Amplitude, B beeinflufit die Frequenz bzw. die
Schwingungsdauer, und C ergibt die Phasenverschiebung.
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Beispiel 3.4: Uberlagerung von Schwingungen mit gleicher Schwingungsrichtung

Man untersucht schrittweise verschiedene Fille, etwa die Uberlagerung zweier Schwingungen mit gleicher
Frequenz. Immer wieder kann man in der experimentellen Phase mit Hilfe der Graphen zu Vermutungen
kommen und dann in der exaktifizierenden Phase mit verschiedensten Modellen Formeln herleiten (trigono-
metrische bzw. vektorielle modelle oder mit Hilfe von komplexen Zahlen).

Wir wollen die Uberlagerung zweier Schwingungen mit verschiedener Ferquenz untersuchen, wobei die
Amplituden 1 und der Phasenunterschied 0 gewihlt werden sollen:

¥, = SIN(22.f) und y, = SIN(20.7)
Uberlagerung bedeutet mathematisch Addition der Funktionswerte:
v, +y,=SIN(22.7) + SIN(20.7)
In den 3 Fenstern konnen die Graphen verglichen werden (Abb. 3.17):

1 2
y (3 y (3
2 ) 2
nyl UALLLCAL A mcARRR A nARE AARRRRALERRRY
-2 ) -2

)

Wl s, ol il
LA L

ICOMMAND : Center Delete Help Move Options Plot Quit Range Scale Transfer
Window aXes Zoom

Enter option Derive XM

Cross x:1 y:1 Scale x:1 y:1 ZD-plot]

Abb. 3.41: Uberlagerung von Schwingungen

Eine mogliche Interpretation wire: Es ergibt sich eine Schwingung, deren Amplitude zwischen 0 und 2
periodisch schwankt.

Nun wird in einer exakten Phase mit Hilfe des 2. Summensatzes ein Modell entwickelt, das diesen Zustand
besser beschreibt:

a + 3 a - B
#1: SIN (o) + SIN(R) = 2'SIN[———————}‘COS[———————]
2 2

Mit Simplify ist auch eine Uberpriifung der Formel méglich:

#2: SIN(o) + SIN(R) = SIN(x) + SIN(R)

Mit Mangage Substitute kann man die gegebenen Argumente einsetzen:

#3: SIN(22t) + SIN(20t)

22t+20t 22t-20t

2'SIN[ ]'COS[ ]
2

2-COS(t) -SIN(21t)
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Eine mogliche Deutung: Es ergibt sich eine Schwingung mit o =21, deren Amplitude R(f) = 2.COS(¢) sich peri-
odisch dndert (wg = 1). Die Untersuchung der Graphen der einzelnen Terme und die experimentelle Ermittlung
der Einhiillenden (]2.COS(?)| und -|2.COS()|) erhirten diese Deutung (Abb. 3.18).

i Z

#1: (2-CO5(t))-SINCZ1-t) : . : : gy 2 .

#2: 2-C03(t)

"<TIS N (21 1)
#: |2-C0S(1) |

#5: - |2-cosct)| N

ICOMMAND : Center Delete Help Move Options Plot (Quit Range Scale Transfer
Window aXes Zoom

Enter option Derive XM
Cross x:1 y:1 Scale x:1 y:1 ZD-plot]|

Abb. 3.42:Schwebung

Beispiel 3.5: Optimieren einer Lagerhalle
(Heuristische Regeln fiir das Testen, Darstellungsart wechseln)

Auf einem trapezformigen Grundstiick (Parallelseiten a und b, Héhe und gleichzeitig Lénge eines Schenkels c, d.h.
ac) soll eine rechteckige Lagerhalle so errichtet werden, dafs die Grundfliche der Halle moglichst grofs ist.

x

Abb. 3.43:Trapezformiges Grundstiick
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Im traditionellen Mathematikunterricht wird diese Problem meist mit konkreten Maflen gestellt, und zwar
hiufig so, da das mit Hilfe der Differentialrechnung ermittelte relative Extremum auch die brauchbare Losung
fiir das praktische Problem ist. Manchmal wird dieses Beispiel auch zum AnlaBl genommen, um iiber
Randextrema zu diskutieren.

Mit dem CAS ist es viel leichter moglich, solche Probleme allgemein zu behandeln.

#1: Precision := Approximate
Die Zielfunktion:
#2: A(x, y) := x'y
Die Nebenbedingung:
a->b a - x
#3: =
c y

b - a

Nach dem Auflésen der Gleichung #3 wird der Wert fiir y in die Funktion #2 eingesetzt (Manage Substitute):

c-(x - a)
#5: x-
b - a

Die Ableitung dieser Funktion und das Nullsetzen der Ableitung tibernimmt das CAS

d c-(x - a)
he: — [x—}
dx b - a

c-(2-x - a)
#7:
b - a

a
#8: x = —
2

Die Tatsache, daBl das Rezept 'erste Ableitung gleich 0 setzen' nicht immer funktioniert, kénnte bei
Unterstiitzung durch das CAS Anlall fiir das Testen verschiedener Eingangsgrofien sein. Um fiir beliebige
Eingangsgroflen a,b und ¢ testen zu kdnnen, miissen Lénge und Breite der Halle sowie der Fldcheninhalt als
Funktion von a,b,c definiert werden. Fiir das Testen ist das Ausrechnen (Zeilen #11 und #13) gar nicht
notwendig, sehr wohl aber sinnvoll fiir das Interpretieren der Testergebnisse.

a
#9: x(a, b, ¢) 1= —
2
c-(x(a, b, c) - a)
#10: y(a, b, c) :=
b - a
0.5-a-c
#11:
a->b
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#12: A(a, b, ¢) := x(a, b, ¢)-y(a, b, <)

2

a -C
#13; —mM8M8M——
4-(a - b)

Das Testen konnte durch Diskussion der numerischen Ergebnisse erfolgen.
#14: [a := 50, b := 20, ¢ := 40]

Werden die GroBen a,b,c mit Zahlen belegt, so ergibt sich bei Eingabe von x(a,b,c)=

in der Authorzeile direkt:

#15: x(a, b, c) = 25

Analog erhilt man:

#16: y(a, b, c) 33.3333

#17: A(a, b, c) 833.333

Besser ist sicher die Untersuchung der Lage der Halle bezogen auf das Grundstiick im Grafikfenster. Man
definiert wie in den Zeilen #18 und #19 die Matrizen 'GRUND' und 'HALLE' als Funktionen der Eingangsgrof3en
a,b und c¢. Nachdem die Variablen mit konkreten Zahlen belegt sind (etwa wie in #14), konnen die Funktionen
'GRUND' und 'HALLE' direkt im Grafikfenster, wie in Abb.3.20 zu sehen ist, veranschaulicht werden (zu
beachten ist die Einstellung Option State Connected). Es werden die Punkte [@,0], [b,c] und [0,c] miteinander
verbunden. Die {ibrigen Seiten liegen auf den Achsen.

ra o0
#18: GRUND(a, b, c¢) := b ¢

-0 c

- x(a, b, ¢ 0
#19: HALLE(a, b, c) := x(a, b, ¢) y(a, b, c)

L 0 y(a, b, c)

Entsprechend wird fiir die nachfolgenden Eingangsgroflen vorgegangen: Die Variablenbelegung in Zeile #20
liefert bei Unterlegen von #18 und #19 die Abb. 3.21, mit #21 erhdlt man Abb. 3.22.

Damit ermoglicht das CAS ein rasches, umfangreiches Testen und Interpretieren. Von den Lernzielen her
gesehen ist dies sicher hoherwertiger als das rezepthafte Einsetzen in eine zweite Ableitung bei einem
konkreten Zahlenbeispiel.

#20: [a :

50, b := 40, c := 40]

#21: [a :

50, b := 25, ¢ := 40]
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Abb. 3.44: b < a/2 Abb. 3.45: b > a/2 Abb. 3.46: b =a/2

Ergebnis: Das gewidhlte Modell liefert nur fiir » < a/2 eine brauchbare Losung. Fiir b > a/2 liegt die ermittelte
Halle gar nicht vollstindig auf dem Grundstiick.

Nun kann man natiirlich auch die Brauchbarkeit des Modells fiir beliebige andere Eingabegrofien testen:
Modellannahme (2): b = 0
#22:[a:=50,b:=0, c :=40]

Die Visualisierung ergibt eine brauchbare Losung innerhalb des Grundstiicks (siche Abb. 3.23).

uy [110° uy [60
100 GO
90 40
80 30
70 Z0
60 10 .
. x
50 o
20 40 60 80
. . — : . : . . . :
30 - ) —20
—30
e . . . . . . . . _ap
x
5o
20 L0 60 80
Abb. 3.47: b =10 Abb. 3.48: b>a

Modellannahme (3): b > a

#23: [a := 50, b := 70, ¢ := 40]

Hier zeigt sich iiberraschenderweise, daf3 die angebotene Halle {iberhaupt nicht auf dem Grundstiick liegt (siche
Abb. 3.24). Die Uberpriifung der HallengroBe und des Flicheninhalts bestitigt: Das gewihlte Modell liefert
negative Groflen bei Breite und Flacheninhalt. Zum Interpretieren gehdrt auch die Diskussion dariiber, warum
dieses Modell in solchen Féllen zu sinnlosen Losungen fiihrt.

#24: x(a, b, c) = 25
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#25: y(a, b, c) = -50

#26: A(a, b, c)= -1250

Modellannahme (4): b = a

#27: [a := 50, b := 50, ¢ := 40]

Nun ergibt sich im Grafikfenster nur der Punkt [a/2,0]. Die Ermittlung der Hallendaten erklart, warum.

#28: x(a, b, ¢) = 25
#29: y(a, b, c) = zo

#30: A(a, b, ¢) = 2o

Die Deutung der Ergebnisse kann nun durch Interpretation der Terme x(a,b,¢), y(a,b,c) und A(a,b,c) fir die
einzelnen Modellannahmen erfolgen.

Mit dem CAS ist aber auch eine Standpunktverlagerung leicht moglich:

Wir betrachten die Fliacheninhaltsfunktionen fiir die einzelnen Eingabeannahmen in Abhéingigkeit von der
Hallenlénge x und unter Beriicksichtigung sinnvoller Definitionsbereiche.

Modellannahme (1): b <aund b # 0 - Definitionsbereich: b <x < a
Modellannahme (2): b =0 - Definitionsbereich: 0 < x < a
Modellannahme (3): b > a - Definitionsbereich: a <x < b
Modellannahme (4): b = a - Definitionsbereich: 0 <x <a

c-(x - a)
#6: F(x) := x-
b - a

Die Verbindung der Punkte [b,0] und [b,F(b)] liefert die Intervallgrenze:

Nun kdnnen die Graphen fiir die einzelnen Félle wieder gezeichnet werden:

#8: [a := 50, b := 20, ¢ := 40]
#9: [a := 50, b := 40, c := 40]
#10: [a := 50, b := 25, c := 40]
#11: [a := 50, b := 0, c := 40]
#12: [a := 50, b := 70, c := 40]
#13: [a := 50, b := 50, c := 40]
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Die 3 Falle mit Modellannahme (1) b < a (siche Zeile #8, #9, #10) sind in Abb. 3.25 zusammengefalit. Sie
zeigen, daB3 das relative Maximum nur fiir b < a/2 innerhalb des Definitionsbereichs liegt, fiir » = a/2 am Rand
und fiir b > a/2 auBlerhalb des Definitionsbereichs. Es muf} also auch das Randextremum beriicksichtigt werden.

Bei Modellannahme b > a ergibt sich ein relatives Minimum mit negativem Funktionswert auerhalb des
sinnvollen Definitionsbereichs (Abb. 3.26). Das Modell ist eben flir diese Annahme nicht brauchbar.

Fiir die Modellannahme b = 0 liegt das relative Maximum wie erwartet genau in der Mitte des Intervalls (Abb.
3.27)

y 600

1400 S x ) ) -100 20 40
-200
400 20 . 40 . B0 . B8O
300
—80! :
-1200 . . ~400
x —1600 - : : : : : : . ~500
2000
20 40 b 60 ~600
Abb. 3.49: b <a Abb. 3.50: b > a Abb. 3.51: b =10

Der Graph fiir die Modellannahme b = a 148t sich natiirlich nicht zeichnen, da der Nenner 0 wird.

Beispiel 3.6: Experimentieren in der Prifungssituation

(Experimentieren, Testen, Fehler suchen)

Bei einer Schularbeit (Klassenarbeit) in einer 7.Schulstufe hatten die Schiiler die Aufgabe, auf vier
verschiedenen Wegen eine Formel fiir den Flidcheninhalt eines gleichschenkeligen Trapezes herzuleiten. Auf
einem Arbeitsblatt waren vier Trapeze gezeichnet (Parallelseiten e und f, Schenkel ¢ und Hohe m). Die aus der
Zeichnung gefundenen Formeln sollten mit Hilfe von DERIVE iiberpriift und verglichen werden.

Uber Verinderungen in der Priifungssituation wird gerade am Beispiel dieser Schularbeit im Kapitel 5 noch
ausfiihrlich berichtet werden. Hier soll aus der groBBen Anzahl verschiedenster Versuche seitens der Schiiler ein
Fall ausgewéhlt werden:

Eine Schiilerin, namens Kerstin, bildet eine 'Gleichungskette' aus den vier Formeln (siehe Abb. 3.28). Der
Vergleich erfolgt mit Hilfe des Befehls Simplify (Zeile #3). Es stellt sich heraus, die vierte Formel stimmt nicht
iiberein.

[ 3SHEN" 'Fr=ter Uersuch”

f-g f-g f+ryg f - g)m
#Z: -m+g-m=f-mn- -m o= -mo= 2-[f—m - ———————————J
2 2 2 8
m-(f + g) m-(f + g) m-(f + g) n-(7-f + g)
#t3: = = =
P4 2 2 4

Abb. 3.52: Testen - erster Versuch
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Nun geht sie zur Zeichnung zuriick und versucht die Formel richtigzustellen (siche Abb. 3.29). Der Vergleich
wird zuerst wieder mit Simplify (#6) und danach mit Factor (#7) vorgenommen: Noch immer stimmt die Formel
nicht.

LS HE'Pueiter Versuch”

f-m g-m
#5: f-gq f-gq f+qg 4 4
m+g-n=+Ffm- n = m = *
2 2 2 2 2
m-(f + g) m-(f + g) m-f + g) f-m g-m
#b: = = = +
Z Z Z 4 4
m-f + g) mn-f + g) m-f + g) m-f + g
#e: = = =
4 4 4 4

Abb. 3.53: Testen - zweiter Versuch

Ein drittes Mal sucht Kerstin in der Zeichnung nach einer richtigen Formel. Nach der Eingabe in DERIVE (#9)
und dem Vergleich mit Hilfe von Factor (#10) sieht man: Die Fehlersuche ist gelungen (siche Abb. 3.30)

#8: “Dritter Versuch"

f-g f-g f+yq f-n g-n
‘Mot g-m o= f-m- M= ‘n = +

#9:

2 2
Abb. 3.54: Testen - dritter Versuch

Solche Teststrategien werden in einem computerunterstiitzten Mathematikunterricht eine zentrale Rolle spielen.
Wir behaupten, siec werden teilweise die Handkalkiilfertigkeiten ersetzen. Es mufl daher der Vermittlung und
der Entdeckung solcher Strategien seitens der Schiiler besonderes Augenmerk geschenkt werden. Wir haben
daher zu diesem Thema ein eigenes Kapitel gewidmet, genannt "Die Schnittstelle Operieren - Interpretieren" (
Kap. 3.5.2).

Beispiel 3.7: Der 'Geist'
(Experimentieren) [vgl. Drijvers, 1994]

Von einer Polynomfunktion mit der Gestalt eines Geistes (siche Abb. 3.31) kennt man die reellen Nullstellen: (-
2,0),(-1.5,0),(-0.8,0),(1.5,0),(2.5,0). Suche durch Experimentieren die zum Geist passende Funktionsgleichung.
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Abb. 3.55:Ein Geist

Das schon in Kap. 2 erstmals angefiihrte Beispiel soll hier aus einer anderen Perspektive betrachtet werden. Wie
unsere Erfahrung zeigt, ist diese Art von Aufgaben fiir die Schiiler besonders motivierend, steht doch zuerst
einmal das spielerische Element im Vordergrund. Und doch werden eine Menge mathematischer Kenntnisse
und Strategien bendtigt oder in dieser heuristischen Phase vermittelt, die weit iiber die Geistersuche hinaus fiir
die mathematische Problemlosekompetenz von Bedeutung sind: Strategien wie etwa Experimentieren,
Visualisieren, Wechseln der Darstellungsart (Hin- und Herpendeln zwischen dem algebraischen und dem
grafischen Prototypen des mathematischen Objektes); Kenntnisse iiber Polynomfunktionen usw.

Die Aufgabe ist sehr offen gestellt. Unter der Voraussetzung, dal im fritheren Lernprozel bereits
Polynomfunktionen genauer betrachtet, Zerlegungen von Polynomen durchgefiihrt und Nullstellen berechnet
wurden, wird es relativ schnell zu den ersten Versuchen kommen.

Versuch 1: Der Schiiler hat 5 Informationen, die Nullstellen der Funktion, und baut sich einen Funktionsterm
auf. Es werden folgende Einstellungen gewahlt:

#1: InputMode := Word User
#2: CASeMode := Sensitive User

Der erste Funktionsterm wird als GEIST1 definiert:

#3: GEIST1(X) :=(x+2) - (x+1.5) - (x+0.8) - (x-1.5) - (x-2.5) User

Dieser durch Vermutung und Experimentieren entstandene Term wird nun im Grafikfenster gezeichnet (Abb.
3.32). Auch das Finden der passenden Skalierung gehort zur Problemlosung (x:1 und y:12).

Der Graph zeigt einen eigenwilligen Geist, der seine linke Hand hebt und damit dem Schiiler die Riickmeldung
gibt: "Achtung, es fehlt etwas!". Aus den Erfahrungen im Unterricht ist dieser Versuch der haufigste und die
Schiiler interpretieren diese Riickmeldung meist richtig. Im Graphen des Geistes versteckt sich noch eine
weitere Information:

Der Grad der Polynomfunktion muf3 gerade sein, bei x = 2.5 gibt es eine doppelte Nullstelle.
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Abb.3.32: Geist aus Versuch 1
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Der Losungsansatz konnte dann lauten:

Abb. 3.33: Geist aus Versuch 2

Versuch 2: Ein Polynom sechsten Grades wird erzeugt:

#4: GEIST2(X) :=(x+2) - (x+1.5) - (x+0.8) -(x-1.5) - (x-2.5)

und durch Visualisierung getestet (Abb

3.33):
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Die Losung ist fast gefunden, es fehlt nur noch eine Spiegelung an der x-Achse. Der Term aus #4 wird mit F3 in
den Author geholt und verdndert:

2
#5: GEIST(x):= - (x+2) - (x+1.5)(x+0.8) - (x-1.5)-(x-2.5) User
Mit Expand 146t sich die Funktion als Summe von Potenzfunktionen darstellen
Expd (#5"')
5 4 3 2
6 11-x 42-x  289-x 1907-x  171-% 45
#6: GEIST(xX):= -x + + - - + +
5 5 20 80 8 2
Die Funktion wird gezeichnet (Abb.3.34):
y {36
AN X
-4 -3 2 Nt 1 2 3 4
-12
-24
-36

COMMAND : JITEINE Center Delete Help Move Options Flot Quit Range Scale Transfer
Window aXes Zoom

Enter option

Cross x!1 y:0 Scale x:1 y:12 Derive ZD-plot

Abb. 3.34: Der Geist

Ein weiterer moglicher Versuch, dieses Problem zu 16sen, geht davon aus, daf die Funtion durch ein Polynom
6. Grades festgelegt ist, jedoch die Koeffizienten der Potenzen nicht bekannt sind.

6 5 4 3 2
#7: F(x) := ax + b'x +cx +dx +ex + f-x+g

Dieser Versuch scheitert vorerst daran, dafl nur 5 Bedingungen gegeben sind, jedoch 7 Variablen auftreten. Man
muf} sich zwei weitere Informationen suchen, etwa durch Ablesen von Funktionswerten aus dem Graphen:
F(0)=45/2 und F(1)=243/16. Das ergibt natiirlich nur ungenaue Werte, aber fiir den Geist ist die Genauigkeit
ausreichend. Nun kann das Gleichungssystem mit 7 Gleichungen und 7 Unbekannten vom CAS geldst werden.

89



So sieht ein Gleichungssystem aus, wenn man es mit dem CAS als Black Box 16st:

User

#8: [F(—Z): 0, F(-1.5)= 0, F(-0.8)= 0, F(1.5)= 0, F(2.5)= 0,

243 45
F(l)=— ,F(0)= —]
16 2
Mit soLve erhilt man die 7 Koeffizienten:
Solve (#8)
11 42 289 1907 171 45
#9: |:a=—l, b=—01 , c=——, d= - ——, e= - , f= , g = —}
5 5 20 80 8 2

Natiirlich wollen die Schiiler auch immer wissen, wie das Gesicht des Geistes entsteht (Abb. 3.31), und man
konnte sie dafiir begeistern es finden. Der in der Aufgabenstellung angegebene Geist mit Gesicht wurde
folgendermaf3en definiert:

User . 2

#10: GEISTHULLE (x) := -(x+2) - (x+1.5) (x+0.8) - (x-1.5) - (x-2.5)
2

#11: MUND1(x) := IF(-0.2 < X < 0.8, 8:-x + 3.5) User
2

#12: MUND2 (x) IF(-0.2 < x < 0.8, 10-x + 2) User

User
#13: AUGEN (x)

IF(-0.05 < x < 0.25, 16, IF(0.4 < x < 0.7, 16))
#14: NASE(x) := IF(0.25 < x < 0.35, 50.35-x - 4.9) User

#15: geist := [GEISTHULLE (x),MUND1 (x) ,MUND2 (x) ,NASE (x) , AUGEN (x) ]

3.3. Phase 2: Die exaktifizierende Phase

Im Gegensatz zur New-Math-Bewegung steht die exaktifizierende Phase bei unserem Konzept nicht am
Anfang, sondern ergibt sich in einsichtiger Weise aus einer heuristischen Phase.

Wir haben diese Phase 'exaktifizierend' und nicht 'exakt' genannt und wollen damit verdeutlichen, daB es ja in
der Mathematik grundsétzlich und erst recht im Mathematikunterricht keinen absoluten Exaktheitsanspruch
gibt. Ziel dieser Phase soll es sein, auf der Kreativititsspirale zu einem hoheren Grad an Exaktheit vor-
zudringen.

Die Bedeutung dieser Phase ergibt sich sowohl aus allgemeinen Bildungszielen des Curriculums ("Einsichten in
grundlegende wissenschaftliche Verfahrensweisen und Denkvorstellungen gewinnen") als auch aus der Bildungs- und
Lehraufgabe des Fachs Mathematik:

Die Schiiler sollen
"mit mathematischen Methoden und Denkweisen vertraut werden",

"ein Bild der Mathematik gewinnen, das Verfahrens-, Problem-, Anwendungs- und Theorieaspekt ausgewogen
reprisentiert",

"Probleme des Definierens, Beweisens, der Exaktheit erkennen".

Ziele der exaktifizierenden Phase

Die Vermutungen der heuristischen Phase sollen abgesichert werden. Die Schiiler sollen vom Vermuten zum
Beweisen gefiihrt werden.
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Die Schiiler sollen erkennen, dafl die Exaktifizierung und Standpunktsverlagerung oft auch neue Problemls-
sungsmoglichkeiten eroffnet.

Ein weiteres Ziel ist die Darstellung, Ordnung und Sicherung des mathematischen Wissens.
Die 'exakte' Phase soll auch ein Mittel zum Erkennen und Erforschen von Zusammenhéngen sein.

Sie dient zur Ausbildung des exakten, kritischen Denkens, zur Forderung der Fahigkeit zum logischen
Schlieflen.

Die Schiiler sollen mit mathematischen Arbeitsweisen vertraut gemacht werden, das Beweisen soll geschult
werden.

Die Argumentationsfahigkeit soll geschult werden.

Beispiel 3.8: Exaktifizierung des Integralbegriffs, Riemannsummen

[vgl. Dorninger/Wiesenbauer, 1994]

Gerade in der Integralrechnung beobachtet man, daf3 Schiiler mit dem Begriff des unbestimmten Integrals nur
"Aus x" wird x""/(n+1)" verbinden und mit dem Begriff des bestimmten Integrals den Flicheninhalt. Das
bedeutet, dal viele Regeln des genetischen Konzepts nicht beachtet sind. Wenn man aber den Weg iiber
Riemannsummen geht, hat man das Problem, daB man nur wenige Riemannsummen mit den Schiilern
tatsdchlich ermitteln kann. Anders mit dem CAS: Das Modellbilden, das heifit das Ermitteln der Summenfor-
mel, erfolgt durch den Schiiler, das Operieren iibernimmt der Computer.

Schritt 1: Man sollte mit Funktionen beginnen, bei denen eine Ermittlung der Riemannsumme durch den
Schiiler und auch die Berechnung des Grenzwerts leicht moglich ist, etwa mit der linearen homogenen Funktion
f,(x) =x, wir ermitteln eine Riemannsumme im Intervall [0,x]

RIEM-Y1(n)=f2). 2 +f2. %) 2+ +fn. %) X6
n n n n n n

2
RIEM-Sim)==2+2. 2 X4 4n 22X (142434 +n)7
n n n n nn n

Diese arithmetische Reihe ergibt mit der bekannten Formel:

2 2 h4
RIEM-Z1(n):X—.E.(nﬂ):x—.n—lg
nz 2 2 n

Auch der Grenzwert kann von den Schiilern mit Hilfe ihrer Kenntnisse iiber Zahlenfolgen

X 2 +1 2 . +1 2
ermittelt werden: hmx? Tl x? Jim " X

n—ow n—om n 2

9

Schritt 2: Bereits bei der Funktion f(x) = x” erhélt man eine n-gliedrige Partialsumme, fiir die die Schiiler ohne
CAS kaum eine geschlossene Form finden kdnnen:

k-x 92
[ =
#1: n

n
2

k=1 n

Mit Simplify erhdlt man:

Xx -(n+ 1)-(2'n + 1)
#2:
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Der Grenzwert kann von den Schiilern ermittelt oder mit dem CAS im Sinne des White Box/Black Box-Prinzips
errechnet werden.

3
X +(n+ 1)-(2-n + 1)
#3: lim
n- >0 2
6-n
3
b'd

#4:

3

Nun testen wir noch mit Hilfe des CAS

3
d X

#5: —
dx 3

2

#6: x

Ein typischer Auftrag fiir eine exaktifizierende Phase wére, den Schritt von Zeile #2 auf Zeile #3 den Schiilern
als Behauptung vorzugeben und dann einen Beweis mittels vollstindiger Induktion ausfiihren zu lassen.

Schritt 3: Bei einer Riemannsumme fiir die Cosinusfunktion ist man nach der Modellbildung durch den Schiiler
beim Operieren vollstindig auf das CAS angewiesen.

#1: n :¢ Integer

b'd n k-x
#2: ——- 3 COS|: :|

#3: -

Auch die Berechnung des Grenzwerts {ibernimmt das CAS:

confel o)

#4: lim -
n->0 x 2-n
2~n~SIN[ }
2-n
#5: SIN(x)

Wenn man will, kann man noch testen:

#6: — SIN(x)
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dx

#7: COS(x)

Beispiel 3.9: Beweisen mittels vollstandiger Induktion
[Williamson, 1993]
Beweise: Die Summe der dritten Potenzen dreier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen ist stets durch 9 teilbar.

Ohne Rechenhilfe wird im traditionellen Mathematikunterricht das Ziel der Beweisenschulung durch den von
den Schiilern zu bewdltigenden Rechenaufwand aus dem Blick verloren. Im Vordergrund steht meist das
Bearbeiten der Terme und nicht der logische Aufbau dieses Beweistyps. Mit dem CAS als Rechen- und
Experimentierhilfe kann sich der Schiiler auf das Wesentliche dieser Lernsequenz konzentrieren, ndmlich auf
das Erlernen von Beweistechniken.

Der erste Vorteil besteht darin, dal man verschiedene Darstellungsformen ausprobieren kann (siehe Zeile #1
und Zeile #4).

3 3 3
#1: n + (n + 1) + (n + 2) User

Unter Verwendung der CAS-Befehle Simplify oder Factor kann man nun experimentieren, in der Hoffnung,
daB sich vielleicht ein Faktor 9 abspalten 148t. Bei diesem Problem fiihrt dieser Weg zu keinem Erfolg.

3 2
#2: 3'n + 9°nm + 15-n + 9 Simp (#1)
2
#3: 3:(n + 1)-(n + 2-n + 3) Fctr (#2)
3 3 3
#4: (n - 1) +n + (n+ 1) User
3
#5: 3-n + 6-n Simp (#4)
2
#6: 3:n-(n + 2) Fctr (#5)

Mit Unterstiitzung des CAS als Rechenhilfe kann man auch sehr rasch die Richtigkeit der Behauptung fiit die
ersten 10 natiirlichen Zahlen tiberpriifen. Die Belegung der Variablen mit Zahlen erfolgt entweder schrittweise
mit Manage Substitute oder in einem Schritt mit der VECTOR-Funktion (Zeile #7):

3 3 3
n + (n+ 1) + (n + 2)
#7: VECTOR , n, 1, 10 User
9
#8: [4, 11, 24, 45, 76, 119, 176, 249, 340, 451] Simp (#7)

Damit ist schon der erste Schritt des Beweises mittels vollstdndiger Induktion gemacht, der Induktionsanfang
("richtig firn =1").

Nun folgt der SchluB3 von # auf n+1. Mit Manage Substitute kann in Zeile #1 n sofort durch n+1 ersetzt werden
(Zeile #9).

3 3 3
#9: (n +1) + ((n+ 1) +1) + ((n+ 1) + 2) Sub (#1)
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3 2
#10: 3'n + 18-n + 42-n + 36 Simp (#9)

2
#11: 3-(n + 2)-(n + 4-n + 6) Fctr (#10)

Aber auch bei A(n+1) 146t sich kein Faktor abspalten. Ein nichster Versuch ist, die Differenz von Induktionsbe-
hauptung und Induktionsannahme zu bilden, also A(n+1) - A(n).

User
3 3 3 3
#12: ((n + 1) + (m+1) +1) + ((n+ 1) +2)) - (n +
3 3
(n +1) + (n+ 2) )

Bei Bearbeitung dieses Terms mit dem CAS ergibt sich die Abspaltung des Faktors 9, was zu beweisen war.

2
#13: 9-(n + 3-n + 3) Simp (#12)

Dieses Beispiel zeigt, daB experimentelles Arbeiten nicht nur typisch fiir die heuristische Phase ist, sondern
allgemeiner fiir das CAS-unterstiitzte Lernen.

Die Bedeutung des CAS in der exaktifizierenden Phase

- Experimentieren mit dem CAS in der heuristischen Phase liefert oft Strategien fiir die exakte Phase.

- Komplexe Rechenvorginge, die oft von der eigentlichen Beweisidee nur ablenken, kdnnen vom CAS
iibernommen werden. Das CAS kann einzelne Beweisschritte ausfiihren, die der Schiiler dann nur noch
begriinden muB.

- Das Angebot verschiedener Prototypen eines Begriffs kann die Tétigkeit in der exakten Phase erleichtern.
(Sicehe Kap. 4.4)

- Das CAS erleichtert die Entscheidung zwischen mehreren Vermutungen durch die Chance, einfach und
rasch zu testen.

- Das CAS unterstiitzt die Selbsttétigkeit der Schiiler in der exakten Phase durch die Hilfe beim Rechnen und
die vielféltigen Testmdglichkeiten.
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3.4. Phase 3: Die Anwendungsphase

Mehr denn je fragen heute Schiiler (und Eltern) zurecht nach dem Sinn dessen, was sie lernen sollen. In einer
Glosse in einer dsterreichischen Tageszeitung mit dem Titel "Umwelt statt Mathe" wurde gefordert, Mathematik
abzuschaffen und die Schiiler mit sinnvolleren Themen zu konfrontieren, wie etwa mit Umweltfragen. Einen
Vorwurf in diesem Artikel sollte man ernst nehmen, wenn der Journalist schreibt: "Ich habe Mathematik als
sinnloses geistiges Turnen erlebt." So wie ein Sportler groBe Anstrengungen beim Kraft- oder
Konditionstraining auch nur dann akzeptieren wird, wenn er erkennen kann, daf3 ihm diese Plage in seiner
Sportart etwas bringt, sollte auch der Schiiler erleben kénnen, daB3 der entwickelte Algorithmus und der neue
Begriff anwendbar sind, und zwar nicht nur im Sinne einer leichten Abpriifbarkeit bei der néchsten Priifung,
sondern um Probleme 16sen zu kdnnen, die vorher nicht 16sbar waren. Daher sollte der Weg der Lernenden auf
der Kreativititsspirale in die Mathematik an der Anwendungsphase nicht vorbeifiihren. Damit kénnen auch
innermathematische Anwendungen gemeint sein. In diesem Sinn bedeuten 'Anwendungsaufgaben' Nutzung von
Regeln und Formeln - oder allgemeiner - Algorithmen, die im Zuge eines Spiraldurchlaufs entwickelt wurden.
Ein anderer Wortsinn von 'Anwendung' wére: Vorgabe von realen Situationen, in denen Probleme zu 16sen
sind.

Schon die Reformen von Felix Klein zu Beginn dieses Jahrhunderts hatten als wesentliches Ziel, die Schulma-
thematik anwendungsorientierter, das heiflt praxisniher, zu machen. Als Reaktion auf die New-Math-Bewegung
war seit etwa 1970 wieder der verstirkte Ruf danach zu beobachten. Die Schiiler sollen erleben, dal Ma-
thematik einen Beitrag zum Verstdndnis der Wirklichkeit leisten kann und dadurch den Stellenwert dieser
Wissenschaft erfahren.

Es sollte dabei auch die Flexibilitit der Mathematik gezeigt werden. Es geht nicht nur um einige wenige
ausgewahlte Anwendungen, sondern eher um die Entwicklung allgemeiner Qualifikationen des Anwendens -
also ein Reflektieren des Anwendungsprozesses selbst [Fischer, 1985, S 85ff].

Trotz all dieser Forderungen und Lehrplanreformen spielen Anwendungen im derzeitigen Mathematikunterricht
noch immer eine untergeordnete Rolle. Ein Grund dafiir konnte die Meinung sein, dafl die in der Praxis
angewandten Modelle meist fiir die Schulmathematik viel zu komplex sind und deshalb die Realitétsbezogen-
heit der schulischen Anwendungsaufgaben nicht sehr grof} ist. Eine weitere Erkldrung konnte sein, daf3 reale
Probleme héufig iiber das Fach Mathematik hinausgehendes vernetztes Denken und Arbeiten erfordern, was
aber nur in facheriibergreifenden Unterrichtssequenzen zu realisieren wire.

Dem Vorwurf der geringen Realitdtsbezogenheit von zu einfachen Modellen kdnnte man entgegenhalten, daf3
die in den Naturwissenschaften verwendeten Modelle oft auch nur wenige Teilaspekte der Wirklichkeit
beachten und dennoch fiir die Entwicklung des Naturverstindnisses unverzichtbar sind. Wichtig dabei ist nur,
daBB das Modell nicht mit der Wirklichkeit gleichgesetzt wird, da3 also bewuflt gemacht wird, welcher
Teilausschnitt der Wirklichkeit durch das Modell abgedeckt wird.

In diesem und im folgenden Kapitel {iber das Problemldsen soll die Rolle des Computers bei einem anwen-
dungsorientierten Mathematikunterricht deutlich gemacht werden. Eine zusammenfassende Darstellung dieser
Rolle findet sich am Ende von Kap. 3.5. Zuerst wollen wir die Bedeutung von CAS an einigen Beispielen
demonstrieren.

Es gibt viele interessante Probleme, bei denen die Modellbildung den Schiilern nicht zumutbar ist, wo aber das
Untersuchen von Sonderféllen und das Interpretieren lohnende

Ziele sind, vor allem auch dann, wenn durch solche Aufgaben ein Beitrag fiir einen facheriibergreifenden
Unterricht geleistet werden kann. Héufig sind solche Aufgaben im traditionellen Mathematikunterricht nicht
zugénglich, weil der Rechenaufwand fiir die Schiiler zu komplex ist. Mit dem CAS als Rechenhilfe kénnen
solche Modelle in der Zukunft dennoch bearbeitet werden.

Beispiel 3.10: Ausbreitung von Luftschadstoffen
[vgl. Dorninger, 1985, S 25]

In Wirklichkeit iat dieses Problem ist natiirlich ungeheuer vielschichtig: Man miiite die GroBe des
Industriebetriebs, die Art der Schadstoffe, die Anzahl und H6he der Schornsteine, das Wetter, MeBmethoden
und Grenzwerte und noch vieles mehr beachten. Um mogliche mathematische Modelle entwickeln zu kénnen,
muf} zuerst der vorhin beschriebene AbstraktionsprozeB in Form von Einschrinkungen und Idealisierungen
durchgefiihrt werden:
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Annahmen:

Die Schadstoffquelle sei punktformig. Als physikalisches Modell fiir die Ausbreitung nimmt man die StoBemis-
sion.

Die Schadstoffe breiten sich nach allen Richtungen mit gleicher Geschwindigkeit aus (kein Wind).

Es liegen keine Hindernisse wie etwa Berge vor.

Legt man den Ursprung eines Koordinatensystems an den Ort der Schadstoffquelle, so gilt fiir die
Schadstoftkonzentration c(x,,x,,x,,f) im Punkt P(x,,x,,x,) zum Zeitpunkt ¢ > 0:

C _xf*x%*x%
C(X17X27X3:t):—03e 4Dt
(4zDt)

Bei diesem Beispiel ist das allgemeine Modell vorgegeben. Man konnte die Formel allerdings am Modell des
Galtonschen Brettes plausibel machen. Die Schadstoffteilchen werden als Kugeln gedeutet, die mit
Luftmolekiilen zusammenstoBen. Daraus ergibt sich in Analogie zum Galtonbrett die Anwendbarkeit des
Modells der Normalverteilung.

Schritt 1: Modellverbesserung
Ziel ist, das Modell fiir das Operieren zugénglich zu machen. Wir fithren den Abstand » vom Ursprung als neue

Variable ein (Zeile #2) und eine neue Zeitvarible 7 (#3). Die Konstante ¢, wird 1 gesetzt (#4). Dariiber hinaus
konnen noch fiir das praktische Problem sinnvolle Definitionsbereiche vorgegeben werden (#5, #6)

2 2 2

#2: r := V(x1l + x2 + x3 )
#3: T := D-t
#4: c0 := 1

#5: 1T :g& Real (0, =)

#6: r :& Real [0, o)

Mit Manage Substitute kdnnen dann Teile des Terms unterlegt und durch die neuen Variablen ersetzt werden.
2 2 2

co - (x1 +x2 +x3 )/ (4-1)
#7: c(x1l, x2, x3, t) := -8
3
V(d4-m-1)
2
c0 -r /(4-1)
#8: c(x1, x2, x3, t) := -é
3
Vd--1)

Somit ist die Schadstoffkonzentration eine Funktion der beiden Variablen » und .

c0 -r /(4-1)
#9: c(r, 1) 1= —m &

V({g-m-1)
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Erstes Interpretieren:

Man diskutiert den Graphen der Funktion im 3D-Grafikfenster (Abb.3.35).

Abb. 3.35: Schadstoffkonzentration

Bei gegebenem 1 (7 wird auf der y-Achse abgetragen) erkennt man deutlich die 'Normalverteilungskurve'. Mit
dem Befehl Eye konnte man etwa die Lage des Augpunkts festlegen, also den Graphen aus verschiedenen
Blickwinkeln betrachten und so manche Vermutungen durch einen besseren Einblick erhérten.

Schritt 2: Formulierung neuer Fragen

In der Regel sind fiir bekannte Schadstoffe Grenzwerte vorgegeben. Aus dem Graphen konnte man die
Vermutung ableiten, daB ein solcher Grenzwert ab einer bestimmten Entfernung nicht mehr erreicht werden
kann.

Frage: Ab welchem Abstand ' liegt die Schadstoffkonzentration c(r, 7) stets unter einem gegebenem Wert ¢, ?

Bei gegebenem Wert ¢, hingt  von 1 = D.t (das heift von der Zeit #) ab. Wir suchen den groBten Abstand r
von der Quelle (in Abhéngigkeit von t=D.f), wo die vorgegebene Konzentration ¢, erreicht werden kann. Da ¢
eine abnehmende Funktion von r ist (sieche Verlauf des Graphen in Abb. 3.35 oder interpretiere den
Funktionsterm in Zeile #9), folgt schlieBlich, daf fiir » > r* der Wert ¢ nicht mehr erreicht werden kann.

Zweites Modell

c0 -r /(4-1)
#10: cg = — .8
3
V(d-m-1)

Wir wihlen fiir ¢, einen bestimmten Wert, etwa 0.5. Das bedeutet die Abnahme der Konzentration auf die
Hilfte.

#11: cg := 0.5

Lost man mit soLve die Gleichung #10 nach r auf, erlebt man bei Verwendung von manchen CAS eine
Uberraschung, insbesondere dann, wenn man vorher nicht den sinnvollen Definitionsbereich bestimmt hat: Das
CAS liefert komplexe Losungen (was ja nicht bedeutet, dali es nicht auch reelle Werte geben kann). Es ist
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wichtig, die Schiiler durch das Erlernen geeigneter Strategien auf solche Situationen vorzubereiten. Immer
wieder miissen sie Ergebnisse interpretieren, die sie nicht selber produziert haben. Mit diesem Problem werden
wir uns im Kapitel 3.5.2 beschiftigen.

#12: r V2-1-VT-V(3-LN(m-1) + 4-LN(2))

#13: r = - V2-1-VT-V(3-LN(m-1) + 4-LN(2))

Zweites Interpretieren:

Der Versuch, durch Zeichnen des Graphen eine Deutung zu erhalten, scheitert vorerst. Das CAS kiindigt zwar
einen Graphen an, es ist aber keiner zu sehen.

Nun kénnte man sich an Ansatzvereinfachungen bei Extremwertaufgaben erinnern (hat f an einer Stelle x, ein
relatives Extremum, so auch f*). Wir untersuchen also den Verlauf von 7.

2
#14: (r = vV2-1-V1-V(3-LN(m-1) + 4-LN(2)))

Durch Quadrieren der Gleichung #12 erhélt man:

2
#15: r = - 6-T-LN(m-1) - 8-T-LN(2)

#16: r = V(|- 6-71-LN(m-1) - 8-71-LN(2)|)

Der Graph von Zeile #15 zeigt vorerst auch kein eindeutiges Extremum (Abb. 3.36). Erst durch Zoomen findet
man jenen Bereich, in dem sich das relative Extremum befindet (Abb.3.37)

rZ e Z ]
1.4
—4 —z _
1.2
.
0.8
0.6 +
a0 s
004 ©0.68 0.12
—0.2
—0.4
—0.6
—110 . . . ' -0.8
Abb. 3.36 Extremum visualisieren Abb. 3.37 Extremum viusalisieren

Jetzt, wo man das relevante Intervall gefunden hat (etwa [0,0.15]), kdnnte man auch noch den Graphen der
Wurzel aus dem Betrag des Terms von #15 untersuchen (Abb. 3.38). Die Interpretation dieses Graphen fiihrt
zum Schluf3, daf3 die Funktionen von Zeile #12 und #13 nur innerhalb des Intervalls [0,~0.125] reelle Werte
annehmen.

Versucht man nun noch einmal, die Graphen von Zeile #12 und #13 in diesem Intervall zu zeichnen, so
bestitigt sich diese Vermutung, und es erklért sich damit auch, dall beim ersten Versuch (Einheiten auf beiden
Achsen je 1) kein Graph zu sehen war (Abb. 3.39).

Nun konnte aus dem Graphen der Extremwert durch Suchen mit dem Cursor im Trace-Modus experimentell
ermittelt werden. Ohne weiter zu zoomen, erhilt man t = 0.0475.
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Abb. 3.38: Extremum visualisieren Abb. 3.39: Extremum visualisieren

Schritt 3: Losen mit Hilfe der Differentialrechnung:

Drittes Modell: Das Rezept "l.Ableitung gleich 0 setzen" muBl der Schiiler aus dem Analysisunterricht
mitbringen.

Die Tatigkeit des Operierens iibernimmt das CAS als Black Box.

d
#17: — (V2-1-VT-V(3-LN(m-1) + 4-LN(2)))
dt

V2+1-(3-LN(m-1) + 4-LN(2) + 3)
#18:

2-V1-vV(3-LN(m-1) + 4-LN(2))

Mit soLve liefert das CAS die Nullstelle dieses komplizierten Terms:

Mit approX erhélt man einen Wert mit gewiinschter Genauigkeit. Wieder einmal wird bestétigt, daf3 der
experimentelle Wert, der aus dem Graphen ermittelt wurde, nicht so schlecht ist.

#20: T = 0.0464710

Nun wird aus der bekannten Diffusionskonstanten D zuerst / und danach das Maximum der Entfernung 7
ermittelt, in der die Schadstoffkonzentration den Wert 0.5, also 50% der an der Quelle auftretenden
Konzentration, annechmen kann.
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Drittes Interpretieren:

Was jetzt noch folgen sollte, ist eine Beriicksichtigung weiterer Aspekte der Wirklichkeit, ein Zuriicknehmen
der Idealisierungen sowie Interpretationen der Modellergebnisse fiir die Praxis bis hin zu Bewertungen von
Umweltsituationen in Hinblick auf erforderliche MaBnahmen. Daraus konnten sich wieder neue Fragen
ergeben, wie etwa: Wie wiirde ein Wind, der mit konstanter Geschwindigkeit v, in Richtung x,-Achse weht, das
Modell beeinflussen? Die Spirale kdnnte also noch viel weiter gedreht werden, eventuell sind neue Algorithmen
erforderlich, die wieder in einer exaktifizierenden Phase abgesichert werden miissen usw. Solche Fragen
wiirden den Rahmen dieses Buchs sprengen [vgl. Dorninger, 1988].

3.5. Problemldsen mit Hilfe von CAS

In der Diskussion iiber die Aufgaben der Schule der Zukunft ist immer wieder von sogenannten
Schliisselqualifikationen die Rede. Das Problemldsen ist eine, welche immer als besonders wichtig genannt
wird.

Die Bedeutung der Mathematik fiir den Erwerb dieser Schliisselqualifikation geht schon aus jener Definition
von Mathematik hervor, die von Bruno Buchberger [Buchberger, 1981, S.1] formuliert wurde: "Mathematik ist
die iiber Jahrhunderte verfeinerte Technik des Problemldsens durch Schlief3en."

Aber auch die Stationen auf der Kreativititsspirale stellen wichtige Phasen im Problemléseprozef3 dar. Dieser Weg
verlangt und fordert viele Kenntnisse und Strategien, die fiir das Problemldsen notwendig sind.

Da das Wort 'Problem' so vieldeutig verwendet wird, muf3 man zuerst einmal eine Begriffsklarung vornehmen: Ein
Problem ist eine Situation, in der ein verlangtes Objekt, ein Zustand nicht unmittelbar erreichbar ist. Die Pro-
blemlésung ist eine Methode, ein Verfahren, ein Vorgang, der die Konstruktion des gewiinschten Objektes
ermoglicht oder einen gewiinschten Zustand erreichen hilft.

Auf die Schulmathematik {ibertragen konnte man zwischen Aufgaben und Problemen unterscheiden:

Bei einer Aufgabe ist der Losungsweg dem Schiiler bekannt. Ziel des Losens von Aufgaben ist also vor allem das
Uben des vorgegebenen Losungsalgorithmus.

Bei einem Problem muf der Schiiler erst das Modell finden, er mufl entweder aus bekannten Algorithmen den
richtigen auswahlen oder erst aus bekannten Regeln neue Algorithmen entwickeln.

Man denke etwa an das Beispiel: Lose die Gleichung x° - x - 6 = 0. Dabei handelt es sich um eine Aufgabe, wenn
der Schiiler kurz davor eine Formel fiir das Losen der quadratischen Gleichung gelernt hat und nur einsetzen muf.
Kennt er dagegen die Formel nicht und muf selbstéindig aus bisher Gelerntem eine Losungsstrategie entwickeln,
wie etwa Zerlegen in Linearfaktoren oder Ergénzen zu einem vollstdndigen Quadrat, dann ist dieses Beispiel ein
sehr anspruchsvolles Problem.

Wir halten fiir eines der wichtigsten Ziele des Mathematikunterrichts die Schulung des Problemlosens. Das heilit,
die Schiiler sollen Probleme besser beschreiben und verstehen lernen, sie sollen Strategien entwickeln, um den
Problemloseproze3 besser bewiltigen zu konnen. Um dieses Ziel zu erreichen, geniigt es nicht, viele Beispiele zu
l16sen, es ist die Aneignung eines Metawissens' iiber den Problemldseproze3 selbst notwendig. An Hand
reprasentativer Aufgaben soll ein Problemldseschema vorgestellt gemacht werden.

"Jede Aufgabe, die ich 16ste, wurde zu einer Regel, die spiter zur Losung anderer Aufgaben diente." (Descartes:
Ocuvres, Bd. VI)

"Das Ziel ist eine aktive Haltung gegeniiber neuen Problemen, Mut zum Nachdenken, auch wenn kein Losungsweg
in Sicht ist, sich zu helfen wissen, bereit sein zum Formulieren und Priifen von Vermutungen, zum systematischen
Variieren von Losungsansétzen. Der Schiiler darf nicht Aufgaben, die ihm begegnen, in gehabte und nicht gehabte
einteilen und bei der zweiten Sorte sogleich resignieren." [Kirsch, 1974]

Der Lehrer sollte sich iiberlegen, wie er durch die geeignete Wahl von Inhalten, Methoden und Werkzeugen die
Problemléseféhigkeit der Schiiler fordern kann.

100



3.5.1. Der Problemléseprozel3

Um dem Auftrag der Schulung des Problemlosens gerecht zu werden, ist es notig, diesen ProzeB in seiner Ganzheit
zu betrachten, also beginnend bei der Analyse des meist nur sehr diffus gestellten Problems, fiir das ein
mathematisches Modell gesucht wird. Danach ist das Modell zu bearbeiten, das heif3t, es wird ein mathematisches
Ergebnis ermittelt. Nun mufl aber erst die Brauchbarkeit des Modellergebnisses fiir das gestellte Problem
untersucht werden. Die so ermittelten Resultate sollten dann, eventuell gemeinsam mit Informationen iiber
verwendeten Losungsverfahren, iibersichtlich prasentiert werden.
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Abb. 3.40: Der Problemlésezyklus

Dem obigen Schema entsprechend kann man 3 Phasen unterscheiden:
-Modellbilden
-Operieren

-Interpretieren

Phase 1: Modellbilden
In dieser Phase geht es darum, ein fiir das Problem addquates mathematisches Modell zu finden.
Wortmodelle:

Aus unscharfen Informationen iiber das Problem wird durch Prézisierung, Konzentration und Abstraktion eine
sprachliche Formulierung gefunden, die eine direktere Ubersetzung in die formale Sprache der Mathematik
ermoglicht. (Beispiel: Schiiler werden in eine Bank geschickt, um sich iiber Kredite zu informieren -
Wortmodell: "Das Kapital wird verzinst, die Rate wird abgezogen".)

Algebraische Modelle:

Sie bestehen aus Variablen und Bezichungen zwischen diesen Variablen. Beziehungen kénnen Gleichungen,
Ungleichungen, Funktionen (in Termdarstellung oder rekursiv definiert) sein. Neu ist bei Nutzung des
Computers die Mdglichkeit, rekursive Modelle zu bearbeiten, Programme zu erstellen oder fertige Module zu
nutzen.
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Grafische Modelle:

Es konnen die Visualisierungsmoglichkeiten des CAS in der 2D- oder 3D-Grafik genutzt werden. Operieren
kann auch Erforschen des Graphen bedeuten, und nicht nur Rechnen.

Numerische Modelle:

Tabellen mit numerischen GroBen, die eine Beziehung zwischen Variablen beschreiben.

Tiétigkeiten beim Modellbilden

Problemanalyse: Ausgehend von dem oft noch unscharf formulierten Problem versucht man zunéchst, eine
prézisere verbale Formulierung des Problems zu finden (Buchberger: "Eine exakte Problembeschreibung ist oft
schon die 'halbe' Losung"). Einige wichtige Regeln fiir die Problemanalyse:

- Analysiere die Ausgabegrofen: "Was ist gesucht?"

- Analysiere die Ausgabebedingung: "Welche Eigenschaften sollen die gesuchten GroBen haben?"
- Analysiere die Eingaben: "Was ist gegeben?"

- Analysiere die Eingabebedingung sowie die fiir Ein- und Ausgabe sinnvollen Definitionsbereiche.

- Analysiere die fiir ein Losungsverfahren zugelassenen Grundoperationen: "Welche Operationen und
Begriffe stehen zur Verfiigung?"

Eine ausfiihrlichere Beschreibung des computerunterstiitzten Problemldsens findet man etwa im genetisch
aufgebauten Hochschullehrbuch "Mathematik fiir Informatiker" [Buchberger, 1981].

Erste Modellentscheidung: Héaufig ist das Modellbilden ein KreisprozeB, bei dem ein erstes Modell einmal
erprobt, analysiert und danach verbessert wird. Auf heuristische Strategien, die bei der Modellfindung hilfreich
sein konnen, wird im folgenden Kapitel ("Heuristische Phase des Mathematiklernens") nidher eingegangen. Im
klassischen computerlosen Mathematikunterricht sind solche Problemkreislédufe sehr selten, da das mehrmalige
Durchlaufen des Schemas ohne Computer zu zeitaufwendig ist und die Modelle oft vom Rechenaufwand her zu
komplex werden, oder schon das erste Modell zu kompliziert ist.

Phase 2: Operieren

Die Losung eines Problems besteht in der Angabe eines Verfahrens (Algorithmus, Programm oder Methode),
das nur erlaubte Operationen verwendet, die Eingangsvariablen nicht verindert und eine den
Ausgabebedingungen geniigende Problemldsung liefert.

Im klassischen Mathematikunterricht liegt der Schwerpunkt der Tétigkeit eindeutig bei der Phase des
Operierens, wobei darunter meist Rechnen zu verstehen ist. Das Rechnen wurde oft Selbstzweck, es wurde
gerechnet, weil man etwas Abpriifbares brauchte. Das CAS bietet in diesem Bereich sowohl Entlastung als auch
neue Moglichkeiten und ermoglicht dadurch eine stirkere Beachtung der anderen Phasen des
Problemléseprozesses.

Phase 3: Interpretieren

Dieses Schema darf nicht so verstanden werden, da3 die einzelnen Phasen seriell abgearbeitet werden. Das
Interpretieren beginnt bereits in der ersten Phase bei der Problemanalyse und sollte wédhrend des
Problemldseprozesses eine stindige begleitende Tatigkeit sein. Auf dem gesicherten Boden der mathematischen
Logik bewegt man sich ja nur zwischen mathematischem Modell und mathematischer Losung. Dariiber hinaus
besteht das Interpretieren in einem Abwigen der Brauchbarkeit des Modells und in einem Bewerten der
Losung.

Tatigkeiten beim Interpretieren:

- Uberpriifen der Richtigkeit und Vollstindigkeit der mathematischen Losung. Die bei Verwendung des CAS
gegebenen Moglichkeiten und Probleme, die sich an der Schnittstelle Operieren - Interpretieren ergeben,
werden im folgenden Kapitel behandelt.

- Testen der Brauchbarkeit des Modells fiir das gestellte Problem.
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- Bewerten der Brauchbarkeit der mathematischen Losungen fiir das Problem.
- Untersuchung der Auswirkung von Parametern auf die Losung.

- Uberlegungen zur Modellverbesserung.

Préasentation und Dokumentation der Losung:

Insbesondere dann, wenn nicht nur innermathematisch eng gesteckte Probleme zu 16sen sind, die nur eine
Losung haben, ist diese Tétigkeit ein wesentlicher Bestandteil des Schemas. Der Problemldser muf seine
Losung entweder dem Problemsteller oder einem zukiinftigen Benutzer prdsentieren, und zwar nach
Maglichkeit in der Sprache des Adressaten.

Beispiel 3.11: Roboterkinematik
[vgl. Buchberger/Kutzler, 1986]

Ein Problem aus dem Bereich der inversen Roboterkinematik: Gegeben sei ein zweiarmiger Roboter im
zweidimensionalen Raum. Es sollen die Lage und die relative Bewegung der Gelenke der Roboterarme bestimmt
werden, um eine vorgegebene Positionierung zu erreichen.

Modellbilden

Im Gegensatz zur Schulmathematik, wo die gestellten Probleme haufig schon in Form konkreter
Arbeitsanweisungen formuliert sind ("Berechne...", "Ermittle den Schnittpunkt..." usw.), ist man in der Praxis
mit solchen offenen Aufgaben konfrontiert.

Die erste Tétigkeit besteht darin, von der Realitdt eines Roboters mit Armen aus Metall, mit Motoren und
Greifzangen usw. zu abstrahieren, also Grofen und Beziehungen zwischen diesen Grofen derart zu
beschreiben, daB eine Ubersetzung in eine formale mathematische Sprache méglich wird. Man konnte sagen,
der erste Schritt besteht darin, Probleme der realen Welt in eine 'mathematische Welt' zu iibertragen. Denn erst
diese Sprache des mathematischen Universums wird in die formale mathematische Sprache iibersetzt [Bu-
chberger, 1995]. Im Einleitungskapitel {iber Problemlosen haben wir von Wortmodellen und Wortformeln
gesprochen.

Analyse der Eingaben und Eingabebedingungen:
Der erste Arm OD sei um den Punkt O drehbar und habe die Liange a.
Der zweite Arm DP sei um D drehbar und habe die Linge b.

Man kennt dariiber hinaus die kartesischen Koordinaten des Punkts P, der durch Drehbewegung der beiden
Roboterarme um O bzw. um D erreicht werden soll: P==[p,,p,].

Analyse der Ausgabegrofien und Ausgabebedingungen:

Gesucht sind die Lage des Drehpunkts D:=[d,.d,] und vor allem die Winkel oz= Ax"OD und g = AODP, um die
die beiden Arme OD und DP gedreht werden miissen, um P zu erreichen.

Zur Ubersetzung in das mathematische Universum, das heift zur Analyse, die ja zu ersten Modellversuchen
fithren soll, gehdrt bei solchen Aufgaben natiirlich eine Zeichnung (Abb. 3.41).

Gerade an der Zeichnung erkennt man deutlich den Abstraktionsschritt, man wird ja nicht richtige Arme oder
Greifzangen einzeichnen, sondern nur jene abstrakten mathematischen GréBen, die fiir die Modellfindung von
Bedeutung sind.
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Abb. 3.41: Modellbilden

Diese Zeichnung ist schon ein sehr brauchbarer Ausgangspunkt fiir die Modellfindung. Es gilt zu analysieren,
welche Verfahren, welche Operationen und Begriffe der Schiiler auf dieser Lernstufe zur Verfiigung hat. Sollte
kein geeignetes Verfahren verfiigbar sein, miifite dieses Problem im Sinne der Kreativitétsspirale (siche Kap.
3.1.) zum Anlafl genommen werden, ein neues Verfahren zu entwickeln.

In Osterreich paBt dieses Problem in die 10.Schulstufe, zu Lernbereichen wie Analytische Geometrie und
Trigonometrie.

Die Schiiler konnten also entweder ein analytisches (Abb. 3.42) oder ein trigonometrisches Modell (Abb. 3.43)
wiéhlen.

/
/
/
7
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
{—

Abb. 3.42: Modellbilden — analytisch Abb. 3.43: Modellbilden - tigonometrisch

Natiirlich konnte man dieses Problem mit konkreten Zahlen auch im traditionellen Mathematikunterricht ohne
Computer behandeln. Der Vorteil des CAS besteht in der allgemeinen Bearbeitung. Das bringt erstens mehr
Praxisndhe, denn schlieBlich geht es um die Robotersteuerung fiir beliebige vorgegebene Punkte, und zweitens
erkennt der Schiiler, da} bei solchen realen Problemen das Interpretieren und Testen besondere Bedeutung
haben.

Haufig ist das Problemldsen ein KreisprozeB: Ein erstes Modell wird analysiert, entweder sofort verbessert oder
erprobt, getestet und danach verbessert. Im Zuge der Analyse dieses Problems miiite man bei allgemeiner
Behandlung die Frage stellen: Welchen Bereich kann der Roboter iiberhaupt erreichen? Man kann diese Frage
aber auch einmal ausklammern, sich fiir ein Modell entscheiden, operieren und sie dann erst beim Testen
stellen.
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Wir wollen in diesem Kapitel annehmen, der Schiiler habe sich fiir das Modell der analytischen Geometrie
entschieden. In Kapitel 5 wird dann noch das trigonometrische Modell vorgestellt.

Erstes Modell: Schon aus der Zeichnung (Abb. 3.42) erkennt man: Es kann fiir den Drehpunkt 2 Losungen
geben. Man ermittle die beiden Losungen als Schnittpunkte eines Kreises um O mit Radius @ und eines Kreises
um P mit Radius b (siche Abb. 3.44 Zeilen #3 und #4).

Operieren

Nun gilt es, dieses Gleichungssystem zu 16sen. Das Operieren wird zwar dem CAS {iiberlassen, das Planen und
Anordnen obliegt aber dem Schiiler. Es wird die Differenz der beiden Gleichungen gebildet (#5). Dazu werden
mit F4 die Gleichungen #4 und #3 in die Authorzeile geholt. Mit Simplify erhélt man eine lineare Gleichung in
den Variablen x und y (#6), die dann mit soLve nach y aufgelost wird (#7). Danach wird der Term mit Manage
Substitute in die Gleichung #3 eingesetzt.

Ein '"Verschonern' der Gleichung, d.h. ein Umformen auf eine Normalform ist nicht mehr notwendig. Mit dem
Befehl soLve kann eine solche Gleichung sofort gelost werden (siche Abb. 3.45). Die in #9 und #10
erkennbaren 'wilden' Losungen machen deutlich, dafl eine allgemeine Behandlung ohne CAS wohl nicht
moglich wire. Nicht einmal die Halfte des riesigen Terms ist auf dem Schirm sichtbar. Mit Manage Subtsitute
werden die unterlegten Losungsterme fiir x in die Gleichung #7 eingesetzt, und man erhélt die zugehorigen
Losungen fiir y.

Auch diese riesigen Terme muf3 der Schiiler weder schreiben, noch ihre Struktur analysieren, er muf} sie nur mit
F3 oder F4 in die Authorzeile transportieren oder mit Manage Substitute in andere Ausdriicke einsetzen.

P recizion (= Approximate

#2: PrecisionDigits = 10

2 2 2
#3: x +y =a
2 2 2
#4: O —px) + (y - py) =h
2 4 4 2 2 2
#5: (lx —px) + (y-py) =hb ) - (x +y =a)
2 2 2 2
#6: - Z-px-x - Z-py-y + px +py =b -a
2 2 2 2
Z-px-x —a +b - px - py
#7: y = -
Z-py
2 2 pid 2 12
2 Zpx-x—a +b —-px - py 2
#8: x + |- Sk
Z-py

Abb.3.44: Operieren
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4 Z 2 4 2 4 2 Z2 2
pydi-a +2.a -(b +px +py)-h +2-bh -(px

#9:
2 P4 2 2 4 2 2 P4 2 4
px-a - b +px +pyd)-pydi-a +2-a -(b +px +py)-h + 2.
#o: x =
2 2
Z-(px + py)
4 Z 2 2 P4 4 P4 2 2
py-dl-a +2-a -(b +px +pyl-b +2Z-b -(px + py I - px
Z-px-
#i1: 2 2
Z-(px + py )
y = -
2 P4 2 2 4 2 2 P4 2 4
py-a - b +px +pyd-pxdi-a +2-a -(b +px +py)-h + 2.
#iZ2: y =
2 2
Z-(px + py)

Abb.3.45: Operieren

Eine weitere Stirke von CAS und insbesondere von DERIVE beim anwendungsorientierten Problemldsen ist die
Maoglichkeit, durch Definition von Funktionen kleine Programmodule zu bauen, die dann entweder als
'Unterprogramme’ verwendet werden oder letztlich die Losung darstellen. Solche Module haben vor allem beim
Interpretieren und Testen groBe Vorteile.

Zuerst werden die beiden Losungen flir den Drehpunkt als Funktionen der EingabegroBen p,, p,, a und b

definiert, indem man den Vektor aus dem passenden Losungspaar x und y zusammenbaut (D1 in Zeile #16 und
D2 in Zeile #17 in Abb. 3.46).

#15: LS|

r 4 2 2 2 2 4 2 2
py-di-a +2.a -(b +px +py I —-b +2Z.b -(px +
#16: Did(px, py, a, b) :

- Z-(p

r 2 2 2 2 4 2 2 2
px-ta - b +px +py ) -py-Jdi-a +2.a -(b + px

#17: D2(px, py, a, b) :

#18: D1(-4, 5, 5, 3) = [-1.001713152, 4.8986294771]
#19: D2(-4, 5, 5, 3) = [-4.559262456, 2.052590034]
#20: D1(-4, 7, 5, 3) = [-2.492307692 + 0.4205519056-1, 4.361538461 + 0.240315374
#21: Di1(O, O, Z, 5) = [?, 7]
Abb. 3.46: Erste Ergebnisse

Schritt 3: Interpretieren

Diese Drehpunktsmodule konnen nun fiir ein erstes Interpretieren und Testen verwendet werden. Die Zeilen
#20 und #21 in Abb. 3.46 zeigen, daBl es nicht filir beliebige Eingabegroflen eine brauchbare Losung gibt.
Innermathematisch interpretiert bedeutet das: Die beiden Kreise schneiden einander nicht, sie konnten
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allerdings auch identisch sein. Vom Roboterproblem her gesehen ist zu folgern: Nicht jeder Punkt der Ebene
kann bei bestimmten Armlidngen erreicht werden.

Ein weiteres Modul ARME ist nun sehr einfach zu konstruieren: Man definiert ARME1 und ARME2 als
Funktionen der Eingangsgrofien. Die Module sind nichts anderes als die Streckenziige ODIP bzw. OD2P (siche
Abb. 3.47)

#20: D1(-4, 7, 5, 3) = [-2.492307692 + 0.4205519056-1, 4.361538461 + 0.240315374
CvARMN1(0, 0, 2, 5) = [7, 71
#22: ARMEl(px, py, a, b) := [0, Dilpx, py, a, b), Ipx, pyll

#23: ARMEZ(px, py, a, b) :

[0, DZ(px, py, a, b), [px, pyll

0 0]

#Z4: ARME1(?, 4, b6, 5) = | 5.934354405 -0.8851202101
7 4
0 0

#25: ARMEZ(?, 4, b6, 5) = | 2.250260978 5.562043287
7 4

#2b: x +y =6

#2?: (x - ?) + (y-4) =5
Abb. 3.47: Testmodule

Nun kann man die verschiedenen Losungen des mathematischen Modells im Grafikfenster interpretieren, denn
bei Eingabe von ARME1(7,4,6,5) zeichnet das CAS mit dem Befehl Plot die Roboterarme mit den Langen 6 und
5 zum Punkt P(7,4). ARME2 ergibt mit denselben Parametern die zweite Losung fiir den Drehpunkt. Wichtig
dabei ist, daB3 aufgrund der Bildschirmeinstellung die Punkte des Streckenzuges verbunden werden (bei DERIVE:
Transfer State Connected). AuBBerdem kénnte man noch die beiden Kreise, deren Schnitt die Losung ergeben
hat, einzeichnen. Ab der Version 3.0 kann DERIVE solche Kreise auch in impliziter Form zeichnen (siche
Abb.3.48).

-8

Abb. 3.48: Die analytische Losung

Mit Hilfe der VECTOR-Funktion von DERIVE kann das Testen noch rationeller gestaltet werden. Es konnen
etwa sofort alle Losungen ermittelt werden, die man erhélt, wenn die x-Koordinate des Punkts P alle Werte von
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-15 bis +15 mit der Schrittweite 3 durchlduft (siehe Zeile #30 in Abb. 3.49). Genauso kann man eine Armlénge,
etwa a, Werte zwischen 1 und 11 mit Schrittweite 0.5 annehmen lassen (Zeile #34). Im Grafikfenster konnen
dann die Ergebnisse untersucht und interpretiert werden (siche Abb. 3.50 und 3.51). Die nicht von
Roboterarmen erreichbaren Punkte sind auch zu sehen, etwa bei x = -12 oder x = +12.

Auch wenn das Spielen mit Graphen an sich schon einen Bildungs- und Motivationswert hat, sollten den
Schiilern, im Interesse des Zieles "Schulung des strukurierten Problemlsens”, Arbeitsauftrige zur
Dokumentation ihrer Beobachtungen gegeben werden, das heiflt, gelenktes Entdecken ist die fiir dieses
Problemlosen adédquate Schiileraktivitit.

So miifite spatestens in der Interpretationsphase der Bereich angegeben werden konnen, den ein Roboter mit
vorgegebener Armlinge erreichen kann: P muB} in einem Kreisring mit

la-bl < OP < a+b liegen.

#30: VECTOR(ARMEZ(x, 4, 6, 5), x, -15, 15, 3]

r o o

#31: -7.842323651 - 1.408345456-1 Z.091286307 - 5.281295461-1 |, -6.4125 -
Sl -15 4

#32: VECTOR(ARME1(3, 4, a, 2), a, 1, 11, 0.5)

r 0 0 0
#33: 1.32 + 1.567673435-71 1.76 - 1.175755076-1 |, 1.395 + 1.421126313-1 1
Sl 3 4 3

#34: VECTOR(ARMEZ(3, 4, a, 2), a, 1, 11, 0.5)

Q 0 Q
#35: [l 1.32 - 1.567673435-71 1.76 + 1.175755076- 421126313 -

3 4 3

Abb.3.49: Testen und Interpretieren

12 9 43 | T3} 9 12

Abb.3.50: Testen und Interpretieren
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Abb.3.51: Testen und Interpretieren

Schritt 4: Modellverbesserung

Ziel dieser Testserien ist ja schlieBlich neben der Interpretation auch eine daraus resultierende Verbesserung
und Weiterentwicklung des Modells.

Folgende Fragen konnten in einem zweiten Schleifendurchlauf diskutiert und bearbeitet werden:

- Wie kann man durch Abfragen schon von der Eingabe her die Losungen auf diesen Bereich, das heif3it auf
diesen Kreisring, beschrénken?

- Wie ermittelt man die gesuchten Winkel, welche die eigentlichen Steuerungsgrofen fiir die Bewegung des
Roboters sind?

- Wie programmiert man ein 'Winkelmodul'?

- Wie wiirde der Problemldseprozel3 bei einem trigonometrischen Modell aussehen?

Im folgenden Beispiel sollen die neuen Moglichkeiten fiir anwendungsorientiertes Problemldsen aufgezeigt
werden, die sich aus der Verwendung iterativer und rekursiver Modelle ergeben. Es wurde dadurch ein neuer
Losbarkeitsbegriff geschaffen: Losen heifit Nutzen des iterativen Modells zur Simulation, sowie Untersuchen
der Auswirkung von Parametern auf die Losung.

Beispiel 3.12: Sterile Insektentechnik (S.1.T.)
[vgl. Timischl, 1988, S. 22]

Eine Insektenpopulation mit anfangs x, Weibchen und x, Mdnnchen moge bei natiirlichem Wachstum pro
Generation jeweils auf das R-fache anwachsen. Zur Bekdmpfung der Population wird pro Generation eine
bestimmt Anzahl S von sterilen Mdnnchen freigesetzt, die sich mit der Naturpopulation vollig vermischt (Sterile
Insektentechnik - S.I.T.). Mogliche Modellannahme: x, = 1 Million.

Problemanalyse
Aus dieser offen formulierte Aufgabe ergeben sich verschiedene Fragen, wie etwa:

(1) Wie grol mufl S sein, damit ein weiterer Populationszuwachs verhindert wird ? (Voraussetzung:
vorgegebene Populationsgrofe x, und bekannte Wachstumsrate R).

(2) Wie groB kann x, sein, damit bei bekanntem R und gegebenem S die Population abnimmt?
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(3) Wie verhilt sich das Populationswachstum fiir verschiedene Ausgangsgréfien R, S und x,?
(4) Unter welchen Bedingungen konvergiert die rekursiv definierte Folge?
(5) Wie sieht es mit dem Stabilitdtsverhalten von Gleichgewichtszustéinden aus?

(6) Welche theoretischen mathematischen Kenntnisse benétigt man beim Modellbilden, beim Operieren und zur
Absicherung der praktischen Ergebnisse?

Man wird natiirlich die Schiiler nicht sofort mit allen Fragen iiberfallen (dann wére es ja keine offene Aufgabe),
sondern der am Anfang dieses Kapitels beschriebene Problemldsezyklus soll sich ausgehend von ersten
Analysen, Modell- und Losungsversuchen durch stindige Interpretation moglichst selbstandig entwickeln.

In der didaktischen Literatur spricht man von 'gelenktem Entdecken'. Es sind sicher immer wieder Anregungen
seitens des Lehrers in Form von Fragen, Auftragen oder Angabe von Eingangsgrofen notwendig, aber mit Hilfe
des CAS kann der Schiiler einen wesentlichen Teil des Problemldsezyklus selbsttétig bewaltigen.

Erste Modellentscheidung
Das verbale Modell "wichst pro Generation auf das R-fache" wird mathematisiert:

Xpew = R.x,. Werden S sterile Ménnchen freigelassen, so ist nur der Anteil x,/(x,+S) fertil. Dementsprechend ist
auch der Anteil der fertilen Paarungen. Somit ergibt sich als neues Modell fiir die mannliche und fiir die
weibliche Population in der Folgegeneration:
Rx;
Xn +S

10

Xneu
Zu Frage 1: Die Population nimmt ab, wenn bei bekanntem R und S gilt

X
Xnew <xn 11 oder == <112.
Xn

Es stellt sich nun die methodische Frage, ob es bei solchen Ungleichungen sinnvoll ist, das CAS einzusetzen,
oder ob man nicht eher vom Schiiler verlangen sollte, diese Ungleichungen "zu FuB3" zu 16sen. Auf Grund der
Erfahrungen, die wir in unserem CAS-Projekt gemacht haben, wiirden wir empfehlen: Wenn das CAS nur ab
und zu als didaktisches Werkzeug eingesetzt wird und als Rechenhilfe keine Bedeutung hat, sollte man solche
Aufgaben ohne CAS l6sen. Wenn die Schiiler aber das CAS in jeder Arbeitssituation zur Verfligung haben, also
auch zu Hause und in der Priifungssituation, werden sie mit der Zeit das Werkzeug CAS selbsverstindlich auch
bei solchen Aufgaben einsetzen. Der folgende Abschnitt soll zeigen, da3 sie dabei nicht weniger Mathematik
verstehen miissen, sondern eher mehr, auf jeden Fall im Bereich des Begriindens und Interpretierens.

Erstes Operieren

Es wird der Quotient x,,,/x, gebildet.

2
R-xn
#1: x neu = —— User
Xxn + S
2
R-xn
X neu = —————
#2: xn + S User
xn
X _neu R-xn
#3: = Simp (#2)
xXn S + xn

Das CAS erzieht die Schiiler zum Uberlegen von sinnvollen Definitionsbereichen, da ansonsten vor allem beim
Lésen von Ungleichungen {iberraschende Ergebnisse vorkommen kénnen.
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#4: S :& Real (0, ) User

#5: R :&£ Real (1, ) User

#6: x0 :& Real (0, ) User
Nun wird die zugehorige Ungleichung mit soLve geldst:

R-x0
#7: —— <1 Simp (User)
S + x0

#8: (S + x0)-(S - x0-(R - 1)) >0 Solve (#7)

Da in dem von DERIVE gelieferten Produkt (#8) der erste Faktor sicher grofer Null ist, folgt:

#9: S - x0-(R - 1) > 0 User

Diese Ungleichung 16st das CAS:

#10: S > x0-(R - 1) Solve (#9)

Erstes Ergebnis

Die Anzahl S der ausgesetzten sterilen Mannchen muf3 groBer sein als das (R-1)-fache der Anfangszahl x,, wenn
man eine Abnahme der Population erreichen will. Unter der Modellannahme x, = 1 Million und R = 3 benétigt
man somit mehr als 2 Millionen sterile Méannchen.

Interpretation und Bearbeitung weiterer Fragen
Zu Frage 2: Fiir welche x, nimmt die Population bei gegebenem R und S ab?
Wieder ist dieselbe Ungleichung (#11) zu 18sen, nur diesmal nach x;:

R-x0

#11: —— < 1 User
S + x0

#12: (x0 + S)-(x0-(R - 1) - S) < O Solve (#11)

Dieses Produkt ist, wie schon vorher ausgefiihrt, dann kleiner als Null, wenn der zweite Faktor kleiner als Null
ist.

#13: x0-(R - 1) - S < 0 User

Hétte man nicht vorher die Definitionsbereiche bestimmt, wiirde man diesen, fiir die Schiiler verwirrenden
Ausdruck erhalten:

S
#14a: x SIGN(R - 1) <
IR - 1]

Bei vorgegebenen Definitionsmengen ergibt sich dagegen die erwartete Losung:
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#14: x0 < —— Solve (#13)

Weiteres Ergebnis

Bei bekannter Wachstumsrate R und vorgegebener Anzahl S an sterilen Ménnchen ist eine Abnahme der

. S . . .
Population nur zu erwarten, wenn y, < 21 13 ist, etwa bei der Annahme R=3 und S=4, wenn x, < 2 ist.

Auch beim zweiten Durchlauf des Problemldsezyklus treten wieder die drei Phasen Modellbilden, Operieren
und Interpretieren auf.

Zweites Modell

Die erste Modellentscheidung zeigt, daf die Populationsgrofle als Funktion der Grofle der vorhergehenden Stufe
dargestellt werden kann:
2

R .
Xnil = Xn 14 , allgemein x,.,= N(x,)15
xa TS

Beim Modell handelt es sich um eine explizite Differenzengleichungen 1. Ordnung. Eine Zahlenfolge <x,> mit
vorgegebenem Anfangswert x, und mit x,.; = N(x,) fir alle neN, nennt man Losungsfolge der Differenzen-
gleichung.

Durch den Computer - und hier insbesonderen durch das CAS - wurde ein neuer Losbarkeitsbegriff geprégt:
Akzeptierte man im klassischen Mathematikunterricht nur explizite Losungen eines Problems - also solche, die
man mit Hilfe einer begrenzten Menge elementarer Funktionen und Operationen angeben konnte - so gilt heute
eine Klasse von Problemen als 16sbar, wenn mit Hilfe praktikabler (z.B.: rekursiver oder iterativer) Algorithmen
durch Computersimulation Daten in einer Tabelle dargestellt oder grafisch veranschaulicht werden kénnen.

Wir entwickeln nun ein iteratives Modell, mit dem die Abhingigkeit der Insektenpopulation von der Zeit
(d.h.von der Anzahl der Generationen) dargestellt werden kann. Wir veranschaulichen n Elemente der Folgen x,

= f(n).

Mit Hilfe der DERIVE-Funktion ITERATES(N(x,),x,,X,,n) wird beginnend mit x,, = x, die Zuweisung N(x,,) — x,
n-mal wiederholt.

#1: Precision := Approximate User

Um zu zeigen, was die ITERATES-Funktion bewirkt, definieren wir zuerst eine sogenannte 'leere' Funktion
(Zeile #2)

#2: N(xn) := User

#3: SIT(x0, sz) := ITERATES(N(xn), xn, x0, sz - 1) User

In Zeile #4 wird mit Hilfe von ITERATES die Zuordnung N(x,) - x, mit der Schrittzahl sz=8 achtmal
ausgefiihrt.

User=Simp (User)
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#4: SIT(x0, 8) = [x0, N(x0), N(N(x0)), N(N(N(x0)))
N(N(N(N(x0)))), N(N(N(N(N(x0))))),
N (N(N(N(N(N(x0)))))), N(N(N(N(N(N(N(x0)))))))]

Fiir die Simulation benétigt man eine Funktion, die Zahlenpaare fiir eine Wertetabelle bzw. fiir die grafische

Darstellung liefert (sieche Zeile #5).

User
#5: SIT ZEIT(x0, sz) := ITERATES([m + 1, N(xn)], [m, xn],
[0,x0], sz-1)

Das Beispiel in Zeile #6 soll wieder veranschaulichen, wie die Funktion SIT_ZEIT arbeitet:

User=Simp (User)
0 x0
1 N (x0)
2 N (N (x0))
3 N(N(N(x0)))
#6: SIT ZEIT(x0, 8) = | 4 N (N (N (N(x0))))
5 N(N(N(N(N(x0)))))
6 N(N(N(N(N(N(x0))))))
7 N(N(N(N(N(N(N(x0)))))))

Operieren heifit bei diesem Problem nicht rechnen, sondern simulieren mit Hilfe des CAS.

Zweites Operieren: Simulation in Abhdngigkeit von der Zeit

Nun soll fiir das iterative Modell des S.I.T-Problems die Simulation mit Hilfe der Funktion SIT_ZEIT aus Zeile

#5 durchgefiihrt werden. Es wird mit verschiedenen Anfangswerten x, experimentiert, etwa mit x,

und x, = 2 (Millionen). Mit Simplify erhélt man die jeweilige Wertetabelle (siche Abb. 3.52).

i % 3
#5:
r 0 1.7 p
LY IT ZEIT(Z.2, 10) ESHERSIT ZEIT(Z, 10)
1 1.52105
- 0 2.2 1 r 0 2
Z 1.25715
1 2.34193 1 2
3 0.901875
2 2.59447 2 2
4 0.497796
3 3.06224 3 2
5 0.165281
#b: 4 3.98343 4 2
6 0.0196755 #8: #10:
5 5.96275 5 2
-4
7 2.88924-10 6 10.7062 6 2
-8 7 23.3825 a4
8 6.26036-10
8 59.9006 8 2
-15
-9 2.93941-10 5 -9 168.453 - -9 2
COMMAND : Build Calculus Declare Expand Factor Help Jump soLve Manage
Options Plot Quit Remove Simplify Transfer Unremove moVe Window approX
Enter option Derive XM
User A:NSIT_NEUZ .MTH Free:100y fAlgebral

Abb.3.52: Simulation in Abhdngigkeit von der Zeit
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Interpretation durch Visualisierung

Die mit Simplify ermittelten Wertetabellen setzt man mit Plot in Graphen um (wichtig ist die Einstellung
Transfer State Connected zur Verbindung der Punkte). Die fiir einen optimalen Bildausschnitt notwendigen Ein-
stellungen sollen die Schiiler experimentell ermitteln.

nlea]

SZ

Z 4 b 8

Abb.3.53: Interpretation

Die Grafik (Abb. 3.53) erhirtet neuerlich die Vermutung, daf3 die Population fiir x,<S/(R-1) - also fiir x,<2 - aus-
stirbt, flir x,>2 wichst und fiir x,=2 konstant bleibt.

Drittes Modell: Simulation in Form der 'geometrischen Iteration’

Eine andere Form der Darstellung, die in anschaulicher Weise zu Vermutungen iiber das Konvergenzverhalten
rekursiv definierter Funktionen fiihrt, ist die geometrische Iteration in der (x,, x,.,)-Ebene. Dazu zeichnet man
zuerst die Funktion x,,,, = N(x,) sowie die erste Mediane x,,,, = x,,.

Zu einem gegebenen Startwert x, ermittelt man den Funktionswert x, = N(x,) auf dem Graphen von N. Durch eine
Parallele zur x,-Achse kommt man zum Punkt (x,,x,) auf der ersten Mediane. Somit hat man grafisch das Argument
x,, um damit auf dem Graphen von N den Wert x, = N(x,) zu ermitteln usw. Die mit Hilfe des Computers
entstehende Treppe ist dann Grundlage fiir das Experimentieren mit verschiedenen Parametern x,, R und S und fiir
Vermutungen iiber Konvergenz. Sie kann aber auch Ausgangspunkt flir eine theoretische Absicherung der
Vermutungen sein.
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iEPrecision (= Approximate,

Z
R-xn
#Z: NOm) =

xn + 5
#3: SIT(x0, sz) := ITERATES(N(xn), xn, x0, sz - 1)

#4: MEDOxn) := xn

x0 0
#5: AUFTAKT(x®) := [ ]

x0 N(x®)
XN N(xn)
#6: TREP(xn) := | NOm) N(xn)

NGmn)  N(NGm))

EB: SIT_WEB(x0, sz) := APPEND([AUFTAKT(x0)1, VECTORCTREF(xn), xn, ITERATES(NOxn

9: SIT_WEB(1.7, 13)

Abb.3.54: Geometrische Iteration

Fiir das eigentlichen Simulationsmodul SIT_WEB benétigt man zwei Unterprogramme, das Modul AUFTAKT (#5),
das die Starttreppe erzeugt, und das Modul TREP (#6), das eine Stufe fiir ein bestimmtes x, darstellt. Die
Gesamttreppe wird durch die Funktion SIT_WEB generiert (Abb. 3.54).

SIT_WEB(x,,sz) := APPEND ( [AUFTAKT (x,) ], VECTOR (TREP (x ) ,x_,
ITERATES (N(x) , %, ,X%,,52z-1)))

Bei Schiilergruppen, die den Computer nicht in jeder Arbeitssituation verwenden, oder bei Schulformen mit wenig
Mathematikstunden konnte das Modul SIT_WEB den Schiilern auch als Black Box zur Verfiigung gestellt werden
(siehe dazu auch das Kapitel 4.3 'Das Modulprinzip'). Dann wird das dazugehorige File als Utiliy-File geladen, so
daB3 der Schiiler die Programmteile gar nicht zu Gesicht bekommt und nur die Funktion SIT_WEB(x0,sz) aufrufen
muf (x0 ist der Startwert und sz die Schrittzahl).

Wichtiger ist, da3 der Schiiler die Idee der geometrischen Iteration mit Hilfe grafischer Veranschaulichung (etwa
geeignete Overheadfolien) oder Darstellung einzelner Treppenstufen mit Hilfe der Funktion TREP) verstehen lernt.
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Drittes Operieren: Simulation mit Hilfe des Moduls SIT WEB

:= APPEND C[AUFTAKT (x0)1, VECTOR(TREP (xn), xn, ITERATES(N(xn

EB: [SIT_WEB(x0, sz)

9: SIT_MEB(1.7, 13)

1.7 1.52105 1.52105  1.25715 1.25715
1.7 ]

fo: [ ], 1.52105 1.52105 |, | 1.25715 1.25715 |, | 0.901875
1.7 1.52105

1.52105 1.25715 1.25715 0.901875 0.901875

f11: SIT_WEB(Z.Z, 15)

2.34193 2.34193

2.2 ]
], 2.59447 2.59447 |, | 3.06224 3

2.2 2.34193 2.34193 2.59447 2.59447 3
iz: [ :
Z2.2 2.34193

2.34193 2.59447 2.59447 3.06224 3.06224 3

Abb.3.55: Simulieren

Mit Simplify liefert die in Zeile #9 eingegebene Funktion SIT_WEB(1.7,15) einen Vektor, dessen Elemente die 15
Treppenstufen sind (#10 in Abb. 3.55). Analog bei Anderung der EingabegroBe x, = 2.2 in Zeile #11.

Drittes Interpretieren:

Z
Hxn) Hxn)

2.5 ) ) ) ) 10

2 ]

- . . . o . _

+ — +
1 4
0.5 ) ) ) 2
xn xn
0.5 1 1.5 Z Z 4 -] 8
ICOMMAND : Center Delete Help Move Options Plot Quit Range Scale Transfer
Window aXes Zoom

Enter option Derive XM
Cross x:0.875 y:1.25 Scale x:0.5 y:0.5 Z2D-plot]

Abb.3.56: Interpretieren

Die Graphen in Abb. 3.56 bestitigen die Vermutung, dafl die Losungsfolge fiir x <2 konvergiert (siehe linkes
Fenster). Die Treppe zieht sich beginnend beim Startwert x, = 1.7 zum Nullpunkt zuriick. Fiir x>2 divergiert die
Losungsfolge (siehe rechtes Fenster). Die Treppe wéchst beginnend bei x, = 2.2 {iber alle Grenzen. Fiir x =2 ergibt
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sich die konstante Losungsfolge <2,2,2...>, die bei der geometrischen Iteration natiirlich nur einen Punkt mit
Koordinaten [2,2] ergibt.

Weitere Untersuchungen fiir verschiedene Parameter R, S und x, sollten folgen.

Nun konnte man sich von diesem konkreten Problem 16sen und versuchen, in einer Exaktifizierungsphase die
durch Simulation und Visualisierung gewonnenen Vermutungen zu hinterfragen, dabei aber gerade die Graphen
und ersten Ergebnisse fiir das Exaktifizierungskonzept nutzen.

Exaktifizieren: Theoretische Uberlegungen, die zur Absicherung der Vermutungen dienen.

Gegeben sei eine explizite Differenzengleichung 1.0rdnung x,,,, = g(x,). g sei stetig differenzierbar. Eine explizite
Abhangigkeit des allgemeinen Folgengliedes x, vom Index n (also x, = f(n)) nennt man explizite Losung der
Differenzengleichung. Mit Ausnahme der linearen Differenzengleichungen wird es in der Schule schwer moglich
sein, explizite Losungen zu finden (es sei denn mit einem CAS als Black Box). Damit wird aber eine
Konvergenzuntersuchung entsprechend schwieriger.

Angenommen die zu einem gegebenen Anfangswert x, gehorende Losungsfolge von

X,., = g(x,) konvergiere gegen einen Grenzwert x (der nur noch nicht bekannt ist). Wenn lim_.x, = x, dann
offensichtlich auch lim_..x,,, = x". Die Folge <x,, > ist ja gegeniiber <x,> nur um "ein Glied verschoben". Mit Hilfe
der Differenzengleichung und unter Berufung auf Grenzwertregeln kdnnte man zeigen:

lim,_.x,,, = lim,_.g(x,) = g(lim,_.x,.))

Das bedeutet aber: Falls der Grenzwert existiert, geniigt er der Gleichung x = g(x). Wesentlich schieriger ist es zu
beweisen, daf} eine rekursiv definierte Folge iiberhaupt einen Grenzwert besitzt. Meist tiberpriift man, ob die Folge
streng monoton fallend und nach unten beschrénkt oder streng monoton steigend und nach oben beschrinkt ist.

Nun zuriick zu unserem Problem: Schon bei der Bearbeitung des ersten Modells haben wir gezeigt, da3 eine

. S .
Abnahme zu erwarten ist, wenn x, < F 16. Dann ist x,<x,.

ormt man nun die Ditterenzengleichung um und bildet ——=—(/+— 5
F die Diff gleichung dbildet “=Le745 )17

Xn+l Xn
so folgt aus x,<x, und somit aus 1/x, > 1/x : ﬂzi(1+£)>i(]+i)>1 18.
X2 R X1 R Xo

Daraus folgt wiederum: x,<x, usw. Da sdmtliche Variablen positiv sind, ist bei dieser rekursiv definierten Folge 0
untere Schranke.

Wenn aber alle Losungsfolgen mit y, <% 19 streng monoton fallend und nach unten beschrinkt sind, besitzen

sie auch einen Grenzwert, der wie oben ausgefiihrt, Losung der Gleichung x* = g(x’) sein muB. Nun kann man
(eventuell mit dem CAS) die Losungen der Gleichung ermitteln:

#l: R :g& Real (1, =) User
#2: S :g Real (0, =) User
#3: x :g& Real (0, =) User
2
R-x
#4: X = ——m Simp (User)
X + S

Mit soLve liefert DERIVE zwei Losungen:
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#5: x =0 Solve (#4)

#6: X = —— Solve (#4)

Da laut Voraussetzung x, <ﬁ 20 ist, kommt als Grenzwert nur die Losung 0 in Frage. Damit bestétigen die
Uberlegungen dieser theoretischen Phase die Vermutungen, die aus Simulation und Visualisierung gewonnen
wurden. Was ist aber mit der zweiten Losung der obigen Gleichung? Nimmt man als Startwert x,=——21, so

entsteht eine konstante Losungsfolge <x >. Alle Punkte mit dieser Eigenschaft nennt man Fixpunkte oder Gleich-
gewichtspunkte der Differenzengleichung.

Bei biologischen Systemen, die sich in einem Gleichgewichtszustand befinden, ist besonders interessant, wie das
System bei Storungen der Gleichgewichtszustinde reagiert, ob es also bei Storungen wieder in die Ruhelage
zuriickkehrt oder nicht. Gefragt ist also das Stabilitétsverhalten der Gleichgewichtszusténde.

Nun vom biologischen Problem wieder zur innermathematischen Exaktifizierung:

Ein Gleichgewichtspunkt x* von x,., = g(x,) heiBt anziehend, wenn es um x " ein Intervall I [x-¢,x+¢] mit £>0 gibt,
so daB jede in diesem Intervall beginnende Losungsfolge gegen x* konvergiert. Wenn es dagegen ein Intervall I um
x gibt, so daB jede Lésungsfolge mit x, aus I (und x, ungleich x) das Intervall verldBt, so nennt man den
Gleichgewichtspunkt abstofiend.

Mit Hilfe der geometrischen Iteration kann man diese Definition sehr gut veranschaulichen: O ist ein anziehender
Gleichgewichtspunkt, S/(R-1) ein abstoBender. Genauso kann man mit Hilfe dieser Treppen folgende
Stabilititsbedingung plausibel machen:

Ein Gleichgewichtspunkt x der Differenzengleichung x , = g(x ), g sei eine stetig differenzierbare Funktion, ist
anziehend, wenn |g'(x")|<1, und abstoBend, wenn |g'(x')|>1 ist. [vgl. Dorninger, 1988, Bd. II, S7]

In dieser Stabilitdtsbedingung kommt sehr deutlich die fundamentale Idee der Linearisierung zum Tragen. Man
ersetzt in einer Umgebung der Gleichgewichtsstelle die Funktion g durch die Tangente und schlieBt aus dem
Stabilitdtsverhalten der linearisierten Differenzengleichung auf das der urspriinglich gegebenen Gleichung.

Auch diesen Exaktifizierungsschritt kann man am konkreten Beispiel mit Hilfe des CAS ausfiihren:

Ermitteln der 1.Ableitung:

#1: Precision := Exact User
2
R-xn
#2: N(xn) := ——— User
xn + S
d 1
#3: [ } N (xn) User
d xn

R-xn-(2-S + xn)

#4: 2 Simp (#3)
(S + xn)

Man definiert eine Steigungsfunktion &(x;,):
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R-xn- (2-S + xn)

k(xn) :=

#5: 2 User
(S + xn)
Unsere Annahme ist:

#6: [R := 3, S := 4] User
#7: k(0) =0 User=Simp (User)

5
#8: k(2) = — User=Simp (User)

3

Aus k(0)=0 < 1 und £&(2)=5/3 > 1 folgt: 0 ist ein anziehender, 2 ein absto3ender Fixpunkt.

Aufstellen der Tangentengleichungen (ab Zeile #9): Mit Manage Substitute konnen dann die einzelnen
Tangentengleichungen durch Einsetzen fiir x, rasch gefunden werden, wobei mit DERIVE (ab Version 3.0) auch die
impliziten Gleichungen geplottet werden kdnnen.

#9: y - N(x0) = k(x0)-(x - x0) User

#10: y - N(0) = k(0)-(x - 0) Sub (#9)

#11: vy = 0 Simp (#10)

#12: y - N(2) = k(2) - (x - 2) Sub (#9)
5-(x - 2)

#13: v - 2 = f Simp (#12)

Nun konnen die Graphen gezeichnet und die Idee der Linearisierung kann mit Hilfe des ZOOM-Befehls
veranschaulicht werden (Abb. 3.57)

0.5 : . . . .
—0.5/ 1 2z 3
ICOMMAND : Center Delete Help Move Options Plot Quit Range Scale Transfer
Window aXes Zoom

Enter option Derive XM
Cross x:2 y:2 Scale x:0.1 y:0.1 ZD-plot]

Abb.3.57: Exaktifizieren
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Betrachtet man die Stabilitdtsbedingung genauer, so fallt auf, daf§ der Fall g'(x) = +1 ausgenommen wurde. Anders
gefragt: Gibt es aufler anziehenden und abstoflenden Gleichgewichtspunkten auch noch andere?

Nehmen wir zum Beispiel die lineare Differenzengleichung x,., = -x,+c¢ (c>0), ermitteln wir mit dem CAS die
ersten Glieder einer Losungsfolge und versuchen, sie mit Hilfe der geometrischen Iteration zu visualisieren.

Man erhilt fiir c=4 und x,=1 die Folge <1,3,1,3,1,3,...>. Wie man dann auch aus dem Graphen sieht und aus dem
Term der Differenzengleichung erkennen kann, oszilliert jede Losungsfolge <x,> mit x, ungleich ¢/2 um den
Gleichgewichtspunkt x = ¢/2 (siche Abb. 3.58)

= |
3]

N(xn) [5

LA recizion = Approxinate
#Z2: NOm) = -xn + ¢ +

#3: N(xm) := —xn + 4

#4: SIM(x0, sz) := ITERATES(N(xn), xn,
#5: SIM(1, 102 =11, 3, 1, 3, 1, 3, 1,

#6: MED(xn) := xm

#7: UWEB(x0, sz) := APPEND(IAUFTAKT(x0)

#8: WEB(1, 10)

1 3 i1 1
10
G [ ], 3 3,1 1], ]3 1 Z 3 4
1 3
31 13 3

ICOMMAND : Build Calculus Declare Expand Factor Help Jump soLve Manage

Options Plot Quit Remove Simplify Transfer Unremove moVe Window approX
Enter option Derive XM
Uszer f:S\SIT_NEU3 .MTH Free:100x Ins Algebral

=+
Y]

Abb.3.58: Sonderfiille

Nun konnte dieser Fall der AnlaB sein, Differenzengleichungen mit periodischen Losungsfolgen zu untersuchen.
Aber es ist nicht Ziel dieses Buchs, eine moglichst vollstindige Abhandlung des Themas "Rekursive Modelle fiir
den Schulunterricht" zu bieten.

Diese Fragen, die im Zuge der Exaktifizierung auftauchen, sollen nur aufzeigen, daB3 anwendungsorientiertes
Problemlésen mit Unterstiitzung des CAS nicht nur ein unreflektiertes Verwenden von Black Boxes und ein
Basteln von Modellen (anstelle der Anstrengung des Begriffsbildungsprozesses) bedeutet, sondern dal3 sich das
Hinterfragen und Exaktifizieren oft notwendigerweise bei der Analyse der Modelle und der Interpretation der
Ergebnisse des praktischen Problems ergibt, das heif3it, die Deutung und die Verbesserung des Modells erfordern
eine Exaktifizierung. Die Sinnhaftigkeit der Exaktifizierung ist hier fiir den Schiiler aber wohl eher erkennbar, als
wenn er den Gewissensbissen des Lehrers folgend einen Theorievorrat anlegt, von dem der Lehrer beteuert, daf3 er
fiir die Zukunft doch so notwendig sei (was vielleicht bestenfalls wegen der drohenden Priifung akzeptiert wird).

3.5.2. Die Schnittstelle Operieren - Interpretieren

Wir haben dieser Phase deshalb ein eigenes Kapitel gewidmet, weil hier der Einflul des Computers auf das Lernen
von Mathematik besonders deutlich wird. Schon seit Mathematik als Problemlosetechnik eingesetzt wird, war es
notwendig, die Richtigkeit von Lésungen zu iiberpriifen und die Losungen zu interpretieren. Dazu mufl man aber
den Lernenden Strategien fiir Proben anbieten, das Schiitzen und Uberschlagsrechnen iiben und vor allem Auf-
gaben so formulieren, daBl die Notwendigkeit dieser Tatigkeit erkennbar wird - eigentlich eine
Selbstverstiandlichkeit, wenn der gesamte Problemldseprozef Ziel des Mathematikunterrichts ist.
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Zu den schon bisher bekannten Schwierigkeiten und den dafiir in der didaktischen Literatur angebotenen Strategien
beim algebraischen Operieren kommt bei Verwendung von CAS das Problem dazu, dal Schiiler Ergebnisse zu
tiberpriifen und zu interpretieren haben, die sie nicht selber produziert haben.

Ein weiteres Ergebnis unserer Untersuchungen erhoht die Gewichtung dieser Schnittstelle: Durch die Nutzung von
CAS erhoht sich die Vielfalt der Losungswege und somit auch der Ergebnisse sprunghaft. Vom 'algorithmischen
Gehorsam' des klassichen Mathematikunterrichts, wo ein Grofteil der Schiiler die vom Lehrer vorgefiihrten Um-
formungsstrategien nachvollzogen hat, ist nicht mehr viel zu merken. Vor allem bei Schiilern, die den Computer in
jeder Arbeitssituation zur Verfligung haben, beobachtet man selbst in der Priifungssituation, daf3 bei 10 Schiilern
mehr als 5 verschiedene algebraische Losungswege vorkommen.

Da das Schonheitsideal mathematischer Losungen relativ ist, kommt es bei Nutzung von CAS also 6fter vor, dafl
die vom Computer angegebene Losung nicht mit der vom Schiiler oder Lehrer erwarteten Losung libereinstimmt
oder dal von verschiedenen Schiilern gefundene Losungen unterschiedlich aussehen. Schiiler wissen dann
natiirlich zuerst einmal nicht, ob ihre erwartete oder die ermittelte Losung falsch ist oder ob die verschiedenen
Ldsungen vielleicht doch dquivalent sind.

Um solche Entscheidungen treffen zu konnen, sind neue Strategien notwendig, bei denen man sich die
Moglichkeiten des CAS zunutze machen kann. Jenen, die befiirchten, die Verwendung des Computers wiirde nur
ein verstdndnisloses Experimentieren mit Black Boxes bedeuten, sei gesagt, daB3 fiir diese Tatigkeit sehr wohl ein
Verstindnis der Algebra oder des verwendeten Algorithmus notwendig ist, und zwar mehr, als wenn man
Operationen mechanisch 'zu Fuf}' ausfiihrt. Eine auf Zufall aufgebaute Versuch und Irrtummethode bringt hier
keinen Erfolg.

Bei dieser Phase des Problemlseprozesses - flir uns eine der heikelsten Phasen des CAS-unterstiitzten
Mathematikunterrichts - stehen wir erst am Anfang der Untersuchungen. Erste Ergebnisse sollen in den folgenden
Kapiteln vorgestellt werden. Die Aufgaben stammen aus Versuchen in der 7. und 8. Schulstufe. Nicht alle
Strategien wurden den Schiilern von den Lehrern vorgegeben, manche haben die Schiiler auch durch
experimentelles Lernen selbstentdeckt.

Die Schnittstelle Operieren - Interpretieren in der Algebra

Beispiel 3.13: Verzinsung

Ein Kapital K wird um p % vermehrt. Ermittle eine Formel fiir das neue Kapital.

Bei dieser Aufgabe fanden die Schiiler verschiedenste Losungen, wie zum Beispiel:

p
#1: K-[l + ] User
100
K-p
#2: K + User
100
b
#3: K + K- User
100
100 + p
#4 : K-— User
100

Darunter waren natiirlich auch falsche Ergebnisse:

#5: K-(1 + p) User

1S
#6: K +

User
100
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1 +p
#7: Ki—mm—me— User
100

Nun galt es, Strategien zu suchen, um die richtigen Lésungen zu finden und ihre Aquivalenz zu beweisen.

Strategie 1: Umformen mit CAS-Befehlen

Nutzen der DERIVE-Befehle Simplify, Expand oder Factor, um eine Losung in eine andere umzuformen. Dabei ist
fiir Schiiler und Lehrer von Vorteil, da3 mit der Einstellung Annotate Yes die verwendeten Umformungen mit
aufgezeichnet werden. So fithrt Expand die Gleichung #1 in die Gleichung #8 {iber, womit die Aquivalenz von #1
und #2 bewiesen wird.

K-p
#8:

+ K Expd (#1)
100

Durch Faktorisieren von #2 zeigt man die Aquivalenz von #2 und #4:

K- (p + 100)
#9: —m—— Fctr (#2)
100

Simplify dndert an #1 praktisch nichts, da DERIVE die faktorisierte Form als 'schon' annimmt. Gerade deshalb wird
mit diesem Befehl aber gezeigt, dafl #3 und auch #2 dquivalent zu #1 sind.

- p i

#10: K- + 1 Simp (#1)
L 100 -
- P ;

#11: K- + 1 Simp (#3)
L 100 4
- P ;

#12: K- + 1 Simp (#2)
L 100 4

Mit derselben Strategie konnen Schiiler auch erkennen, da3 die Formeln #5, #6 und #7 falsch sind:

#12: K'p + K Expd (#5)

K-p K
#13:

Expd (#7)
100 100

Strategie 2: Differenzbildung

Diese Strategie wurde schon in Kap. 2.2 beim Vergleich von Stammfunktionen vorgestellt. Man bildet die
Differenz zweier Terme, von denen man vermutet, da3 sie dquivalent sind. Vereinfacht man mit Simplify oder
verwendet den Gleichheitsoperator (ab DERIVE-Version 3.0), der dem Simplify-Befehl entspricht, so miifite man
bei Aquivalenz der Terme als Ergebnis 0 erhalten. In Zeile #14 wird die Differenz von #1 und #2 gebildet:

P K-p
#14: K'[l + ] - [K + ] =0 User=Simp (User)
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Bildet man die Differenz von #4 und #7, so ergibt sich ein Ergebnis ungleich 0. Eine der beiden Formeln muf also
falsch sein:

100 + p 1+p 99-K
#15: K- - K- = User=Simp (User)
100 100 100

Strategie 3: Bilden von Gleichungen

Will man etwa die Aquivalenz der Terme T (Zeile #1) und T, (Zeile #4) untersuchen, bildet man die Gleichung T;
=T, 4.

= User

P ] K- (p + 100)
100

#16: K‘[l +
100

Nun gibt es verschiedene Mdglichkeiten, die Gleichung zu bearbeiten:

a) Verwenden des soLve-Befehls: Sind die beiden Terme dquivalent, so ist die Gleichung allgemein giiltig. Jedes
beliebige Element der gemeinsamen Definitionsmenge ist Losung. DERIVE driickt das mit dem Symbol '@n' aus
(man denke sich @ als Abkiirzung fiir 'beliebig'). n durchlduft bei mehreren vorkommenden Variablen die Zahlen
1,2 usw. Bei Losung der Gleichung #16 nach den Variablen K und p ergeben sich solche allgemeingiiltigen
Losungen (#17 und #18):

#17: K = @1 Solve (#16)

#18: p = @2 Solve (#16)

Bildet man dagegen eine Gleichung aus zwei nicht dquivalenten Termen (#2 und 6), so erhélt man mit soLve
konkrete Werte fiir K und fiir p, also keine Allgemeingiiltigkeit der Gleichung:

K-p p
#19: K + = K + User
100 100
#20: K = 1 Solve (#19)
#21: p = 0 Solve (#19)

b) Bearbeiten der Gleichung oder auch nur einer Seite der Gleichung (dies kann durch Unterlegung mit Hilfe der
Cursorsteuerung entschieden werden) mit den Befehlen Expand, Faktor oder Simplify. Dadurch kann wieder die
Aquivalenz erkannt werden. Der Befehl Expand wandelt die Gleichung #16 etwa folgendermafen um:

K-p K-p
+ K = + K Expd (#16)
100 100

#22:

Faktorisiert man die Gleichung aus zwei nicht dquivalenten Termen (#19), so erhdlt man #23:

K- (p + 100) 100-K + p
#23: = Fctr (#19)
100 100
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¢) Aquivalenzumformungen: Mit Hilfe dieser bei CAS moglichen Umformungen konnte die Gleichung etwa mit
100 multipliziert werden usw. Gezeigt wird das bei der Strategie 4 (Gleichungsketten).

d) Visualisierung: Bei Termen mit einer Variablen konnten die Funktionsgraphen der linken und der rechten Seite
der Gleichung gezeichnet und verglichen werden, und daraus kénnen Vermutungen iiber die Aquivalenz gewonnen
werden. Ein Beispiel dafiir folgt bei Schnittstellenproblemen in der Analysis.

Strategie 4: Gleichungsketten

Diese Strategie wurde etwa von Schiilern selbst entwickelt. Untersucht man die Aquivalenz mehrerer Terme T, T,
T, und T, (die Indizes entsprechen den Zeilennummern am Beginn des Beispiels), so kann man auch sofort die
'Gleichungskette' T; = T, = T, = T bilden.

P K-p 100 + p 1 +p
#24: K-[l + ] .

100 100 100 100

Nun koénnen wie schon bei Strategie 3 entweder die Befehle Expand, Factor oder Simplify angewendet werden.
Simplify liefert nur die Erkenntnis, dal 7; und 7, dquivalent sind, und es zeigt sich auch, daB3 7, und 7, nicht
dquivalent sind:

p P K- (p+100) K- (p+1)
#25: K- [ + l] = K- [ + 1] = =
100 100 100 100
Besser ist hier die Verwendung des Befehls Expand:
K-p K-p K-p K-p K
#26: + K = + K = + K = +
100 100 100 100 100

Wie in Strategie 3c) kénnen auch Aquivalenzumformungen durchgefiihrt werden. Multipliziert man die ganze
Gleichungskette mit 100

p K-p 100+p 1+p
#27: [K[l + i| ] 100
100

und vereinfacht mit Simplify, so erhélt man

#28: K- (p + 100) = K-(p + 100) = K-(p + 100) = K-(p + 1)

Es zeigt sich also auch bei dieser Strategie, da3 #1, #2 und #4 dquivalent sind, #7 dagegen nicht.

Strategie 5: Faktor suchen

Beim Vergleich zweier Terme 7; und 7, sucht man mit Hilfe des CAS einen Faktor 'FAKT', so daB gilt: Ty . FAKT
= T,. Wie leicht einzusehen ist, ergibt sich bei dquivalenten Termen der Faktor 1, ansonsten ein Faktor ungleich 1.
Aufpassen miifite man bestenfalls, wenn die Variablen schon mit Zahlen belegt sind und Terme den Wert 0
annehmen. Die Gleichung wird mit soLve nach der Variablen FAKT aufgelost (siche #29 und #31).

K-p 100 + p
]-FAKT = K—— User

100

#29: [K +
100
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#30: FAKT Solve (#29)

Il
Jun

1 +p
]-FAKT = Ki— User
100

#31: [K + K-
100

p + 1

#32: FAKT Solve (#31)

p + 100

Wie schon erwéhnt, hat sich bei unseren Untersuchungen gezeigt, dall Schiiler sehr ideenreich beim Entwickeln
solcher Strategien sind und daf diese Tatigkeit zu intensiven mathematischen Diskussionen zwischen den Schiilern
gefiihrt hat. Besonders fiir schwichere Schiiler sind solche zur Verfligung gestellte Strategien wichtig. Das CAS
bildet dabei eine wichtige Entscheidungshilfe.

Die Schnittstelle Operieren - Interpretieren in der Analysis

Zusétzlich zu den algebraischen Problemen, die auch in diesem mathematischen Kapitel existent sind, gibt es jetzt
auch durch neue Inhalte hervorgerufene Schwierigkeiten. Viele dieser Fragen treten auch ohne Verwendung des
CAS auf. Wir wollen an einigen Beispielen aufzeigen, wie mit Hilfe des CAS die Probleme wesentlich besser
gelost werden konnen. Zum Teil bewdhren sich dabei Strategien, die schon bei der Algebraschnittstelle vorgestellt
wurden, wie etwa 'Faktor suchen' oder 'Visualisieren', aber oft liefert auch die zu diesem neuen Inhalt gehdrende
Theorie neue Strategien, oder man macht sich ganz einfach das CAS als Rechenhilfe zunutze, um Untersuchungen,
die komplexere Operationen erfordern, durchfithren zu kénnen.

Beispiel 3.14: Plancksches Strahlungsgesetz, Uberraschungen beim Substituieren

Plancksches Strahlungsgesetz: Die Abhdngigkeit des Emissionsvermégens eines schwarzen Korpers von der
Wellenlinge A ist durch die Funktion #2 beschrieben. Man ermittle das relative Extremum.

Bei der Losung treten bei verschiedenen Schiilern oft verschiedene Wege auf:

Weg 1: Differenziert man nach A, so wird der Ausdruck, wie in Zeile #4 zu sehen ist, sehr kompliziert.

#1l: XA :& Read (0, )

2
c -h 1
#2: E(A) := .
5 c-h/(k-A-t)
A é -1
d
#3: — E(A)
da
2 c-h/(k-A-t)
c -h- (& -(ch - 5-k-A-t) + 5-k-A-t)
#4:
7 c-h/(k-A-t) 2
k-A -t- (& - 1)

Eine vielfach gebrduchliche Strategie ist, durch Substituieren zu vereinfachen. So wird hier der Exponent durch x
ersetzt (#5).
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#5: X =
k-A-t
c-h
#6: A =
k-t-x
c-h
#7: A :=
k-t-x

#8:

Weg 2: Manche Schiiler kommen auch auf die Idee, schon vor dem Differenzieren zu substituieren. Man erhélt
dann E schon als Funktion von x (#9).

5 5 b5
k -t -x
#9 E(x) :=
3 4 bd
c -h -(& - 1)
d
#10 — E(x)
ax

Fiir Schiiler, die Ergebnisse vergleichen, ist das unterschiedliche Resultat nicht ohneweiteres versténdlich, wurde
doch in beiden Fillen die gleiche Substitution durchgefiihrt.

Bei der Frage nach den Ursachen ist eine mogliche Strategie:

Man suche jenen Faktor ('FAKT'), um den sich die beiden Terme unterscheiden. Ein groBer Vorteil beim
Generieren solcher komplexen Gleichungen ist die Moglichkeit, die Terme mit Hilfe der Funktionstasten F3 bzw.
F4 in die Authorzeile zu kopieren. Die Rechenarbeit kann vom CAS iibernommen werden. Mit soLve wird die
Gleichung #12 nach FAKT aufgeldst (siehe #13).

#12: +FAKT =
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#13: 2

Fragt man, woher dieser Faktor kommt, so kann man mit CAS-Unterstiitzung zeigen, dal FAKT nichts anderes ist
als die innere Ableitung von XA nach x.

d
#14: — A
dx

#15: 2

Im Bsp. 3.10 ("Ausbreitung von Luftschadstoffen") wurde gezeigt, wie dem Schnittstellenproblem durch Strategien
begegnet werden kann, die sich aus der zum Problem gehérenden Theorie ergeben, wie zum Beispiel:

-Ergibt sich beim Auflosen einer Gleichung eine komplexe Funktion r und sucht man ein relatives Extremum
im reellen Bereich, so kann man auch das relative Extremum von rZ2suchen.

-Man versucht durch Visualisierung zu erforschen, ob die komplexe Funktion auch einen reellen Bereich hat
und schriankt danach den Definitionsbereich ein.

Im Bsp. 3.11 ("Inverse Roboterkinematik") wurde die Brauchbarkeit der vom CAS ermittelten allgemeinen
Losung durch umfangreiches Testen mit konkreten Zahlen iiberpriift. Ohne CAS wire das viel zu aufwendig.

Im Bsp. 3.12 ("Sterile Insektentechnik") wurde eine brauchbare Losung einer Ungleichung mit Hilfe des CAS
durch Einschrinken des Definitionsbereichs erzielt (Declare Variable Real Intervall).

3.5.3. Zusammenfassung: Die Bedeutung von CAS beim Problemlésen:

1. Beim Modellbilden:

Andere und neue Arten von Modellen, wie etwa grafische oder rekursive Modelle werden moglich.
Komplexere Modelle werden durch das Werkzeug CAS zugénglich.

Module kénnen angefertigt und fiir das Problemldsen genutzt werden.

Ein mehrmaliges Durchlaufen des Problemldsekreislaufs mit dem Ziel der schrittweisen Modellverbesserung
wird erleichtert.

Die Moglichkeit des experimentellen Arbeitens fordert das selbstédndige Arbeiten der Schiiler.

2. Beim Operieren:
CAS nehmen den Schiilern Tétigkeiten im Bereich des Operierens ab.
CAS ermoglichen neue Arten des Operierens, wie etwa Simulieren oder Visualisieren.

Komplexere Operationen und oftmaliges Wiederholen von Operationen werden machbar. Dadurch wird der
Mathematikunterricht anwendungsorientierter, da praxisnahe Modelle zugénglich werden.

Die Verwendung fertiger Module erleichtert das Operieren und bietet neue Moglichkeiten.

Bei Beachtung des White Box/Black Box-Prinzips (siche Kapitel 4.1) kann das CAS beim Operieren als Black
Box genutzt werden.

3. Beim Interpretieren:
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Das CAS ermdglicht eine leichtere Kontrolle der Richtigkeit der Losung (etwa durch rasches Nachvollziehen
der Operationen oder durch Einsetzen numerischer Kontrollgrof3en).

Das CAS fordert die Phase des Interpretierens durch verschiedene Darstellungsarten der Losung, wie etwa
grafische, symbolische oder numerische, die gleichzeitig in verschiedenen Fenstern verfligbar sind (siche auch
Window-Shuttle-Technik).

Das CAS ermdéglicht die Untersuchung des Einflusses verschiedener Parameter auf die Losung.

Das CAS erméglicht die Uberpriifung der Auswirkung der Genauigkeit der Eingabedaten und der Rechen-
genauigkeit auf die Losung.

Modellverbesserungen, deren Notwendigkeit sich aus der Phase des Interpretierens ergibt, lassen sich mit dem
CAS rascher und leichter durchfiihren.

Das CAS unterstiitzt die Prisentation der Losung (Verschiedene Darstellungsformen der Losung, Anfertigen
eines Ausdrucks, eventuell Kombination mit einem Textverarbeitungsprogramm).
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4. Didaktische Prinzipien als Konstruktionsanleitungen ftr den Unterricht

"Dem Lehrjungen gebiihret zuzuhdren und still zu schweigen... Der Lehrjunge soll nichts reden, in wehrender
Lection auch nichts sagen. Denn sonst verhindert er beyde, die Lehrmeister und seine Mitschiiler, daf die Lection
nicht kann zur rechten Zeit vollendet werden. Hat er aber nothigs zu fragen, so schreyb er beyseit auff, und nach
gehaltener Lection hat er zu fragen Zeit genug."

Ratke, Artickel auf welchen fiirnehmlich die Ratichianische Lehrkunst beruhet, Leipzig 1617 [vgl. Freudenthal,
1977, S 55].

"Dem Lehrmeister gebiihret zuzuhoren und still zu schweigen... Der Lehrmeister soll nichts reden, in wehrender
Lection auch nichts sagen. Denn sonst verhindert er beyde, die Lernmédchen und Lernjungen, dall die Motivation
und Action nicht kann verwirklicht werden. Hat er aber ndthigs zu sagen oder zu fragen, so schreyb er beyseit auff,
und nach vollendeter Action hat er zu sagen und zu fragen Zeit genug."

Heugl, Artickel auf welchen fiirnehmlich die Kunst beruhet, Lernmédchen und -jungen zu motivieren und zu
activieren, Wien 1996.

Die Erziehung zu selbstdndigem Denken, Urteilen und Handeln ist wohl einer der wichtigsten Auftrage der
Schule der Zukunft. Das erfordert aber weniger eine Anderung der Lerninhalte, sondern ein Umdenken bei der
didaktischen Konzeption und bei der Organisation des Unterrichts. Nun brauchen wir diesbeziiglich das Rad im
Jahr 1996 nicht neu zu erfinden. Der Begriff "Projekt" im Sinne einer Lernmethode oder -konzeption wurde
erstmals 1904 explizit formuliert und besonders seit Beginn der siebziger Jahre gibt es in der didaktischen
Literatur und in den Lehrplédnen eine Fiille von Anleitungen fiir einen stérker schiilerzentrierten Unterricht.
Trotzdem verlduft der Unterricht statistisch gesehen noch immer sehr stark lehrerzentriert, und die
Ratichianische Lehrkunst gibt es auch noch.

Auch wir haben keinen Generalldsungen anzubieten. Wir sind nach unseren Untersuchungen allerdings
iiberzeugt davon, daBl das Lehr- und Lernmedium Computer, und dabei insbesondere die Computeralgebra-
Systeme, die didaktische Konzeption und die Unterrichtsorganisation stark beeinflussen und verdndern. Diese
These wollen wir in diesem Abschnitt durch Beispiele und Erfahrungen aus Unterrichtsexperimenten
begriinden.

So wie man beim Bau eines Hauses nicht nur Baumaterialien, sondern auch Hilfsmittel, wie etwa Maschinen
oder ein Geriist, und nicht zuletzt auch Konstruktionsanleitungen und Planungsvorschriften braucht, bendtigt
man zum Bau des mathematischen Gebaudes:

Baumaterialien, das sind die mathematischen Inhalte,
Hilfsmittel, also Rechenhilfsmittel wie den numerischen Rechner oder das CAS,

Konstruktionsanleitungen, das sind die didaktischen Prinzipien.

Quellen, aus denen didaktische Prinzipien stammen:

1. Die pddagogische, gesellschaftliche Quelle: Aus den allgemeinen Bildungszielen des Lehrplans, aus der
Bildungs- und Lehraufgabe eines Fachs sowie den fachspezifischen Lernzielen lassen sich
Konstruktionsvorschriften ableiten.

Zu dieser Quelle gehdrt auch die gesellschaftliche und fachwissenschaftliche Diskussion um die Frage nach
der Legitimation des Mathematikunterrichts (siche etwa Arbeiten von B. Buchberger zum White Box/Black
Box-Prinzip [Buchberger, 1993]).

2. Die lernpsychologische Quelle: Theorien wie etwa von J. Piaget, J.S. Bruner oder R.M. Gagne, um nur
einige zu nennen, sind sowohl als Quelle fiir die Findung und Formulierung didaktischer Prinzipien als auch
fiir ihre theoretische Absicherung von grofler Bedeutung.

3. Die Quelle der Empirie: Durch Untersuchung des Unterrichtsgeschehens, des Lehrer- und Schiilerverhaltens,
der Lehr- und Lernprozesse werden bestimmte GesetzmaBigkeiten festgestellt.
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Wir wollen in diesem Buch nicht auf bekannte didaktische Prinzipien, wie etwa das Spiralprinzip oder das
genetische Prinzip niher eingehen (siehe dazu z.B.: [Bruner, 1972], [Claus, 1989] oder [Wittmann, 1981]).

Uns geht es vielmehr um Konstruktionsanleitungen, bei denen das CAS als "Gertist" oder "Baumaschine" eine
wichtige Rolle spielt. Kenner didaktischer Literatur werden allerdings feststellen, daf3 etliche der in diesem
Buch formulierten Prinzipien nur andere Auspriagungen klassischer didakischer Prinzipien sind, was nur die
Universalitdt dieser Konstruktionsanleitungen bestdtigt und uns die theoretische Absicherung erleichtert. So
kann man etwa im White Box/Black Box-Prinzip deutlich Elemente des Spiralprinzips erkennen.

Unsere Absicht in diesem Kapitel ist es, der Bedeutung der neuen 'bautechnologischen Mdéglichkeiten', die sich
aus der Nutzung von CAS ergeben, durch eine andere Formulierung und eine andere Gewichtung und
Sichtweise Rechnung zu tragen.

4.1. Das White Box/Black Box-Prinzip

In impliziter Form wurde dieses Prinzip erstmals auf einem Symposium zum Thema "Symbolic Math in
Education" konstruiert, das im Rahmen der ICME-Konferenz 1984 in Adelaide stattfand. Explizit formulierte es
Prof. Bruno Buchberger, Vorstand des RISC-Instituts an der Universitit Linz (Research Institut for Symbolic
Computation) in einer Arbeit im Jahr 1990. Wie schon in der Einleitung zu diesem Kapitel erwéhnt, findet man
in diesem Prinzip Elemente des Spiralprinzips wieder, aber das Besondere daran ist, daB eine sinnvolle
Realisation dieses didaktischen Konzepts erst bei Nutzung des Computers und insbesondere eines CAS mdglich
ist.

Viele Bereiche der Schulmathematik wurden in letzter Zeit in folgendem Sinn "trivialisiert": Der bendtigte
Algorithmus kann von Maschinen bearbeitet werden. Es ergibt sich daher die Frage, ob man den Schiiler dann
noch mit diesen Problemen quélen soll oder ob man nicht besser Maschinen zur Verfiigung stellen soll, die die
passenden Algorithmen beherrschen [Buchberger, 1992].

In der Diskussion iiber Segen oder Fluch des Einsatzes von Computern und insbesondere von CAS beobachtet
man oft zwei extreme Positionen:

Die 'Traditionalisten’: Der Computer ist eine Gefahr fiir die mathematische Kultur. Das blinde Verwenden von
Werkzeugen verhindert das Verstehen mathematischer Konzepte. 'Basteln’ ist kein brauchbarer Ersatz fiir die
"Anstrengung des Begriffsbildungsprozesses".

Die "Progressiven': Verlieren wir doch keine wertvolle Unterrichtszeit mit Tatigkeiten, die die Maschine besser
beherrscht. Warum soll der Schiiler einen Algorithmus herleiten oder verstehen kénnen, wenn es eine soLve-
Taste gibt? Wir wiirden mehr Raum fiir "kreatives Problemldsen" bekommen.

Wie so oft taugen Extreme nichts. Der sinnvolle Konsens zwischen den beiden extremen Standpunkten lautet:
White Box/Black Box-Prinzip.

Es handelt sich dabei um ein rekursives Modell des Unterrichts, das jeweils in zwei Phasen ablauft:

4.1.1. White Box-Phase: Phase des verstehenden Lernens

Die Schiiler sollen (genetisch oder nach einem wissenschaftsorientierten Ansatz) zu einem Begriff, einem
Algorithmus, einem mathematischen Konzept gefiihrt werden. Die in dieser Phase entwickelten Operationen
sollen ohne Verwendung des Computers, also "zu FufB", vom Schiiler ausgefiihrt werden konnen.
Grundtitigkeiten sollen durch Ubung automatisiert werden.

Der Computer soll nur dort verwendet werden, wo Bereiche fritherer White Box-Phasen als Black Box genutzt
werden, oder allgemeiner, wo er zur Erhellung der aktuellen White Box beitragen kann.

Mogliche Aktivitdten in der White Box-Phase:

- Formulieren eines Problems; Finden einer Vermutung; Entwickeln eines Begriffs; Entwickeln eines
Algorithmus; Beweisen.
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- Rechnen ausreichend vieler Ubungsaufgaben ohne CAS; experimentelles Lernen mit Unterstiitzung des
Computers; CAS-unterstiitztes Nutzen von Black Boxes, die in frilheren White Boxes erforscht wurden.

- Diskussion der Losungsfille, der Grenzen und der Verallgemeinerungsmoglichkeiten der Methode;
eigenstindiges Entwickeln von Modulen, die in der Black Box-Phase als Black Boxes genutzt werden
kdnnen.

4.1.2. Black Box-Phase: Phase des erkennenden und begriindenden Anwendens

Die Schiiler sollen die in der White Box-Phase entwickelten Algorithmen und Konzepte bei praktischen
Problemen oder bei weiteren White Box-Phasen passend einsetzen. Das Bearbeiten des Algorithmus wird dem
Computer als Black Box iiberlassen. Die Schiiler sollen entscheiden, was zu tun ist, eventuell seine
Entscheidung auch begriinden, er muf3 es aber nicht mehr selbst tun.

Die Rekursivitdiit besteht darin, dal man wihrend einer bestimmten White Box-Phase Bereiche, die in einer in
der Hierarchie niedrigeren White Box-Phase verstehend gelernt und entwickelt wurden, als Black Boxes nutzt
usw. Das Gebdude der Mathematik entwickelt sich also als ein System ineinandergeschachtelter White und
Black Boxes.

Wenn dieser Aufbau gelingt, wire die Sorge mancher Mathematiker unbegriindet, Computernutzung wiirde nur
mehr ein unreflektiertes, irgenwann automatisiertes Nutzen von Black Boxes bedeuten, und viele wichtige
mathematische Inhalte wiirden bedeutungslos. Im Gegenteil! Leider erlebt man im traditionellen
Mathematikunterricht, in dem Rechenfertigkeiten oft sehr stark im Mittelpunkt stehen, viel mehr unreflektierte
Black Boxes, als man glaubt. Alle Schiiler wissen zwar in der Differentialrechnung, daB "x’ zu 5.x* wird", aber
nur wenige konnen den Begriff des Differentialquotienten erkldren, deuten oder die Regeln herleiten. Unsere
Untersuchungen haben gezeigt, dall bei Nutzung von CAS mehr Raum fiir White Box-Phasen bleibt und die
Schiiler besser zum eigenstdndigen Lernen in dieser Phase angeleitet werden konnen. Das CAS macht also
wichtige mathematische Inhalte bei Beachtung dieses Prinzips nicht iiberfliissig. Entlastet wird der Schiiler aber
bei komplexen Operationen in der Phase der Anwendung des bisher Gelernten, da das CAS dafiir Black Boxes
anbietet.

Natiirlich sollten nicht alle im Sinne dieses Prinzips verwendeten Black Boxes "absolut schwarze Korper" sein
(siche dazu: Modul Prinzip). Wenn der Schiiler seine Entscheidung fiir eine Black Box begriinden oder die
Ergebnisse der Black Box interpretieren soll, muf3 dafiir gesorgt werden, dall eine gewisse "White-Box-
Kompetenz' erhalten  bleibt, wie =z B. clementare Rechenfertigkeit in der  Algebra,
Strukturerkennungskompetenz, Definition verwendeter Begriffe, Wissen um mogliche Losungsfille usw. Diese
Kompetenz wird nicht von selbst erhalten bleiben, sondern mufl vom Lehrer im Sinne des didaktischen Prinzips
der "Stabilisierung" oder im Sinne des "Spiralprinzips" immer wieder geférdert und gefordert werden.

4.1.3. Das White Box/Black Box-Prinzip in der Algebra

Unser urspriinglicher didaktischer Ansatz war anders: In der White Box-Phase sollte der Computer nicht
verwendet werden. Die Konsequenzen fiir die Algebra wiren gewesen, dafl der Computer friihestens in der 9.
Schulstufe eingesetzt wiirde und daB3 die elementare Algebra in der 6. und 7. Schulstufe 'CAS-frei' wére. Durch
die Experimente in Versuchsklassen der Stufen 6 und 7 haben wir unsere Meinung grundlegend geéndert: Es
hat sich gezeigt, dafl das CAS viele Hilfen bietet, um die Boxes der elementaren Algebra 'white' zu machen. Ein
GroBteil der Beispiele im folgenden Artikel wurde im Rahmen der Experimente in den Versuchsklassen am
Gymnasium Stockerau von G. Razenberger und W. Klinger entwickelt. Eine Sammlung von Aufgaben fiir die
7. bis 12. Schulstufe, die im Rahmen des dsterreichischen DERIVE-Projekts in Versuchsklassen erprobt wurden,
wurde als ACDCA-Report Nr. 2 von den Projektlehrern K. Aspetsberger, K. Fuchs und W. Klinger verdffent-
licht [Aspetsberger, 1994].
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Einteilung des Algebralernens in aufeinanderfolgende white und black Boxes:

WHITE BOX

Genutzte BLACK BOXES

WHITE BOX 1: "Termbox"
Aufstellen von Termen.
Bearbeiten von Termen.
Rechnen mit Termen.

WHITE BOX 2: "Gleichungsbox"

Entwickeln von Strategien zum Ldsen von
Gleichungen.

Aquivalenzumformungen.

WHITE BOX 3: "Gleichungssysteme"

Entwickeln von Strategien zum Ldsen von
Gleichungssystemen.

WHITE BOX 4: "Anwendungsbox"

Nutzen der  Algebrakenntnisse  beim
Problemlosen. ~ White  Box-Aktivititen:
Modellbilden, Interpretieren.

Nutzen des CAS zum Testen und Uben.

BLACK BOX: "Termbox"

Die Termumformungen iibernimmt das
CAS als Black Box.

BLACK BOXES:
"Termbox"

"Gleichungsbox"

Das Termumformen und das Losen
einzelner Gleichungen iibernimmt das
CAS als Black Box.

BLACK BOXES:
"Termbox"
"Gleichungsbox"
"Gleichungssysteme"
"Differentialrechnungsbox"

Usw.

Das Operieren iibernimmt das CAS als
Black Box.

132




4.1.4. Die Termbox

Wie Roland Fischer in seinem Buch "Mensch und Mathematik" [Fischer, 1985, S 47f] ausfiihrt, hat die
elementare Algebra sowohl einen formalen als auch einen inhaltlichen Aspekt. Mathematik lebt sowohl von der
Trennung als auch von der Verkniipfung dieser Aspekte. Auch wenn die tempordre Trennung des Formalen
vom Inhaltlichen eine charakteristische Methode der Mathematik und eine ihrer Stdrken ist, mufl doch kritisiert
werden, daB ein Kennzeichen der klassischen Schulmathematik eine Uberbetonung des formalen Aspekts und
die fehlende Verkniipfung mit dem inhaltlichen Aspekt ist.

Die Verwendung von CAS bietet die Chance, den Lernenden im formalen Bereich Tatigkeiten abzunehmen,
durch Experimentieren und Testen mehr Verstidndnis zu erreichen und somit Kapazititen fiir den inhaltlichen
Bereich und fiir die Verkniipfung des Formalen mit dem Inhaltlichen freizumachen.

Beispiel 4.1: Strukturerkennungstibungen

Verschiedene Untersuchungen, insbesondere die von Giinther Malle [Fischer, 1985, S 59f] bestitigen, dafl zu
den héufigsten Fehlerquellen beim Termrechnen Strukturerkennungsfehler gehdren. Durch das Arbeiten mit
dem CAS gewinnt die Strukturerkennungskompetenz noch mehr an Bedeutung, da der Schiiler vom Ausfiihrer
zum Planer wird, sich also aufgrund der erkannten Termstruktur fiir eine Losungsstrategie entscheiden muf,
bzw. basierend auf seinem Wissen um Termstrukturen einen Term entwikeln muf3. Die bisher durch intensives
Uben von Rechenfertigkeiten erworbene implizite Strukturerkennungskompetenz ist aber bei Verzicht auf
Rechendrill nicht mehr gegeben (oder war, wie viele Untersuchungen zeigen, nie vorhanden), daher mufl man
die Moglichkeiten des CAS zum Erwerb dieser Kompetenz nutzen.

Eine Moglichkeit ergibt sich bei DERIVE durch Markieren von logisch korrekten Teiltermen mit Hilfe der
Cursorsteuerung. Der Schiiler kann durch experimentelles Arbeiten den Autbau des Terms erforschen und
auBerdem wird diese Strukturerkennungskompetenz auch durch eine groBere Zahl von Ubungsaufgaben, die am
Computer leicht moglich sind, verbessert.

1:
d
c - —
m2: e
a+hb
kl-n
d
c - —
®3: [
a+h
kl-n
d
c - —
4 : e
a+h —m—
kl-n
TRANSFER PRINT SCREEN: Printer File Options
Enter option Derive XM
User Free:100x fAlgebral

Abb. 4.1:Strukturerkennungsiibungen
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jl: -]

e
a +
d
c - —
m3: -]
a + b
k1l -n
d
c - —
it -]
a + b
k1l -n

TRAMSFER PRINT SCREEN: Printer File Options

[Enter option
User Free: 100

Derive XM
Algebral

Abb. 4.2:Strukturerkennungsiibungen

d
c - —
ml: e
a+b
kl-n
d
c - —
m2: e
a+b
kl-n
a+hb —m—
k1l-n
d
c - —
4 e
a+hb —m—
k1l-n
TRANSFER PRINT SCREEN: Printer File Options
Enter option
User Free:100x

Derive XM
Algebral

Abb. 4.3:Strukturerkennungsiibungen
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d
c - —
w1 [
a+b
kl-mn
d
c - —
|1 ¥4 [
a+b
k1l-nm
a+h ——
k1l-mn
d
c - —
4 e
a+h ——
kl-mn
TRANSFER PRINT SCREEN: Printer File Options
[Enter option Derive XM
User Free:100x flgebra

Abb. 4.3:Strukturerkennungsiibungen

Didaktisch gesehen es empfiehlt sich, die Terme nicht in einem File anzubieten, sondern vom Schiiler selbst
eingeben zu lassen. Aus der Not der linearen Eingabe wird dabei insofern eine Tugend, als der Schiiler schon
vor der Eingabe eine Strukturentscheidung treffen mufl. Wiahrend er bei der Eingabe in einen numerischen
Taschenrechner seine Strukturerkennungsfehler nicht mehr entdeckt, sieht er bei der Eingabe in DERIVE sofort
die falsche Struktur. Eine weitere bewidhrte BegleitmaBBnahme, die das verstehende Lernen fordert und eine
Verkiipfung zwischen der Strukturerkennungskompetenz und der Grundgesetzerkennungskompetenz herstellt,
ist der Auftrag, die beim Eindringen in die Termstruktur auftretenden Rechengesetze und Grundgesetze als Be-
griindung anzugeben.

4.1.5. Termumformungen

Der Vorteil des CAS in der White Box-Phase besteht darin, da3 der Schiiler selbsttitig Bearbeitungstechniken
erforschen und individuelle Techniken entwickeln kann. Folgende Techniken werden bei der Nutzung des CAS
eingesetzt:

e Unterlegen von Ausdriicken und Teilausdriicken (mit den Cursortasten im Algebrafenster).
e Anwenden von Befehlen auf Ausdriicke und Teilausdriicke (Simplify, Factor, Expand).
¢ Ersetzen komplizierterer Ausdriicke durch einfachere (Manange Substitute).

e Riickfithren von vereinfachten Ausdriicken in die komplexe Form (Manage Substitute).

Beispiel 4.2: Umformen in ein Produkt (*'Faktorisieren™)
Zerlege in Faktoren: (3.m + 1)’ - (2.m - 3)°

Im Sinne des Black Box/White Box-Prinzips kdnnte der Schiiler die Aufgabe zuerst dem Computer iibertragen
und das CAS als Black Box nutzen:

#1: InputMode := Word

#2: CASeMode := Sensitive
2 2

#3: (3m+ 1) - (2 m - 3)
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Mit Factor entsteht folgender Ausdsruck:

#4: (m + 4) (5 m - 2)

Nun versucht der Schiiler, die Black Box "white" zu machen. Die erste Tétigkeit ist eine Strukturerkennung.
Der gegebene Term scheint die Struktur des Typs @’ - b* zu haben. Mit Manage Substitute wird nun der erste
Klammerausdruck durch die Variable AUSDRUCK] erstetzt.

2 2
#5: AUSDRUCK1 - (2 m - 3)

Nun wird (2 m - 3) unterlegt und durch AUSDRUCK? ersetzt.

2 2
#6: AUSDRUCK1l - AUSDRUCK2

Mit Factor wird folgende Formel angewendet: o’ - b* = (a + b)(a - b)

#7: (AUSDRUCK1 + AUSDRUCK2) (AUSDRUCK1 - AUSDRUCK2)

Die Ausriicke aus #4 werden wieder substituiert.

#8: (3m+ 1) + (2m-3)) ((3m+ 1) - (2 m - 3))

Durch schrittweise Vereinfachung mit Simplify entsteht:

#9: (5 m - 2) (3 m+ 1) - (2 m - 3))

#10: (5 m - 2) (m + 4)

Jetzt miiften natiirlich ausreichend viele Ubungen zur Festigung des Gelernten eingesetzt werden, wobei das
CAS den Vorteil bietet, da3 in kurzer Zeit viele solcher Beispiele geiibt werden kdnnen und dafl das CAS zum
Testen und fiir Proben genutzt werden kann.

Beispiel 4.3: Anwenden von Formeln
Ubungen zum Lernziel: Erginzen zu einem vollstindigen Quadrat.

Es geht in dieser Lernsequenz um die folgenden Formeln:

2 2 2
#1: (u + v) =u + 2 UV +V User
2 2 2
#2: (u-v) =u -2uv+yv User
2 2
#3: u - v = (u + v) (u - v) User

Auf Arbeitsblittern werden den Schiilern folgende Aufgaben gestellt, die sie dann mit dem CAS durch
experimentelles Lernen 16sen sollen:

Ermittle a,b,c so, dal3 eine der obigen Formeln paf3t:

2 2
#4: 4 x + a + 25 = (b + ¢) User
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Mit Hilfe von Manage Substitute werden die Variablen durch die vermuteten Ausdriicke ersetzt. Natiirlich geht
es bei selbstdndigem Arbeiten nicht so rasch wie hier, aber gerade die Moglichkeit des Fehlersuchens mit dem
CAS, das Diskutieren iiber Strategien und das Finden eigener Strategien ist in dieser Form nur mit dem CAS
moglich und rechtfertigt den Einsatz in der White Box-Phase.

2 2
#5: 4 x + 20 x + 25 = (2 x + 5) Sub (#4)

Einige Testmoglichkeiten: Faktorisieren des linken Ausdrucks:

2 2
#6: (2 x +5) = (2 x + 5) Fctr (#5"')

Ldosen der Gleichung nach der Variablen x:

#7: x = @1 Solve (#6)

Natiirlich sollte man auch Aufgaben stellen, die nicht so reibungslos funktionieren:

2 2
#13: 4 x + 2 xy +a = (b + ) User

2 2 2
#14: 4 x + 2 xy +y = (2 x + V) Sub (#13)

Die Testmdglichkeiten mit Factor oder Expand zeigen, da3 die Vermutung falsch ist:

2 2 2
#15: 4 x + 2 xy +y = (2 x + V) Fctr (#14)
2 2 2 2
#16: 4 x + 2 XYy +Yy =4X +4xXxYy+Y Expd (#15")

Das CAS hilft, die richtige Losung zu finden:

#17: 2 xy = 2 (2 x) ¢ User

#18: ¢ = — Solve (#17)

Man beobachtet wieder: Die Haupttétigkeit des Lernenden besteht im Formulieren von Vermutungen und im
Testen.

2
2 v Yy 12
#19: 4 X + 2 X YV + = [2 X + ———} Sub (#13)
4 2
2 2
2 v 2 v
#20: 4 x + 2 Xy + =4 x +2xYy + Expd (#19)
4 4

4.1.6. Die Gleichungsbox

Wenn man im Sinne des von Roland Fischer [Fischer, 1985, S 63ff] vorgeschlagenen Wegs in den Schulstufen
5 und 6 den Formalismus des Gleichungsldsens vorsichtig aus inhaltlichen Uberlegungen heraus entwickelt hat,
so ist es spitestens in der 7. Schulstufe notwendig, jenen Schritt zu tun, der eine der groBen Stirken der
Mathematik ist, ndmlich die Trennung des Formalen vom Inhaltlichen. Ich halte dabei die Idee der
Aquivalenzumformung nach wie vor fiir die wirkungsvollste Strategie, weil sie fiir die Schiiler eine weit iiber
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das Losen linearer Gleichungen hinaus bedeutsame heuristische Strategie darstellt: "Unter Einhaltung
bestimmter Spielregeln auf beiden Seiten dasselbe tun."

Die grofle Chance, die sich aus der Verwendung von CAS ergibt, besteht darin, da3 der Schiiler seine
individuellen Strategien durch experimentelles Lernen selbst entdecken kann. Untersucht man Schiilerfiles, so
kann man selbst in der Priifungssituation erkennen, daB3 von einem "algorithmischen Gehorsam", wo jeder
Schiiler den vom Lehrer vorgestellten Weg nachvollzieht, bei Einsatz des CAS nichts mehr zu sehen ist.

Einsatzmdoglichkeiten des CAS in der Gleichungs-White-Box:

e Schrittweise Durchfiihrung von Umformungen. Dabei konnen die beiden Seiten der Gleichung entweder
einzeln oder gleichzeitig bearbeitet werden. Bei DERIVE kann die Gleichung oder Teile davon mit F3 oder
F4 in den Editor geholt und bearbeitet werden.

e Analyse und Interpretation der dabei entstehenden neuen dquivalenten Gleichung. Eventuell Riickfiihren in
die urspriingliche Form als Probe.

e Vergleichen verschiedener Aquivalenzumformungen, Finden der individuell am geeignetsten Strategie.
Erkennen falscher bzw. unwirksamer Strategien.

o Sténdiges begleitendes Testen, Probe durch Einsetzen vermuteter Losungen ohne groflen Rechenaufwand.

e Herstellen einer Querverbindung zum Funktionsbegriff: Visualisierung der Aquivalenzumformung.
Veranschaulichen der Konsequenz nicht dquivalenter Umformungen.

Beispiel 4.4: Vergleichen von Umformungsstrategien

Die Window-Shuttle-Technik (siche Kap.4.4) erlaubt noch dazu das parallele Arbeiten in verschiedenen
Fenstern, in diesem Fall das Vergleichen der Wirksamkeit verschiedener Losungsstrategien.

1 5
X
#1: 3 - — =1
5 X
#1: 3- — =1
X 5
#Z: [3——:1]—:
5 X
#2: [——=1]§
X 5
#3: - — = -2
5 #3: 15 -x =5
I
x x
#1: 3 - — =1 #1: 3 - — =1
5 5
X X
#2: [3——=1]+n #2: [——=1 + 8
5 5
X 4 x
#3: 3 = — + 1 #3: + 3 =x+1
5 5

TRANSFER PRINT SCREEN: File Options

Enter option
User Free:100x Derive Algebral

Abb. 4.4:Gleichungsbox

Wie im Fenster 4 zu sehen ist, kann der Schiiler auch die Unwirksamkeit falscher Strategien erkennen, was er
beim Arbeiten auf Papier wahrscheinlich nicht bemerken wiirde. Dort fiihrt z.B. bei der Gleichung 3.x = 12 die
Strategie "auf beiden Seiten 3 subtrahieren" zum falschen Ergebnis x = 9, beim Arbeiten mit dem CAS dagegen
zu3x-3=9.

Beispiel 4.5: Visualisierung von Aquivalenzumformungen
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Deutet man eine Gleichung der Form L(x) = R(x) als Schnitt zweier Funktionen L und R, so kann man durch

"Shutteln" zwischen einem Algebra- und einem Grafikfenster die Konsequenzen von Aquivalenzumformungen
beobachten.

Durch die Beobachtung gemeinsamer Eigenschaften der Graphen der Zeilen #2 und #4 in der folgenden
Abbildung kommt man zum SchluB: Der Schnitt erfolgt stets an der Stelle x=1. Die Uberpriifung erfolgt auch
durch Zeichnen von [1,f] (Zeile #5). Im Algebrafenster konnte man dann noch die Probe fiir die aus dem
Grafikfenster gewonnene Vermutung machen (Abb.4.6 und Abb.4.7).

Z
yl4
1
#l: x
#2: Zx-1=-x+2 -1 i} 4 3
#3: Ex-1=-x+2)+1
#1: 2x =3 -x -
#9: [1, t1
TRANSFER PRINT SCREEN: Printer File Options
Enter option Derive XM
Uszer Free:100x Ins Algebral

Abb. 4.5 Visualisierung von Aquivalenzumformungen

Bei weiteren Aquivalenzumformungen kommt man zum selben Ergebnis:

1 Z
yl4
]
#1: "Aguivalenzunformungen”
#2: 2x-1=-x+2
2
#3: @ x-1=-x+2)+1
#1: 2x =3 -x
1
1, t1
#6: (2 x =3 -x) +x x
#?: 3 x =3 -1 i} 2 3
IJx=3
#: — -1
3
#3: x =1
TRANSFER PRINT SCREEN: Printer File Options
Enter option Derive XM
Cross x:1 y:1.0156 Scale x:1 y:1 2D-plot]

Abb. 4.6:Visualisierung von Aquivalenzumformungen
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Auch die Folgen nicht dquivalenter Umformungen konnen im Grafikfenster beobachtet werden, wie etwa die
Multiplikation mit x oder das Quadrieren der Gleichung (Abb.4.8 und Abb.4.9).

2
yl4
3
2 +
E 3 i u i va lenzunf ormungen”’ ' 1
#2: 2x-1=-x+2
x
#3: [1, t]
-1 i} 3
#1: (Ex-1=-x+2)x
#3: x @ x-1) =x (2 - x) ' -1
2 2
#6: 2x - x=2x-Xx
TRANSFER PRINT SCREEN: Printer File Options
Enter option Derive XM
User Free:100x Ins fAlgebral

Abb. 4.7:Visualisierung von Aquivalenzumformungen

s
I 2
y
10
8
| S "riqu i va lenzumf ormungen’
6
#Z: 2x-1=-x+2
2
#: EZx-1=-x+2) ) 4
2 2
#5: (2 x-1) = (x-2)
2 2
#o: 4 x -4x+1=x -4x+4
X
#3: [1, t1
-2 6
#7: [-1, t]
TRANSFER PRINT SCREEN: Printer File Options
Enter option Derive XM
User Free:100 filgebral

Abb. 4.8:Visualisierung von Aquivalenzumformungen

Von didaktischer Bedeutung ist bei dieser Vorgangsweise auch die bei den neuen DERIVE-Versionen mogliche
"Lehrerschnittstelle":
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Der Lehrer kann das Menii auf die Lernentwicklung der Schiiler abstimmen und entscheidet, welche
Einstellungen im Hauptmenii erscheinen. So bietet man in der White Box-Phase der elementaren Algebra etwa
nur die Befehle Simplify, Expand, Factor, Manage Substitute, Approx und Plot an, nicht aber soLve. An man-
chen Schulen, die am CAS-Projekt beteiligt sind, gibt es im Netz des EDV-Raums schon Meniivoreinstellungen
fiir die einzelnen Lernstufen von der 7.bis zur 12. Schulstufe. Im Kapitel 5.2.2 wird darauf noch néher
eingegangen.

4.1.7. Die Box: Gleichungssysteme
Im Sinne des White Box/Black Box-Prinzips sollten in der White Box-Phase folgende Ziele angestrebt werden:

- Den Begriff des linearen Gleichungssystems erldutern konnen. Den Begriff der Losungsmenge erldutern und
verschiedene Losungsmengen deuten kdnnen.

- Losungsalgorithmen entwickeln und erkldren kdnnen.

- Die entwickelten Algorihmen fiir einfache Félle 'zu Fuf}', d.h. ohne Computereisatz anwenden konnen.
- Modellbilden: Gleichungssysteme aufstellen konnen.

- Losungsmengen interpretieren konnen.

- Den Losungsalgorithmus des CAS anwenden kénnen.

Lineare Gleichungssysteme in der 8.Schulstufe:

Natiirlich kann man die iiblichen Losungsalgorithmen, wie etwa die grafische Losung, das Einsetzungs- oder
das Gleichsetzungsverfahren usw. auch an Hand einfacher Beispiele "zu FuB}" behandeln. Hier sollen an
Beispielen einige Argumente angefiihrt werden, die fiir den Einsatz von CAS auch in dieser Phase sprechen.

Beispiel 4.6: Losungsverfahren fiir Gleichungssysteme
Grafisches Losen:

Behandeln vieler Aufgaben in relativ kurzer Zeit. Konzentrieren auf das Wesentliche des Ldsens, Untersuchen
verschiedener Losungsfille. Keine Ablenkung durch Nebentitigkeiten, wie Aufstellen von Wertemengen. Ex-
perimentelles Entdecken der Losung durch "Wandern auf den Geraden im Trace-Modus von DERIVE". Nutzen
der Zoom-Maoglichkeit. GemélB der Window-Shuttle-Technik: Pendeln zwischen dem Algebra- und Grafikfen-
ster, Beobachten von Konsequenzen algebraischer Operationen im Grafikfenster.

Einsetzungsverfahren (Substitutionsverfahren):
#1: 3.x -y =5 User

#2: 2.x + 3.y = 7 User

Die Auflésung der Gleichung #1 nach y erfolgt mit dem CAS als Black Box.

#3: y = 3.x - 5 Solve (#1)

Die Tétigkeit des Substituierens wird durch die Nutzung der entsprechenden DERIVE-Optionen, wie etwa das
Verwenden von Manage Substitute, bewulit wahrgenommen. Der Schiiler entscheidet die Operation, fiihrt sie
aber selbst nicht aus.

#4: 2.x + 3.(3.x - 5) =7 Sub (#2)

Wieder tibernimmt das CAS Lerninhalte fritherer White Boxes als Black Box
#5: x = 2 Solve (#4)

#6: y = 3.2 - 5 Sub (#3)
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Gleichsetzungsverfahren:

#1: 3.x -y =5 User
#2: 2.x + 3.y =7 User
#3: y = 3.x - 5 Solve (#1)
7 - 2.X
#4: y = ——mm8 Solve (#2)
3

Das bewuBt durchgefiihrte "gleich - Setzen" erfolgt bei DERIVE durch Verwendung der Funktionstasten F3 bzw.
F4, mit denen markierte Ausdriicke in die AUTHOR-Zeile kopiert werden kénnen. Dadurch wird die neue
Gleichug durch Gleichsetzen zweier Terme gebaut. Das Losen dieser Gleichung kdnnte im Sinne des White
Box/Black Box-Prinzips vom CAS als Black Box iibernommen werden. Eine andere Mdoglichkeit wire die
Verwendung des Build-Befehls, dessen Name schon seine Moglichkeiten beschreibt.

7 - 2.%X
#5: 3.x - 5 = —— User
3
#6: x = 2 Solve (#5)
#7: y = 3.2 - 5 Sub (#3)
#8: vy =1 Simp (#7)

Additionsverfahren (Eine Vorform des Gaufschen Eliminationsverfahrens):

Wie schon in der Gleichungsbox ausgefiihrt konnte sich der Schiiler auf das Entscheiden der Strategie konzen-
trieren und die Ausfiihrung der Aquivalenzumformungen der beiden Gleichungen dem CAS iiberlassen.

Losen mit dem CAS:

Bei Verwendung von DERIVE wird das Gleichungssystem als Vektor eingegeben. Mit soLve erhdlt man sofort
die gesuchte Losung.

Lineare Gleichungssysteme in der 10. Schulstufe

Eine wesentliche Idee des Spiralprinzips besagt, daf eine Box, die in der 8. Schulstufe einmal "white" war, danach
nicht fiir immer "black” bleiben muB, oder besser gesagt nicht "black" bleiben soll. In Osterreich steht im Lehrplan
der 10. Schulstufe des Realgymnasiums das Thema "Matrizen". Bis jetzt wurde es sehr stiefmiitterlich behandelt.
Durch Nutzung des CAS konnte es einen wesentlich hoheren Stellenwert bekommen, da die aufwendige
Rechenarbeit beim Rechnen mit Matrizen das CAS iibernehmen konnte. Zusitzlich kann dieses Kapitel fiir eine
White Box-Phase zum Erforschen des GaufB3schen Eliminationsverfahrens genutzt werden. Somit wird das Thema
"Losen von Gleichungssystemen" in verschiedenen Altersstufen auf verschiedenen Exaktheitsniveaus behandelt.
Der Unterschied zum traditionellen Spiralprinzip besteht im Nutzen des CAS einerseits zur Erhellung der neuen
White Box und andererseits als Rechenhilfe bei Verwendung von Inhalten fritherer White Box-Phasen.

Entsprechend der am Beginn der Box "Gleichungssysteme" formulierten Grobziele wiren die Feinziele dieser
White Box-Phase [Lehmann, 1990]:

-Kenntnisse iiber das Rechnen mit Matrizen beim Losen von Gleichungssystemen anwenden kdnnen.

-Die Zielsetzung des Gaull Algorithmus erlédutern konnen und die Losung schrittweise mit Hilfe von DERIVE-
Operationen fiir Matrizen berechnen konnen. Zwischenergebnisse deuten konnen. Die Auswirkung der DERIVE-
Befehle und den dazugehorigen Algorithmus deuten konnen.

- Die Umformung des Gleichungssystems mit dem Derive-Befehl row_reduce durchfiihren kénnen.

- Das bei den "GauB3schen" Umformungen entstehende Endschema auswerten kénnen.

143



- Das Ablesen der Losungsmenge aus dem Endschema begriinden kénnen.

4.1.8. Die Anwendungsbox

In dieser Box ist das Thema der White Box: Schulung des Problemlosens. Dabei konnen die in fritheren White
Box-Phasen erworbenen Kenntnisse im Bereich von Algebra oder Analysis unter Nutzung des CAS als Black Box
eingesetzt werden. Bisher war in der Anwendungsphase (sofern sie {iberhaupt vorhanden war) der Schwerpunkt
der Schiilertétigkeit das Rechnen. Nun kann gerade das Operieren dem CAS iibertragen werden und das Modell-
bilden sowie das Interpretieren gewinnen an Bedeutung.

Beispiel 4.7: Eine klassische Aufgabe in traditionellen Schulbiichern

Von einer Polynomfunktion 3. Grads kennt man den Tiefpunkt T(2/-1) und den Wendepunkt W(1,2). Ermittle die
Funktionsgleichung, diskutiere die Funktion und fertige eine Zeichnung an.

Bisher war die Hauptarbeit zur Ermittlung der Funktionsgleichung das Losen des zugehodrigen Gleichungssystems.
Das iibernimmt jetzt das CAS als Black Box. Die Tatigkeit des Schiilers konzentriert sich auf das eigentliche Ziel
dieser Analysisaufgabe: Das Modellbilden.

3 2
#1: F(x) := ax + bx + c'x + d User
d q1 2
#2: [—} F(x) = 3-a-x + 2-b'x + C User=Simp (User)
dx
d q2
#3: [—} F(x) = 6-a-x + 2-b User=Simp (User)
dx
2
#4: Fl(x) := 3-a*x + 2'b'x + cC User
#5: F2(x) := 6-a-x + 2+'b User

Die eigentliche Modellbildungstatigkeit besteht im ermitteln der Zeile #6:

#6: [F(2) = -1, F(1) = 2, F1(2) = 0, F2(1) = 0] User

Das Losen tibernimmt das CAS:

3 9
#7: [a = —, b=- —, c =0, d= 5i| Solve (#6)
2 2

Diese Aufgabe haben wir nicht ausgewéhlt, weil wir sie in einem computerunterstiitzten Mathematikunterricht der
Zukunft fiir so wichtig halten, sondern um zu zeigen, wie sich die Schwerpunkte verschieben, und was von den
bisherigen Schiilertétigkeiten iibrig bleibt.

4.1.9. Zusammenfassung: CAS in der Algebra

Im traditionellen Mathematikunterricht ist wahrscheinlich in allen Lindern der Welt die Rechenfertigkeit das
dominierende Ziel. Immer dann, wenn in der Geschichte der Mathematik neue Rechenhilfsmittel oder neue
Rechenverfahren entwickelt wurden, mufite die bis dahin forcierte Kalkiilkompetenz tiberdacht werden. Nun sind
wir wieder an so einem entscheidenden Punkt der mathematischen Entwicklung angelangt: Die Nutzung des
Computers und insbesondere der Computeralgebra-Systeme verlangt ein Uberdenken der bisher im Mittelpunkt
stehenden Rechenfertigkeiten.

Folgende Kompetenzen haben sich bei unseren Experimenten als wichtig erwiesen -man konnte von einer
algebraischen Allgemeinbildung sprechen:

Strukturerkennungskompetenz:
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Sie ist bei der Entwicklung eines Terms, bei der Eingabe und bei der Entscheidung fiir eine bestimmte
Operation aber auch beim Interpretieren und Testen von Ergebnissen notwendig.

Aquivalenzerkennungskompetenz:

Besonders zu beachten ist die Schnittstelle Operieren - Interpretieren: Der Schiiler muB3 Ergebnisse
interpretieren, die er nicht selber produziert hat. Oft liefert das CAS unerwartete Resultate und der Schiiler weil3
nicht, ob sie zu seinen erwarteten Ergebnissen dquivalent oder von diesen verschieden sind. Auch die
individuellen Ergebnisse verschiedener Schiiler beim experimentellen Lernen miissen oft in bezug auf
Aquivalenz iiberpriift werden. Daher miissen die Schiiler Teststrategien zur Steigerung dieser Kompetenz
entwikeln.

Grundgesetzanwendungskompetenz:

Gerade das White Box/Black Box-Prinzip erfordert diese Begriindungskompetenz in der White Box-Phase als
wesentlichen Bestandteil des verstehenden Lernens.

Elementare Kalkiilkompetenz:

Einig sind wir nur, daB eine solche Kompetenz nach wie vor auch bei intensiver Nutzung von CAS notwendig
ist, da ja sonst auch die Entscheidung fiir ein bestimmtes Modell, fiir eine bestimmte Operation oder fiir einen
bestimmten Beweisschritt nicht moglich wire. Wie aber diese Kompetenz im Detail aussieht, wissen wir noch
nicht. Das wird Gegenstand vieler Untersuchungen und Diskussionen sein.

Testkompetenz:

Gerade bei dem durch die Verwendung von CAS moglichen experimentellen Lernen wird das Testen eine
zentrale Tatigkeit. Auch die verstirkte Bedeutung des Modellbildens und des Interpretierens erfordert diese
Kompetenz. Eine unstrukturierte Versuch und Irrtumsmethode fiihrt aber kaum zum Ziel. Es ist die bewufte
Aneignung heuristischer Teststrategien seitens der Schiiler notwendig.

Visualisierungskompetenz:

Das Prinzip der Anschaulichkeit ist nicht neu. Ohne Computer war das Veranschaulichen aber oft sehr
aufwendig. Die Verwendung von CAS bietet fiir den Erwerb und die Nutzung dieser Kompetenz vollig neue
Moglichkeiten. Visualisieren mit dem CAS ist nicht nur ein Beitrag zu einem besseren Verstindnis, sondern
stellt auch eine neue Form des Operierens dar und erlaubt ein besseres Interpretieren von Ergebnissen.

4.2.  Das Black Box/White Box-Prinzip

Wie schon der Name sagt werden beim Unterrichten nach diesem Prinzip die White und die Black Box-Phase
vertauscht. Unterstiitzt vom CAS als Black Box erforscht der Schiiler einen ihm nicht bekannten Bereich der
Mathematik durch experimentelles, aktives Lernen und kommt zu Vermutungen, welche in der folgenden White
Box-Phase abgesichert werden.

Bei dieser Arbeitsweise erweist sich das CAS als ein vollig neues Medium fiir den operativen Mathematikunter-
richt. Der Schiiler kann mit Hilfe des CAS als "Expertensystem" real und gedanklich operieren, er kann durch
experimentelles Arbeiten zu Einsichten kommen.

4.2.1. Lernphasen bei Anwendung des Black Box/White Box-Prinzips:

Phase 1: Black Box-Phase

Der Schiiler erforscht einen ihm unbekannten Bereich der Mathematik mit Hilfe des CAS als Black Box durch
Experimentieren, wie zum Beispiel:

- Einen neuen Algorithmus durch Ausfiihren mit dem CAS als Black Box und durch experimentelles
Zuriickfiihren auf Bekanntes.

- Beispiel: Entdecken und Erforschen der Kettenregel beim Differenzieren.
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- Eine Operation oder eine Funktion, die das CAS zur Verfiigung stellt (z.B.: DIFFERENTIATE, LIMES,
TAYLOR, VECTOR, usw.).

- Beispiel: Erforschen der Eigenschaften und Auswirkungen der Taylorfunktion von DERIVE in der Black
Box-Phase als Vorbereitung auf die Taylorreihenentwicklung in der White Box-Phase [vgl. Barzel, 1991].

- Ein Black Box Modul, den der Lehrer entwickelt hat.

- Ein vom Schiiler bearbeitetes File, in dem die vom CAS als Black Box ausgefiihrten Operationen hinterfragt
werden ("was der Computer kann, kénnen wir auch").

- Beispiel: Siehe "White Box/Black Box-Prinzip in der Algebra": Am Beginn der White Box-Phase
verwendet der Schiiler die Befehle Factor, Expand oder soLve und erforscht danach die Auswirkung der
Befehle durch Experimentieren.

Typische Arbeitsweisen:

- Ausfiihren von noch unbekannten CAS-Befehlen

- Untersuchen der Auswirkungen der Befehle

- Wechsel der Darstellungsform (Algebra-, Grafikfenster)
- Zurickfiihren auf Bekanntes

- Betrachten von Sonderfillen

- experimentelles schrittweises Nachvollziehen von BLACK BOX - Operationen, wie etwa soLve oder
Simplify, durch Nutzen bekannter Operationen, wie Expand oder Factor.

Phase 2: White Box-Phase

Durch das operative Bearbeiten der Black Box soll der Schiiler zu Einsichten iiber die zugrundeliegenden
mathematischen Begriffe, Algorithmen oder Theorien kommen. Die in der Black Box-Phase gewonnenen Ver-
mutungen sollen nun in der White-Phase begriindet und abgesichert werden. Ausreichendes Uben, vielfiltiges
Anwenden, Begriinden und Beweisen sollen die White Box stabilisieren. In weiteren, in der Spirale folgenden
Phasen konnen dann die Inhalte dieser White Box als Black Box genutzt werden.

Beispiel 4.8: Die Kettenregel beim Differenzieren

Voraussetzungen sind Kenntnis der Begriffe: "Verkettung von Funktionen", Grenzwert reeller Funktionen,
Differenzenquotient, Differentialquotient. Differentiationsregeln fiir Potenzfunktionen und Polynomfunktionen.
Black Box-Phase

2 5
#1: (3.x + 7) User

LaBt man Schiiler "demokratisch" Ergebnisse der Ableitung dieser Funktion vermuten, so finden sich am
hiufigsten die Antworten: 5.(3.x°+ 7)* und 5.(6.x + 7)".

d 2 5
#2: — (3:x + 7) Dif (#1,x)
dx

Bei Nutzung des CAS als Black Box ergibt sich fiir viele Schiiler ein unerwartetes Ergebnis:

2 4
#3: 30.x.(3.x + 7) Simp (#2)

Nun stellt sich die Frage, wie dieses Ergebnis zu erkléren ist, oder besser gesagt, welche Regel dahinter steckt.
Ein erster Schritt ist hdufig die Anwendung der heuristischen Regel: "Fiihre auf Bekanntes zuriick". Bekannt ist
die Ableitung von Polynomfunktionen. Mit Expand erreicht man diese Zuriickfiihrung:
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Expd (#1)
10 8 6 4 2
#4: 243-x + 2835-x + 13230-x + 30870-x + 36015-x +16807

Die Ableitung konnte der Schiiler selbst ausfiihren, im Sinne des White Box/Black Box-Prinzips kann die
Arbeit aber auch dem CAS iiberlassen werden.

Dif (#4,x)
d 10 8 6 4 2

#5: — (243-x +2835-x +13230-x +30870-x +36015-x +16807)
dx

9 7 5 3
#6: 2430-x +22680-x +79380-x +123480-x +72030-x Simp (#5)

Dieser Ausdruck ld6t natiirlich noch keine Schliisse auf Regeln zu. Erst durch Faktorisieren erhdlt man die
Bestétigung, dall auch bei Zuriickfiihren auf Bekanntes dasselbe Ergebnis erhalten wird.

2 4
#7: 30.x.(3.x + 7) Fctr (#6)

Um zu einer Vermutung fiir eine Regel zu kommen, definiert man eine "termlose" Funktion G(x)
#8: G(x) := User

und differenziert mehrere zusammengesetzte Funktionen:

d 2
#9: — G(x) User
dx
d
#10: 2-G(x) -— G(x) Simp (#9)
ax
d
#11: — SIN(G(x)) User
dx
d
#12: COS(G(x)) -— G(x) Simp (#11)
dx
d
#13: — V(G (x)) User
dx
d
— G(x)
#14: dx Simp (#13)
2-V(G(x))

Die Ergebnisse haben alle etwas gemeinsam: Das Produkt aus der Ableitung der"duBeren" Funktion und der
Ableitung der "inneren" Funktion G.
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Versucht man noch weiter zu verallgemeinern, das heif3t, definiert man auch die &duere Funktion F' "termlos",
so erhélt man wieder ein iiberraschendes Ergebnis in Form eines Limes, der dann in der White Box-Phase
hinterfragt werden kann:

#15: F(x) := User
d
#16: — F(G(x)) User
dx
d d
#17: [— G(x)]‘ lim F(@l) Simp (#16)
dx @l->G(x) d @l

Auch der Ersetzen von G(x) durch die Variable z und das Ableiten von F(x) nach x kann als Vorbereitung auf
die White Box-Phase dienen:

#18: z := G(x) User
d

#19: — F(z) User
dx
d d

#20: [— G(x)]' lim F(@2) Simp (#19)
dx @2->G(x) d @2

White Box-Phase

Nun ist der Boden bereitet fiir die theoretische Absicherung der gewonnenen Vermutung. Dafiir gibt es in der
Schulbuchliteratur geniigend Vorschlidge. Der Unterschied zum traditionellen Unterricht besteht eben darin, dafl
der Schiiler schon durch aktives Lernen zu einer Vermutung gekommen ist, also in diese White Box-Phase
schon etwas mitbringt und somit die Idee in der exaktifizierenden Phase viel besser verstehen wird wie wenn
die theoretische Phase am Anfang des Lernprozesses stehen wiirde. Ein weiterer Unterschied ergibt sich aus der
Maoglichkeit, das CAS auch in dieser Phase beim Operieren als Black Box zu nutzen, wodurch sich der Schiiler
auf das Wesentliche, ndmlich auf die logischen Schritte zur Herleitung der Regel konzentrieren kann.

4.3. Das Modulprinzip

Der Modulgedanke ist eine fundamentale Idee der Informatik, die von den CAS iibernommen wurde. CAS
werden selbst meist modulhaft geliefert: als Kernel und Packages. Man kann weitere
Packages/Module/Utility-Files dazuschreiben, in Zeitschriften werden solche stindig veréffentlicht, auf
offentlichen Fileservern sind sie massenhaft zu finden.

Ein CA-Modul kann als die konsequente Weiterentwicklung jener kurzen Programme (short programs — meist
in Basic, Pascal oder Logo) angesehen werden, die etwa seit der zweiten Hilfte der achziger Jahre verstérkt
Einzug in den Mathematikunterricht gehalten haben. Diese Art von Programmen ist auch auf den
Begleitdisketten fast aller géngigen osterreichischen Mathematiklehrbiicher zu finden, und oft sind Quelltexte
auch direkt in den Lehrbuchtext eingearbeitet. Sie dienen vielfach Visualisierungszwecken oder zur Implemen-
tationen der meist kurzen Algorithmen, die aber fiir den Taschenrechner zu aufwendig wiren.
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4.3.1. Was ist ein Modul?

Unter Modularitdt versteht man, grob gesprochen, die Anwendung des Baukasten-Prinzips bei
Problemléseprozessen. Der Modulgedanke hat viele Quellen. Die zwei bekanntesten seien hier angefiihrt.
R.Descartes fa3it im "Discours de la méthode" das Wesentliche an der damals entstehenden Naturwissenschaft
in vier Vorschriften zusammen:

- Die erste besagt, niemals eine Sache als wahr anzuerkennen, von der ich nicht evidentermafBen erkenne, daf3 sie
wahr ist: d.h. Ubereilung und Vorurteile sorgfiltig zu vermeiden und iiber nichts zu urteilen, was sich meinem
Denken nicht so klar und deutlich darstellte, daf3 ich keinen Anlaf3 hitte, daran zu zweifeln.

- Die zweite, jedes Problem, das ich untersuchen wiirde, in so viele Teile zu teilen, wie es angeht und wie es
notig ist, um es leichter zu 16sen.

- Die dritte, in der gehdrigen Ordnung zu denken, d.h. mit den einfachsten und am leichtesten zu
durchschauenden Dingen zu beginnnen, um so nach und nach, gleichsam iiber Stufen, bis zur Erkenntnis der
zusammengesetztesten aufzusteigen, ja selbst in Dinge Ordnung zu bringen, die natiirlicherweise nicht
aufeinander folgen.

- Die letzte, iiberall so vollstindige Aufzihlungen und so allgemeine Ubersichten aufzustellen, daB ich
versichert wire, nichts zu vergessen. [Descartes, S.311]

Verbirgt sich nicht in Punkt zwei und drei der Descartesschen analytischen Methode bereits vollstindig das, was
wir heute Top-Down-Methode bzw. Bottom-Up-Methode nennen? Und stehen nicht am Ende dieser Teilung eines
Problems kleinste Einheiten, einzelne Bausteine, die wir als Module bezeichnen konnen? Diese Module sind also
einerseits Endprodukt einer intensiven Auseinandersetzung mit einem Problem, einem Ausschnitt aus der uns
umgebenden Realitdt. Andererseits sind sie aber auch Ausgangspunkt eines konstruktiven Prozesses, bei dem aus
diesen kleinsten Wissenspaketen wieder groflere Einheiten, grolere Module zusammengesetzt werden konnen.

H.J.Vollrath sieht auch in den Elementen des Euklid bereits Ansétze zum Modulgedanken, wenn er schreibt: "Hier
wird also gar nicht mehr auf die Konstruktionen der Postulate zuriickgegriffen, sondern nur noch auf bereits geloste
Aufgaben, die man als "Bausteine" verwendet. Betrachtet man Konstruktionsbeschreibungen als Algorithmen,
dann benutzt Euklid also bereits Module" [Postel/Kirsch/Blum, 1991, S.220].

Von besonderer Bedeutung und zu auBlerordentlicher Bliite gekommen ist die Methode der Modularisierung
natiirlich in der Informatik. Nach J.Ziegenbalg [Ziegenbalg,1984,S.404ff] meint hier Modularisierung ins-
besondere:

- Zerlegung eines komplexen Problems in einfache, iiberschaubare Bestandteile (Module). Jedes Modul sollte
nach Moglichkeit eine gewisse eigenstindige Bedeutung haben.

- Bearbeitung und Losung der einzelnen Teilprobleme.
- Zusammensetzung der Teillosungen zu einer Gesamtlosung des Ausgangsproblems.

Fir die Mathematik hat W. Dorfler [Dorfler, 1991, S.71f] zwei wesentliche Aspekte des Modulgedankens
herausgearbeitet und dabei auch auf die weitreichenden Konsequenzen fiir den Mathematikunterricht
hingewiesen.

Demnach konnen wir Module auffassen als Wissenseinheiten,
- in denen (komplexes) Wissen komprimiert wird, und
- in denen Operationen durch diese Kapselung als Ganzes abrufbar und einsetzbar werden.

"Das Modul entspricht einem als kognitive Einheit aufrufbaren kognitiven Schema, das zu seiner Verwendung
nicht weiter aufgelost werden muf3, weil geniigend "kondensierte" Erfahrung mit der kognitiven Tétigkeit des
Schemas vorliegt". [Dorfler, a.a.0.]

Module haben sicher kognitive Entlastungsfunktion, sie tragen zur Reduktion der Komplexitét bei, indem sie
Abldufe, Titigkeiten, komplexes Wissen als FEinheit handhabbar machen und wie H.G.Weigand
[Weigand, 1993, S.431] ergédnzt, wird "erst durch modulares Arbeiten ... ein effizientes kalkiilhaftes Arbeiten er-
moglicht".

Dorfler weist auch darauf hin, daB "der »erwachsene« Mathematiker ... gewisse Wissensblocke als Muster,
Vorlagen (templates) in seinem Denken zur Verfligung (hat), er kennt von diesen die Einsatz- und Verwendungs-
moglichkeiten und kann sie flexibel in Problemloseprozessen einsetzen. Als Beispiele solcher Module kann man
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benennen: Diagonalverfahren, vollstindige Induktion, Lemma von Zorn, Auswahlaxiom; aber auch: Ableitung,
Riemann Integral, lineare Abbildung usf."

Es muB hier angefiigt werden, daB3 nicht nur bei den erwachsenen Mathmatikern, sondern auch im Unterricht bei
den »jungen« Mathematikern immer schon solche Module verwendet wurden und werden. In ganz selbstver-
standlicher - ja trivialer Weise - etwa, wenn die fortgesetzte Addition zum Modul der Multiplikation
zusammengefalit oder die fortgesetzte Multiplikation zum Modul der Potenz erhoben wird. Aber natiirlich kann
auch das Losen einer Gleichung, der Ableitungskalkiil oder die Bestimmung von Extremwerten als Modul
angesehen werden.

Durch die "Kapselung" von Wissen kann dieses in Form von Elementen, Einheiten, Objekten (vgl. 2.5.2,
Bereitstellung neuer Sprachelemente) oder "Bausteinen" in den ProblemloseprozeB eingebaut werden. Die
besondere Bedeutung der "Einkapselung" von erworbenem Wissen fiir den Mathematikunterricht liegt in der
Verdnderung und Reorganisation mathematischer Tétigkeiten. Diese Reorganisation 148t sich in drei Schritten
beschreiben.

Schritt 1: Verstehen, Strukturieren, Aufspiren von Wissenseinheiten

Am Beginn steht das Verstehen. Ein bearbeiteter Problembereich, ein Unterrichtsthema, ein Projekt, ein
mathematisches Teilgebiet mufl soweit durchdrungen und verstanden sein, dal Wissenseinheiten aufgespiirt
werden und diese Wissenseinheiten zueinander in eine (hierarchische) Ordnung gebracht werden kdnnen
(Stichworte: "lokales Ordnen", strukturierte Darstellung). "Es sei allerdings darauf hingewiesen,dal} ein inhaltliches
Begriffsverstdndnis dieser Module unverzichtbar ist, da nur so ein "didaktisches Prinzip der Balance zwischen
Bedeutungshaltigkeit und operativer Aktion" beim Arbeiten mit dem Computer im Unterricht entwickelt werden
kann." [H.G.Weigand, a.a.0.,S.432]

Schritt 2: Implementieren, Testen und Dokumentieren

Durch den Einsatz von CAS (die selbst als umfangreiche Sammlung von Modulen betrachtet werden koénnen), wird
nun ein weiterer Schritt moglich. Wir kénnen nun iiber eine statische Zusammenfassung des erworbenen Wissens
hinausgehen, indem wir es durch eine Implementation im CAS (das dann als Speicher und Prozessor dient)
interaktiv nutzbar machen. Durch die Implementation verbindet sich die Okonomie der Mathematisierung ("die
Kraft des Formalen", iiber das so viele Kalkiile, Techniken und Verfahren zuginglich werden) mit der
numerischen, symbolischen und grafischen Leistungsfahigkeit des CAS.

Im ProzeB der Implementierung beriihren sich Mathematik und Informatik: Implementierung hei3t mathematisch:
Definieren, Exaktifizieren, konstruktives Beschreiben, Strukturieren, Algorithmisieren und hei3t informatisch:
Formulieren in der Sprache des CAS, Nutzen von vorangehenden Modulen, Nutzen der Moglichkeiten des CAS,
Beachten der Grenzen des CAS, Nutzbarmachen der Systemresourcen, eventuell Programmieren.

Beim Prozef der Implementation (bei dem die "Kapselung" des Wissens stattfindet), ist es natiirlich notwendig, in
erster Linie den inneren Aufbau von Modulen im Auge zu haben. Demgegentiber steht beim Proze3 des Testens
und der Dokumentation bereits das Wissen um die Funktionalitit, die Anwendbarkeit und die Bedingungen der
Anwendung im Vordergrund.

Schritt 3: Problemldsen mit Hilfe von Modulen

Durch die Verwendung der Module erfolgt nun die eigentliche Reorganisation mathematischer Téatigkeit, von der
die Rede ist: Terme, Gleichungen, Funktionen, Algorithmen, Kalkiile stehen als Ganzes zur Verfiigung und kénnen
als Ganzes in den Problemldseprozef3 eingebaut werden, der damit iiberschaubarer wird. Denken und Arbeiten in
der Problemloseebene werden dadurch leichter moglich. Damit verbunden ist natiirlich eine Verschiebung des
Schwerpunkts von der Tétigkeit des Ausfithrens hin zur Tétigkeiten wie Planen, Reflektieren und Anwenden von
Strategien. Damit ermoglicht der Modulgedanke letztendlich eine neue Qualitdt des Problemldsens.
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4.3.2. Zur Genese von Modulen

Wir wollen hier eine Forderung H.G.Weigands voranstellen und gleichzeitig mit diesem Abschnitt einen kleinen
Beitrag zu ihrer Erfiillung leisten: "Bei der Verwendung moderner Softwaresysteme ist es eine wichtige Aufgabe
der Mathematikdidaktik, den Aufbau, die Konstruktion und den Umgang mit Modulen unter mathematischen und
didaktischen Gesichtspunkten zu analysieren sowie Vorschldge und Strategien fiir die Einordnung von Modulen in
den Mathematiklehrgang zu entwickeln" [a.a.O, S.432].

Die Implementation von Modulen kann von verschieden Seiten erfolgen. Die drei in bezug auf den
Mathematikunterricht wesentlichsten sollen hier betrachtet werden:

Von Schiilern erstellte Module

Module kdnnen das Produkt der Einzelarbeit von Schiilern sein oder von diesen gemeinsam in Gruppen entwickelt
werden. Fiir eine Umsetzung im Unterricht ist es allerdings notwendig, dal den Schiilern der Umgang mit DERIVE
hinreichend vertraut ist, wenngleich sich auch der "Programmieraufwand" - soweit {iberhaupt von einem solchen
die Rede sein kann - meist in Grenzen hélt, so da3 er auch Schiilern, die nicht einschldgig informatisch vorbelastet
sind, zuzumuten ist. Dieser notwendige Grad an Vertrautheit stellt sich unserer Erfahrung nach dann ein, wenn das
CAS einige Zeit im Unterricht konsequent eingesetzt wurde. Dabei spielt weniger die Zeit eine Rolle als vielmehr
die Vielfalt der Probleme, die mit dem CA-Werkzeug behandelt wurden. Giinstig ist sicher Vertrautheit mit der
Definition von CA-Funktionen, Bekanntheit mit den wesentlichen Steuerstrukturen und, wenn moglich, mit
rekursiven und iterativen Ausdriiken.

Zu Schritt 1: "Aufspiiren" von Modulen

Fiir Schiiler ist es sicher nicht einfach, ein mathematisches Teilgebiet zu strukturieren, frithestens kann dies nach
einer eingehenden Bearbeitung dieses Gebiets von ihnen verlangt werden. Eine solche Strukturierung erfolgte
bisher z.B. in Form einer Kurzfassung, einer Zusammenfassung des Gebiets, einer schematischen Darstellung und
dem Erstellen einer Formelsammlung. Es ist aber in der Praxis nicht notwendig, mit der Implementation von
Modulen wirklich bis zum Abschluf3 einer Unterrichtseinheit zu warten. Unserer Beobachtung nach sind Schiiler
sehr kreativ im Aufspiiren von Wisseneinheiten.

Beispiel 4.9: Haufig wiederkehrende Abléaufe als Module - das Modul als Rechenhilfe

Ein hédufig wiederkehrender Ablauf im Mathematikunterricht ist das Erstellen von Tabellen, z.B. das Erstellen einer
Wertetabelle. Dazu kann ein Modul entwickelt werden, das den immer wiederkehrenden Vorgang des Eintippens
und Berechnen eines Terms flir eine bestimmte Belegung in einem Schritt ausfiihren 1463t

#1: WERTETABELLE (f, ug, og, sw) :=

VECTOR ( [x, f], x, ug, og, sw) User

Auftretende Parameter: f Funktionsterm, ug, og untere und obere Grenze der Wertetabelle, sw Schrittweite. Dieses
einfache Modul kann dann mit folgendem Aufruf verwendet werden:

1

#2: WERTETABELLE [—, -2, 2, 0. 5] User
X
r -2 -0.5 B
-1.5 -0.666666
-1 -1
-0.5 -2
#3: 0 +00 Approx (#2)
0.5 2
1 1
1.5 0.666666
- 2 0.5 -
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Das immer Wiederkehrende ist damit zu einem einzigen Schritt, zur Anweisung "Generiere eine Tabelle mit den
angegebenen Spezifikationen" geworden.

Beispiel 4.10: Die Formel als Modul

Auch jede Formel kann als ein Modul betrachtet werden. Bei der Behandlung von Aufgaben in der Analytischen
Geometrie etwa tritt oft das Problem auf, den Winkel zwischen zwei Vektoren - sowohl in der Ebene als auch im
Raum - ermitteln zu miissen.

Die Formel cosgp= 22stellt hier eine Losung dieses Problems dar.

lal-|b

Das Modul WINKEL (#1) stellt dann die (sogar dimensionsunabhéngige) Implementation (in DERIVE) dar:

#1: [Angle := Degree ] User

Die in #1 durchgefiihrte Programmvoreinstellung ermoglich des Rechnen im Gradmag.

a-b 1
#2: WINKEL(a, b) := ACOS[—| User
jal - [o] 4
Auftretende Parameter: a, b beliebig-dimensionale Vektoren

Ein Test dieser Implementation besteht im einfachsten Fall darin, mit dem implementierten Modul zuvor
behandelte Aufgaben nochmals zu 16sen:

Beispiele aus der Ebene:

#3: WINKEL([1, o], [0, 11) User
#4: 90 Approx (#3)
#5: WINKEL([1, 1], [0, 11) User
#6: 45 Approx (#5)

Oder aus dem R’ : Wie groB ist der Winkel zwischen Raumdiagonale und Grundfliiche eines Wiirfels?

#7: WINKEL([1, 1, ol, [1, 1, 11) User
#8: 35.2643 Approx (#7)

Beispiel 4.11: Anpassung des Systems an die Wiinsche des Schiilers - Erweiterung der Leistungsfahigkeit
durch Module

Beim Rechnen mit komplexen Zahlen tritt auch das Problem auf, Gleichungen der Art
X'-z=0

16sen zu miissen, d.h., es stellt sich die Frage nach den Wurzeln aus komplexen Zahlen. Mit diesem Problem wird
man auch bereits im Zusammenhang mit der Definition von Wurzeln aus reellen Zahlen konfrontiert. Laf3t sich die
Wourzel aus einer negativen Zahl angeben?

Ist nicht 3-8 =-223? Was ist eigentlich nicht korrekt an der Umformung
1 2
2= 8=(8)i=(8)s=%(-8) =464 =420 =27

An Ende der Klirung dieses versteckten Begriffsproblems steht die Definition der n-ten komplexen Wurzeln,
die sich mittels Satz von Moivre berechnen lassen. Man erhélt alle n-ten Wurzeln aus z = r. (cos @ + i. sin @)
mit
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+k-2 . p+k-2
g"k:(/;-(cos(p k % ti-sin? k-2m

n n

).

Das CAS liefert nun aber - je nach Voreinstellung - entweder die Hauptwurzel (k=0) oder eine reelle Wurzel, falls
eine existiert, auch wenn sie nicht die Hauptwurzel ist, oder einfach nur irgendeine Wurzel. Wollen wir wirklich
alle n-ten Wurzeln ermitteln, so 148t sich diese Systemanpassung durch ein Modul bewerkstelligen:

1/n PHASE (z) + k-2-m
#1: C_ROOTS(z,n):= VECTOR [|z| -[cos[ } +
n

1-8IN

PHASE (z) + k-2-m
[ ]}, k, 0, n - 1} User
n

Auftretende Parameter: z komplexer Radikand, » Wurzelexponent.

Die drei dritten Wurzeln von -8 sind damit:

#2: C_ROOTS(-8,3) = [1+V3-1, -2, 1-V3-1] User=Simp (User)

Sie erfiillen alle die Gleichung x’ +8 =0

User=Simp (User)
3
#3: VECTOR(rz , rz, [1 + Vv3-1, -2, 1 - V3-11) = [-8, -8, -8]

Beispiel 4.12: Zusammenfassung eines Kapitels und interaktive Formelsammlung

Die Formelsammlung im CA-unterstiitzten Unterricht ist eine Sammlung von Modulen. Im folgenden wird ein
Ausschnitt aus einer bei der schriftlichen AbschluBBarbeit (Matura) tatséchlich verwendeten Formelsammlung (vgl.
dazu 4.2.4) wiedergegeben. (Es wurde lediglich die Syntax an die Version 3.0 von DERIVE angepalit ). Dieser
Ausschnitt besteht aus einer Reihe von Modulen, die im Laufe des Lehrplankapitels "Wachstumsprozesse und ver-
netzte Systeme" von Schiileren und Lehrer gemeinsam erarbeitet wurden. Thr Sinn liegt hauptsichlich darin,
Module zur Generierung von Tabellen und Module zur grafischen Darstellung bereitzustellen.

#1: "Wachstumsprozesse und vernetzte Systemen" User
#2: '"Wertetabelle flr explizite Funktionen" User
#3: WERTETAB E(f, ug, og, sw) :=

VECTOR( [x, f], x, ug, og, sw) User

Auftretende Parameter: f Funktionsterm, ug, og untere und obere Grenze der Wertetabelle, sw Schrittweite.

#4: '"Wertetabelle flUr rekursive Funktionen" User

#5: WERTETAB R(f, x0, yO0, sz) :=
ITERATES([n + 1, f1, [n, x],[x0, yO0]l, sz) User

Auftretende Parameter: f rekursiver Funktionsterm, x0, y0 Startwerte, sz Schrittzahl.

#6: "Einige niitzliche Funktionen bei vernetzten Systemen"
#7 "Modul zur Simulation eines Systems mit einer
BestandsgroiRe" User

#8: SYSTEM1l(r, vy, y0, t0, dt, sz) :=
ITERATES ([t + &t, y + r-dt], [t, y], [tO, yO0], sz) User
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Auftretende Parameter: » Anderungsrate, y BestandsgroBe, y0 Anfangsbestand, 10 Anfangszeit, 5t Zeitintervall, sz
Schrittzahl.

#9 "Modul zur Simulation eines Systems mit zwei
Bestandsgrdfen” User

#10: SYSTEM2 (rl, r2, vy1, y2, y1l0, y20, t0, dt, sz) :=
ITERATES ([t + &t, y1 + rl-&t, y2 + r2-86t], [t, y1, y2],
[t0, y10, y20],sz) User

Auftretende Parameter: 71,72 Anderungsraten, y1,52 BestandsgroBen, y10, y20 Anfangsbestinde, 10 Anfangszeit,
ot Zeitintervall, sz Schrittzahl.

#11: "Hilfsmodul zum Extrahieren einzelner Spalten aus
einer Tabelle" User

ZWEISPALTEN (m, sl1, s2) := [m‘ , m° ]‘
sl s2

#12: User

Auftretende Parameter: m Tabelle (Matrix), s1,s2 zu extrahierende Spalten
Zum Schritt 2: Umsetzung im CAS

Eine Implementation von Modulen durch die Schiiler selbst ist nur dann moglich, wenn solche Einheiten von
diesen iiberhaupt erkannt werden, z.B. in Form von wiederkehrenden -algorithmischen - Abldufen, in Formeln, als
gewlinschte Systemerweiterungen oder als Zusammenfassungen von Unterrichtseinheiten. Eine weitere Voraus-
setzung ist - wie bereits erwéhnt - die nétige Vertrautheit im Umgang mit dem CAS.

Zur Dokumentation ist es erforderlich, einen Ausdruck des implementierten Moduls bereitzustellen, einige
Testbeispiele und vor allem die Bedingungen, die fiir einen Aufruf notwendig sind. Gemeint sind spezielle
Einstellungen im System (in Bsp.4.10 etwa erfolgt durch Umstellung auf das Gradmall Angle := Degree),
die Beantwortung méglicher Fragen (etwa: Wie miifite die Implementation abgeéndert werden, damit sie auch im
Bogenmal3 funktioniert?) und sonstiger wichtiger Voraussetzungen fiir einen erfolgreichen Einsatz des Moduls.

Zum Schritt 3: Integration in den Problemldseprozef3

Gerade bei selbsterstellten Modulen sollte deren Anwendung beim Losen von Aufgaben und als Hilfe zur
Problemldsung keine besondere Schwierigkeiten bereiten. Allerdings ist bei der Erstellung solcher Module in
Partnerarbeit oder durch ein Team von Schiilern eine gewisse Vorsicht sicher am Platz. Module konnen
unverstanden iibernommen werden, selbsterstellte Module nach einiger Zeit nicht mehr richtig eingesetzt werden,
weil der Zusammenhang, in dem sie entstanden sind, nicht mehr erinnert wird. K.Aspetsberger [Miiller, 1995,
S.77] fiihrt verschiedene Vor- und Nachteile solcher Schiiler-generierter Module an:

Vorteile der Modulkonzepts:

"Gute Schiiler sind motiviert, sich durch das Definieren von Funktionen ein eigenes System zu schaffen. Dies ist
umso mehr der Fall, als auch der Nutzen von Funktionen fiir Schiiler leicht einsehbar ist. Das Schreiben von
Funktionen ist eine Art des konstruktiven Exaktifizierens und bildet den Abschlu3 einer intensiven
Erarbeitungsphase"

Nachteile des Modulkonzepts:

"Leistungsschwache Schiiler verwenden Module "blind". Sie verwenden Funktionen, ohne ihre Wirkungsweisen
zu verstehen und zu hinterfragen. Unverstandenes kann durch die Verwendung von Funktionen noch mehr
verschleiert werden.

Die Fehlersuche bei unerwiinschten Ergebnissen wird fiir den Schiiler noch schwerer, falls die Funktionsweise der
verwendeten Module vom Schiiler nicht wirklich nachvollzogen werden kann."
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Vom Lehrer zur Verfigung gestellte Module

Vom Lehrer zur Verfligung gestellte Module haben in erster Linie dann eine Berechtigung, wenn sie als Hilfsmittel
zur Visualisierung eingesetzt werden, Simulationen ermdglichen oder wenn es sich um speziellen System-
anpassungen handelt, um Module zur Steigerung der Leistungsfahigkeit des Systems in einem bestimmten Pro-
blembereich. Es kdnnen hier Module, deren innerer Aufbau dem Schiiler zugénglich gemacht werden soll, wie
Beisp.4.13 von Modulen, deren innerer Aufbau fiir den Schiiler eine Black Box bleiben kann, unterschieden
werden. Zugénglich gemacht werden sollen solche Module, deren innere Struktur fiir das Verstindnis eines
Begriffs cinen Betrag leisten kann. Bei beiden dargestellten Beispielen geht es um Visualisierung, wobei im ersten
die "Offnung" des Moduls Sinn machen kann, im zweiten eher nicht.

Beispiel 4.13: Erzeugung eines Stabdiagramms - ein zugéngliches Modul

Das hier vorgestellte Modul STAB niitzt die Rechenleistung des Systems zur Erzeugung von Diagrammen zur
Visualisierung von Aufgaben in der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Die Wahrscheinlichkeit, da8 bei einem n-stufigen Bernoulli-Experiment (=aus einer Folge von n Versuchen
bestehendes Experiment, bei dem jeder Versuch genau zwei mogliche Versuchsausginge besitzt und jeder
einzelne Versuch unter gleichen Bedingungen ablduft) mit der "Erfolgs"-Wahscheinlichkeit P die Anzahl X der
"Erfolge" genau £k ist, betrdgt

PX = k)—(Z]-p".(z-p)”"‘ (k=01,...n)

Der DERIVE-Befehl COMB(n,k) berechnet den Binomialkoeffizienten (#2), STRECKE ist ein Hilfsmodul, das an
der Stelle k eine Strecke mit der Hohe h zeichnet..

#1: "Binomialverteilte Zufallsvariable mit den
Parametern n und p" User
k n - k

#2: B(n, p, k) := COMB(n, k)-p -(1 - p) User
k 0

#3: STRECKE (k, h) := |: ] User
k h

#4: STAB(n,p) := VECTOR(STRECKE (k,B(n,p,k)),k,0,n) User

Auftretende Parameter: n Umfang der Stichprobe, p Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Ereignisses E.

Mit diesem Modul kénnen nun konkrete Verteilungen leicht visualisiert werden. Es kann dadurch zu einem
besseren Verstindnis des Begriffs "Wahrscheinlichkeitsverteilung" beitragen.

#5: STAB(20, 0.5) User
#6: STAB(40, 0.5) User
#7: STAB(60, 0.5) User
#8: STAB(80, 0.5) User
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Abb. 4.9: Wahrscheinlichkeitsverteilungen binomialverteilter Zufallsvariablen

Beispiel 4.14: Modul zur Erzeugung von Webdiagrammen - ein geschlossenes Modul

Im Zusammenhang mit Simulationsaufgaben tritt hiufig der Wunsch auf, zusitzlich zur Darstellung der
Abhéngigkeit von der Zeit (n-x,-Diagramm) auch ein sogenanntes Web-Diagramm zu erstellen, um etwa
Konvergenz oder chaotische Entwicklung besser verfolgen zu konnen.

Nach Angabe einer wichtigen Voreinstellung (in #1) und der Definition einer Leerfunktion ( NEXT (xn) dient zur
Aufnahme des iterativen Folgenterms ) werden in #3 und #4 zwei Hilfsmodule definiert, die zum Zeichnen des
ersten Striches bzw. der "Treppe" im gewiinschten Diagramm dienen.

#1: InputMode := Word User

#2: NEXT(xn) := User
x0 0

#3: AUFTAKT (x0) := |: ] User
x0 NEXT (x0)
xXn NEXT (xn)

#4: NEXTP(xn) := |:NEXT(xn) NEXT (xn) ] User

NEXT (xn) NEXT (NEXT (xn) )

Nun kann das gesuchte Modul zusammengebaut werden. Append(Listel,Liste2) dient dabei zur Vereinigung zweier
Listen zu einer:

#5: WEB(x0, sz) :=
APPEND ( [AUFTAKT (x0) ], VECTOR (NEXTP(xn), xn,
ITERATES (NEXT (xn), xn, x0, sz - 1))) User

Auftretende Parameter: x0 Startwert, sz Schrittzahl.

Damit sind wir z.B. in der Lage, ein Webdiagramm fiir eine Simulation eines Erwdrmungsprozesses [Szirucsek
u.a., 1990, S.178] zu erstellen.
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Ein Gegenstand hat im Kiihlschrank eine Temperatur von 6 °C. Er wird in eine Umgebung mit 20 °C gebracht.
Sein Temperaturzuwachs betrdgt pro Minute 30% des Unterschiedes zwischen der Umgebungstemperatur von
20 °C und seiner Temperatur am Beginn dieser Minute.

Die Aufgabe 146t sich durch folgende Iterationsgleichung beschreiben:
X,., =X, 703(20-x,)
X, =07x +6 mitx,=6°C
Der Einsatz des Moduls erfolgt durch #6 und #7.
#6: NEXT(xn) := 0.7-xXn + 6 User

#7: WEB(6, 10) User

In #8 und #9 wird die Iterationsgleichung aus Beispiel 2.7? verwendet:
#8: NEXT(xn) := xn + 0.00625-xn- (400 - xn) User

#9: WEB(20, 10) User
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Abb. 4.10: Zwei Spinnwebdiagramme

Wird das Ergebnis von #7 und #8 (die entsprechenden Zahlenkolonnen sind aus Griinden der Ubersichtlichkeit
hier nicht wiedergegeben) geplottet, so erhdlt man die folgenden Diagramme (Abb. 4.11).

Anmerkung: Der erste CA-fahige Taschenrechner (T1-92) hat dieses Modul bereits fest im System integriert.

Module, die vom Systementwickler zur Verfligung gestellt werden

Module werden bei praktisch allen CAS (in Form von Ultilityfiles, Hilfsdateien, Pakages etc.) von den
Systementwicklern beigestellt, um bausteinartig entweder Systemerweiterungen zur Verfligung zu stellen, die nicht
dauernd im Kern des Systems zur Verfligung stehen miissen, oder um fiir bestimmte mathematische Gebiete
Problemlésungen zu liefern.
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Beispiel 4.15: Runge-Kutta-Verfahren zur numerischen Integration von Differenzengleichungen

Wir wollen zuerst ein Beispiel aus der Biologie bzw.Okologie betrachten, das hiufig in der Systemdynamik
behandelt wird. Sehr oft geht es bei systemdynamischen Fragestellungen darum, das Langzeitverhalten von
voneinander abhéngigen Populationen (Réuber-Beute-Bezichung, Konkurrenz, Symbiose etc.) vorherzusagen. Fiir
diese Zwecke ist das Euler-CAuchy-Verfahren oder das verbesserte Euler-CAuchy-Verfahren
(Halbschrittverfahren) als Methode der numerischen Integration nicht ausreichend [vgl. Ossimitz/Schldglhofer
1990,S.253]. In diesem Fall ist es giinstig, genauere Verfahren, die in Modulform vorliegen miissen, einsetzen zu
konnen. Bei der numerischen Approximation von Differentialgleichungen ist dies das Runge-Kutta-Verfahren. Im
folgenden wird ein Ausschnitt aus der Datei ODE_APPR.MTH wiedergegeben, in der eine Implementation des
Runge-Kutta-Verfahrens erfolgt und die wohl ohne intimere Kenntnisse sowohl des besagten Verfahrens wie auch
der DERIVE-Programmierweise nicht zu verstehen ist. Bei einem Einsatz - im Zusammenhang mit der Behandlung
vernetzter Systeme etwa - ist es daher empfehlenswert, dieses Modul im Hintergrund als sogenanntes Utilitiy-File
zu laden.

#1: "File ODE_APPR.MTH, copyright (c) 1990-1994 by Soft
Warehouse, Inc." User

#2: RK AUX3(p, v, u_, cl, c2, c3) :=

cl + ( lim p) + 2-(c2 + c3)
v->u_ + c3
User
6
#3: RK AUX2(p, v, u_, cl, c2) :=
RK AUX3(p, v, u_, cl, c2, lim p) User
v->u_ + c2/2
#4: RK AUX1(p, v, u_, cl) :=
RK AUX2(p, v, u_,cl, lim ) User

v->u_ + cl/2
#5: RK AUXO(p, v, vO0, n) :=

ITERATES (u_ + RK AUX1l(p, v, u_, lim p), u_ , v0, n) TUser
v->u

#6: RK(r, v, v0, h, n) :=

RK_AUXO (h-APPEND([1], r), v, v0, n) User

Auftretende Parameter: r Liste der Anderungsraten, v Liste der Bestdnde, v0 Liste der Anfangsbestinde, 4
Schrittweite, n Anzahl der Berechnungsschritte.

Bemerkung: Fiir eine genauere Behandlung der in der Systemdynamik verwendeten numerischen Verfahren mit
CA-Unterstiitzung siche CA-Report #5 [Lechner, Wien, 1996]

Unter Verwendung dieses Numerik-Moduls sind wir in der Lage, das Langzeitverhalten eines Systems zu
untersuchen, und kdnnen dabei Unsicherheiten - zumindest aufgrund eines inaddquaten numerischen Verfahrens -
ausschlieffen. Als Beispiel wollen wir ein Rauber-Beute-Modell betrachten:

Ein Biotop sei von Réiuber- und Beutetieren bevilkert. Die Zahl der Beutetiere ist bestimmt durch ihren natiirlichen
Zuwachs von jihrlich 18% und ihre Abnahme durch ihre Feinde. Diese Abnahme ist proportional zur Anzahl der
Réuber und zur Anzahl der Beutetiere selbst (Proportionalitdtsfaktor b=0.005). Der Zuwachs an Rdiubern ist
proportional zur Zahl der Beutetiere und zur Zahl der Riuber (Proportionalititsfaktor d=0.0001). Die natiirliche
Abnahme betrage 15%. Anfangs gibt es 1500 Beutetiere und 25 Rduber im betrachteten Biotop. Beschreibe die
Langzeitentwicklung der beiden Populationen!
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Die Aufgabe 14t sich in zwei gekoppelte Iterationsgleichungen fassen:

Xn+l — 0.18'xn+0.005'x"'yn
y., = -015-y +0.0001-x,-y,

Unter Verwendung des Moduls RK (#8) und anschlieBender Einschrinkung der entstehenden Tabelle mit der
Hilfsfunktion #9 ergibt sich mit den Anfangsbedingungen x, =25, y, = 1500 folgendes Bild der Langzeitentwick-
lung:

#8: RK([0.18-%x-0.005-x-y, -0.15-y+0.0001-x-y], [t,x,v],
[0,1500,25], 1, 80) User

ZWEISPALTEN (m, sl, s2) := [m , m ] User
#9: sl s2
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Abb. 4.11: Ein stabiles (?) Riuber-Beute-System (Phasendiagramm)

Vergleichsweise wurde die Aufgabe auch mit dem Euler-CAuchy-Verfahren gerechnet. Das Ergebnis zeigt, daf3
bei langerfristigen Prognosen das verwendete numerische Verfahren von groBer Bedeutung ist (Abb.4.12).

Nach der Behandlung eines diskreten Prozesses wollen wir noch ein Beispiel eines kontinuierlichen Vorgangs aus
der Physik betrachten (nach J.Z6chling [Reichel, 1995, S.2781f]), bei dem ein System-Modul zum Einsatz kommt.

Beispiel 4.16: Ein idealer und ein realer VVorgang:
a) Die ideale Bewegung eines Federpendels:

Wollen wir die Bewegung eines Federpendels unter idealen Verhiltnissen beschreiben, so kdnnen auf Newtons
dynamischem Grundgesetz (2.Newtonsches Axiom) aufbauend anschreiben
d’x

tZ

F=ma=m.

wobei m die Masse des schwingenden Korpers und a die Beschleunigung des Massenstiicks an der Feder
beschreibt. Unter Verwendung des Hookschen Gesetzes F' = -k.x ergibt sich daraus die Bewegungsgleichung:
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d’x
dy’

+kx=0

m.

Durch Einfiihrung der bekannten Bezichung ¢’ = \/E 25 fiir die Kreisfrequenz w konnen wir die allgemeinere
m

Bewegungsgleichung anschreiben:
d’x
ds?

Wir wiahlen nun fiir die Eigenfrequenz /= 0.5 Hz (= » = 2 i1 f= ) und fiir die Anfangswerte x(0)=0 und v(0) = o

wihlen. Unter Einsatz des Moduls DSOLVE2_|V aus dem Ultilitiy-File ODE2.MTH erhalten wir eine Losung, die
auch zu erraten gewesen wére:

+w{x:0

2
#1: DSOLVE2 IV(0, m , O, t, O, O, m) User

#2: SIN(m-t) Simp (#1)

Plotten wir #2, so erhalten wir Abb.4.13 (obere Hilfte).

b) Die reale Bewegung eines Federpendels unter Reibungseinfluf3

In der Realitdt wird aber keine Feder sich derart ideal bewegen, Reibungseinfliissse sind unvermeidlich. Um
realtdtsnidher zu arbeiten, setzen wir in unserem Modell die Reibung proportional zur Geschwindigkeit an.

Wenn wir (willkiirlich) ¢ = 0.5 setzen und im {iibrigen obige Bedingungen iibernehmen, erhalten wir mit dem
Differentialgleichungsmodul

2

#3: DSOLVE2 IV(0.5, m , O, t, 0, 0, m) User
die Losung:
2
- t/4 t-vV(16-m - 1)
4-11-8 -SIN

#4: 4 Simp (#3)

2

V(le-m - 1)

Wenn wir #4 plotten, so erscheint die erwartete gedimpfte Schwingung. Ohne Sinusfunktion ergeben sich die
Einhiillenden (Abb. 4.13, unterer Teil).

SchlieBlich kénnen wir uns noch von der Richtigkeit unserer Losung iiberzeugen, wenn wir diese (hier zuerst der
Funktion X(¥) zugewiesen) in die Ausgangs-Differentialgleichung einsetzen.

d q2 1 d q1 2
#7: [—} X(t)+ —- [—] X(t)+ m -X(t) =0 User=Simp (User)
2 dt
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Abb. 4.12: Schwingungsgleichung ohne und mit Reibung

Zusammenfassung:

CAS fordern modulares Denken und Problemlosen: Anzustreben ist, daB die Lernenden die Module auch selber
entwickeln und dabei zumindest grundsétzliche Kenntnisse des inneren Aufbaues erwerben. Bei der Nutzung
dieser Module steht aber dann das Wissen um Funktionalitit, Wirksamkeit, Anwendbarkeit usw. im Vordergrund.

Module stellen eine wesentliche Komponente eines CA-unterstiitzten, experimentellen Zuganges zur Mathematik
dar, sie konnen helfen, Begriffe vorzubereiten, und sollen zu einer Exaktifizierung hinfithren. "Man stellt Teile
einer Begriffsbildung, eines Losungsprozesses, etc. als mogliches Objekt im CAS (z.B. als Funktionsausdruck,
Term o0.4.) dar und verwendet es in anderen Zusammenhingen, entwickelt das Objekt weiter, setzt verschiedene
Objekte zusammen und gelangt damit zu einer hoheren Stufe im Proze3 des mathematischen Arbeitens” [Kdhler,
1995, S.87]

Module kdnnen sie eine wesentliche Rolle im Rahmen eines anwendungsorientierten Mathematikunterrichts -
spielen, bei dem der Schwerpunkt in der Bildung geeigneter Modelle und Mathematisierungen liegt. Werden
solche Module geschickt im Unterricht eingesetzt, so konnen sie zu wachsen anfangen, eine Eigendynamik
entwickeln und eine fruchtbare Weiterentwicklung erfahren.

Thre Sinnhaftigkeit liegt einerseits

- im Erstellen, wenn damit schrittweises Definieren, Forderung des modularen Arbeitens und strukturierten Vor-
gehens (Fallunterscheidungen, Ubersichtlichkeit, "lokales Ordnen") trainiert wird. Aber auch dann, wenn
Problemlosungen und Unterrichtseinheiten zusammengefafit werden sollen;

- im Endprodukt, wenn das Modul Rechenhilfe, eine Erweiterung der grafischen Moglichkeiten sein soll. Und
auch dann, wenn die Sammlung der geschaffenen Module Basis fiir eine hohere Stufe des Problemldsens sein
soll.
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4.4. Die Window-Shuttle-Technik

Beispiel 4.17: "Linearisieren von Daten™

Eine Datenmenge ist durch eine lineare Funktion gegeben. Es werden Daten angegeben: f(101)=271.1;
J(102.4)=275.6; f(104.6)=280.1; f(106)=283.6.

Durch einen Abschreibfehler ist ein Wert falsch angegeben worden. Stelle anhand einer geeigneten Zeichnung fest,
welcher Datenwert falsch ist! Bestimme die Termdarstellung der linear organisierten Datenmenge und korrigiere
den falschen Wert! [vgl.Biirger-Fischer-Malle Oberstufe 1]

Ziele: Erkennen von linearen Beziehungen. Losen von Gleichungssystemen.

Rolle des CAS: Die Grafik dient als Entscheidungshilfe fir das Aufsuchen von Zusammenhdngen. Die
Berechnungen erfolgen im Algebramodus. Ergebnisse werden im Grafikmodus getestet

Schritt 1:

Zuerst wird die Datenmatrix als Vektor eingegeben. Bei einer ersten groben Skalierung erscheint die Punktmenge
undifferenziert auf dem Bildschirm (Abb 4.14).

Mit dem Befehl Zoom oder mit dem Range-Befehl kann der Bildausschnitt vergroflert werden. Connected
verbindet die gezeichneten Punkte. Man erkennt, da3 der 2. Punkt der Datenmatrix nicht auf der Geraden liegt

(Abb. 4.15).

Z
y
. 700
600
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400
300 |
200.
L SE'] ineare Funktion”| ]
100
101 2711 x
102.4 274.6 -100 100 200 300
#2: . -100 . .
104.6 280.1
106 283.6 —-200
ICOMMAND : Build Calculus Declare Expand Factor Help Jump soLve Manage
Options Plot Quit Remove Simplify Transfer Undelete mole Window approX
Enter option
User C:SWPSGRAFIKSLINL.M  Free:90:x Ins Derive flgebra

Abb. 4.13: Visualisieren von Daten
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#1:
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Abb. 4.14: Visualisieren von Daten

Schritt 2:

Nun kehrt man in das Algebrafenster zuriick, um die Gleichung einer Geraden aufzustellen. Man wihlt dafiir etwa
den ersten und den letzten Punkt. Das Losen von Gleichungssystemen erfolgt durch Eingabe eines Vektors beste-
hend aus den zwei Gleichungen. Mit dem soLve-Befehl erhélt man die Steigung k& und den Abschnitt d.

Die so ermittelte lineare Funktion wird nun im Grafikfenster eingezeichnet (Abb.4.16).

Schritt 3:

Danach wird der Funktionswert des zweiten Punkts korrigiert und {iberpriift, ob auch der dritte Punkt auf der
Geraden liegt. Jetzt wird die Datenmatrix richtiggestellt und zur Probe nochmals gezeichnet (Abb.4.17).

Dieses Beispiel soll aufzeigen, dal die Chance, in verschiedenen Fenstern mehrere Darstellungsarten
gleichzeitig zu nutzen, neue didaktische Moglichkeiten bietet.

101 271.1
102.4 275.6
#i:
164.6 Z28060.1
106 Z283.6
#2: £27v1.1 = k-101 =+ 4
#3: £283.6 = k-106 + 4
#d: [271.1 = k-101 + 4, 283.6 = k-106

93 5
#5: [d = . k = ———]
5 F4

E 93
E ST () 1= ——-x +

S

COMMAND : TIFSYEY Center Delete Help Mouve Options Plot Quit Range Scale Transfer
Window aXes Zoom

Enter option

Cross x:103.75 y:Z65.15308 Scale x:1 y:Z Derive ZD-plot

Abb. 4.15: Linearisieren
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#4: [271.1 = k-101 + d, 283.6 = k-106

93 5
#5: [d:—,k:—]

5 2
5 93
#6: Fix) 1= —x +
2 5
#7: Notation := Decimal

#8: F(10Z2.4) = Z274.6

#3: F(104.6) = Z80.1

#10:
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Abb. 4.16: Linearisieren

4.4.1. Die ldee der Window-Shuttle-Technik

Viele Anregungen zur Formulierung dieses Prinzips sowie zur Entwicklung von Unterrichtsmaterialien und zur
Durchfiihrung von Experimenten mit Schiilern verdanken wir einer Arbeit von W. Dérfler mit dem Titel "Com-
puter als kognitives Werkzeug und kognitives Medium" [Dorfler, 1991]. Besonders Experimente in Klassen,
wo das CAS in jeder Arbeitssituation zur Verfiigung steht - also nicht nur im Unterricht, sondern auch zu Hause
und in der Priifungssituation - haben die These bestitigt, dal Kognition als funktionales System gesehen
werden muB3, das Mensch und Werkzeug, aber auch den sonstigen materiellen und sozialen Kontext umfaft.
Das Werkzeug ist demnach nicht nur "Verstirker" menschlicher Leistungen, es kann Kognition qualitativ
verandern und neue Féhigkeiten generieren.

Sowohl im Abschnitt "Kognitive Modelle und Gegensténdlichkeit des Denkens" als auch im Kapitel "Computer
als Medium fiir Prototypen" finden sich Thesen, die die Window-Shuttle-Technik begriinden:

"Denkprozesse erfolgen oft vorteilhaft anhand gegenstindlicher Vorstellungen, Reprisentationen,
Modellierungen der jeweiligen Problemsituation”

"Allgemeinbegriffe bzw. Kategorien werden mittels prototypischer Reprisentanten oder Vertreter kognitiv
verfiigbar gemacht fiir kognitive Funktionen wie Gedéchtnis, Problemlosen, Herstellen von Beziehungen
zwischen Klassen. Es wird also i.a. mental nicht abstrakt mit definierten Eigenschaften oder Biindeln von
Eigenschaften operiert, sondern gegenstiandlich mittels der mentalen Vorstellung charakteristischer Exemplare
oder sogar direkt an materiellen prototypischen Représentanten."”

"Erst die Bereitstellung verschiedener Prototypen eines bestimmten Allgemeinbegriffs, das Herstellen von
Beziehungen zwischen den einzelnen Prototypen lenkt die Aufmerksamkeit des Lernenden iiber die Spezifitét
des einzelnen Prototyps hinaus auf den libergeordneten Begriff."

"Um das "Prototypische" als invariante FEigenschaft erkennen zu konnen, muBl der Prototyp Oofter
Verénderungen unterworfen werden."

Man denke zum Beispiel nur an den Funktionsbegriff. Nicht durch eine, noch so "saubere", abstrakte Definition
wird der Schiiler einen Zugang zu diesem Begriff finden, sondern durch das Angebot an geeigneten Prototypen
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- enaktive (d.h.:handlungsorientierte), ikonische oder symbolische - , die die Aufmerksamkeit des Lernenden
auf die wesentlichen Eigenschaften des Begriffs lenken. Eine besonders wichtige Tétigkeit in diesem Prozef3 ist
das Herstellen von Beziehungen zwischen den einzelnen Prototypen. Dadurch kann der Lernende zur Einsicht
gelangen, daf3 der einzelne Prototyp nur eine von mehreren Erscheinungsformen des Begriffs Funktion ist, und
erst danach ist eine verbale oder formal-allgemeine Definition des Begriffs "Funktion" sinnvoll.

Der Ablauf des Lernprozesses nach der Window-Shuttle-Technik und die Funktion des CAS bei diesem Prozef3:

- Der Lernende aktiviert in verschiedenen Fenstern des CAS verschiedene fiir das jeweilige Problem oder den
jeweiligen Begriff addquate Prototypen. Zum Beispiel einen symbolischen im Algebrafenster und einen
grafischen im Grafikfenster. Durch den Einsatz des Computers werden noch dazu Darstellungsmoglich-
keiten erschlossen, die vorher nicht zuganglich waren, wie etwa rekursive Modelle.

- Nun erfolgt die Bearbeitung der einzelnen Prototypen, wobei die Vorziige des CAS, wie Interaktivitit,
leichte Manipulierbarkeit, Wiederholbarkeit, genutzt werden konnen.

- Die Mehrfenstertechnik erlaubt das simultane Arbeiten mit den verschiedenen Prototypen. So kann etwa in
staindiger Wechselwirkung zwischen Algebra- und Grafikfenster die Auswirkung algebraischer Operationen
auf den Graphen untersucht werden, oder es konnen sich aus der Untersuchung des Graphen Ideen fiir
Aktivitdten im Algebrafenster ergeben. Die Konsequenzen der Verdnderung einzelner Parameter im
Algebrafenster (etwa bei rekursiven Darstellungen) kdnnen direkt im anderen Fenster (etwa an Tabellen
oder am Graphen) untersucht werden.

- Arbeiten mit der Window-Shuttle-Technik bedeutet also, dafl sich ein Begriff, eine Problemldsung durch
mehrmaliges Hin- und Herpendeln ("Shutteln") zwischen verschiedenen Darstellungsformen, das heifit
zwischen verschiedenen Fenstern des CAS, entwickelt.

Die Beobachtung der Schiiler im Rahmen unseres CAS-Projekts lassen gestiitzt auf die in der Arbeit von W.
Dorfler formulierten Thesen iiber den Computer als kognitives Medium den Schluf3 zu, da3 die Arbeitsweise
mit der Window-Shuttle-Technik, die erst durch CAS mdglich gemacht wurde, wesentlich zur qualitativen
Verianderung von Kognition beitragen kann.

Beispiel 4.18: Asymptotische Polynomfunktionen an rationale Funktionen

Ziele:Ausgehend von einem naiven Asymptotenbegriff ("ndhert sich beliebig") soll diese Aufgabensequenz zu
einem exakteren Begriff fithren. Der Schiiler soll erkennen, dafl asymptotische Funktionen von rationalen
Funktionen nicht nur lineare Funktionen, sondern auch Polynomfunktionen hoheren Grades sein konnen.

Voraussetzungen:Ein naiver Asymptotenbegriff, Grenzwert von Zahlenfolgen; Polynomdivision.

1. Schritt:

2

Die Funktion f{x)= = 7 26 wird gezeichnet und mit dem ZOOM-Befehl verkleinert, um das Verhalten im
x_

Unendlichen untersuchen zu kénnen.

1. Vermutung: Die Asymptote ist eine Gerade. Nun soll der Schiiler experimentell einige Geradengleichungen
aufstellen und im Grafikfenster testen (siche Abb.4.18).
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#1: Fix) :=

#2: ASl(x) = x

[ EHESS (k) 1= x + ]

Y

COMMAND : Build Calculus Declare Expand Factor Help Jump soLve Manage
Options Plot Quit Remove Simplify Transfer Undelete mole Window approX

Enter option

User Free:100x Ins Derive flgebra

Abb. 4.17: Asymptotische Funktionen

2. Schritt:

Die Idee "ndhert sich beliebig" oder "der Abstand zwischen der Funktion und der asymptotischen Funktion strebt
gegen Null" wird nun im Algebrafenster durch die Definition der Distanzfunktion DIST(x) "mathematisiert".

2
X
#1: F(x) :=
x -1
#2: AS1(x) := x
#3: AS2(x) :=x + 1
#4: DIST(x) := F(x) - AS2(x)

Zuerst wird durch Einsetzen mit Zahlen experimentiert.

#5: Precision := Approximate

#6: DIST(5) = 0.25

#7: DIST(-5) = -0.16666666666666666666
#8: DIST(10000) = 0

Dabei kann es notwendig sein, die Rechengenauigkeit zu erh6hen, um falsche Vermutungen auszuschliefen.

#9: PrecisionDigits := 20
-4
#10: DIST(10000) = 1.0001000100010001000-10
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Danach ermittelt man den Limes von DIST(x) fiir x ~ +e . Dabei wird das CAS als Black Box eingesetzt (siche
White Box/Black Box-Prinzip).

lim DIST(x) = 0
#11l: x->x

lim DIST(x) = 0
#12: X->-0

Vereinfacht man mit Simplify die Distanzfunktion, so erhilt man:

#13: DIST(x) =

3.Schritt:

Nach dieser experimentellen Phase soll nun nach einer Methode gesucht werden, die asymptotische Funktion
rechnerisch zu ermitteln.

Aus Zeile #3 ergibt sich: F(x) = AS(x) + DIST(x), wobei AS(x) die asymptotische Polynomfunktion ist und DIST(x)
die Distanzfunktion, die fiir x ~ + gegen 0 strebt.

Andererseits ist von der Polynomdivision bekannt:

Seien p und ¢ Polynome m-ten und n-ten Grades, so erhilt man bei der Division p(x)+¢g(x) ein Quotientenpolynom
a(x) und ein Restpolynom r(x), wobei der Grad von r kleiner 7 ist.

Somit ist eine rationale Funktion F(x) folgendermallen darstellbar:

Jx)= p;j a(x)+ ?j Von rationalen Funktionen q?xj

+oo gegen () streben.

mit Grad(r) < Grad(g) wissen wir aber, daf} sie fiir x -

Diese Uberlegungen fiihren also zum Satz von der asymptotischen Anniherung einer rationalen Funktion durch
eine Polynomfunktion:

Es sei f: y = p(x)/q(x) eine rationale Funktion und a(x) das Quotientenpolynom der Polynomdivision p(x):q(x).
Dann ist a eine asymptotische Funktion an f. [Reichel, 1991]

Damit haben wir aber auch eine Methode gefunden, die gerade mit CAS sehr einfach ermoglicht, die asymptotische
Polynomfunktion zu finden. Bei Verwendung von DERIVE erhdlt man mit dem Befehl Expand sofort das Ergebnis
der Polynomdivision.

1
#14: — + x + 1 Expd (#1)
x -1
#15: AS(x) := x + 1 User
1
#16: REST(X) := —— User
x -1

4. Schritt:

Nachdem man mit F3 die asymptotische Funktion (#15) und das Restglied (#16) isoliert hat, wechselt man geméaf
dem Shuttle Prinzip wieder in das Grafikfenster und untersucht die Graphen der Asymptote und des Restgliedes in
Relation zur rationalen Funktion.
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#13:

#14: — + x + 1
x -1

#15: AS(x) = x + 1

1
#16: REST(x) :=

x -1

ICOMMAND : Center Delete Help Move Options Flot Quit Range Scale Transfer
Hindow aXes Zoom

Enter option Derive XM

Cross x:1 y:0.9375 Scale x:1 y:1 ZD-plot]

Abb. 4.18: Asymptotische Funktionen

Es sollten auch einige rationale Funktionen mit asymptotischen Funktionen hoheren Grades untersucht werden, wie
zum Beispiel in Abb.4.20:

#1:
Z
1 x x 1
#e2: - — «+ e -4 -2 2 4
5-(x + 1) 5 5 5 ) ) ) ) -1
P -2 +
X X 1
#3: A5G := S -3
5 5 5
-4
1
#4: BEST(x) = - —— ' ) ) -5
5-(x + 1)
COMMAND : Build Calculus Declare Expand Factor Help Jump soLve Manage
Options Plot Quit Remove Simplify Transfer Undelete mole Window approX
Enter option
User Free:99~ Ins Derive flgebra

Abb. 4.19: Asymptotische Funktionen

Ein Beispiel, bei dem mehrere Algebrafenster verwendet werden, um Strategien fiir das Losen von Gleichungen zu
vergleichen, findet man in der 'Gleichungsbox' in Kap.4.1 (White Box/ Black Box-Prinzip). Der Schiier vergleicht
verschiedene Prototypen von Aquivalenzumformungen mit dem Ziel, durch Abwigen der Vor- und Nachteile eine
ihm passende Strategie zu finden.
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5. Veranderung in der Unterrichtskonzeption

Wenn man sich flir ein computerunterstiitztes Unterrichtskonzept entscheidet, mufl man sich dariiber im klaren
sein, dafl diese neue Lernumgebung die gesamte Unterrichtsorganisation, das Rollenbild von Lehrern und
Schiilern, beginnend von der Vorbereitungsarbeit des Lehrers bis hin zur Priifungssituation verdndert. Es ist daher
nicht nur notwendig, wie in den vorangehenden Kapiteln beschrieben, die Lernformen und die didaktisch-
strategische Planung neu zu iiberdenken, es miissen auch notwendige Verdnderungen von den Unterrichts-
methoden, iiber Arbeitsunterlagen bis hin zu den Priifungsinhalten und -formen mit berticksichtigt werden.

5.1.  Veranderungen im Methodeneinsatz

Wir beziehen uns in diesem Kapitel auf eine Untersuchung, die Robert Nocker im Rahmen des Osterreichischen
Computeralgebraprojekts durchgefiihrt hat. Fine genauere Beschreibung dieses Projekts folgt im Kapitel 6. In
dieser Studie werden die Ergebnisse einer Unterrichtsbeobachtung in 20 Unterrichtsstunden mit Einsatz von
Computeralgebra und 37 Stunden ohne Computereinsatz verglichen. Die Beobachtung erfolgte in gymnasialen
Klassen der 9. bis 11. Schulstufe. Genauere Informationen iiber das Beobachungsinstrument, die Stichprobe und
ausflihrlichere Interpretationen konnen Interssierte aus den Berichten iiber das Projekt entnehmen [Nocker, 1994].

Wir wollen hier nur jene Bereiche beschreiben, wo signifikante Unterschiede zwischen dem traditionellen und dem
computerunterstiitzten Unterricht zu beobachten waren.

5.1.1. Methodische Grundformen

In diesem Bereich geht es vor allem um den Grad der Lehrer- und Schiilerzentriertheit im Unterricht. Tendenziell
erkennt man in Stunden mit Computereinsatz einen geringeren Anteil an Lehreraktivitit, die Differenz ist aber
nicht signifikant. Hochsignifikant sind der Riickgang des Vorrechnens durch Schiiler und vor allem der Anstieg der
selbstindigen Schiilertétigkeit (siche Abb. 5.1).

Methodische Grundform

Lehreraktivitat [—— et
(Vortragen, Herleiten, S 3.41

Vorrechnen) | 25

Unterrichtsgesprach/ L =i " _ | 238
Diskussion | 2,25

| 2,11

Vorrechnen (Schiler -
) | 0,35
'i-- 0.11 [] standard
Schiiler-Stillarbeit |;_| 0'1 B Computer

selbststandige __] 1,65

Schilertatigkeit [T

| 4,45

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4.5

5-Minuten-Intervalle/Unterichtseinheit

Abb. 5.1: Methodische Grundformen

5.1.2. Sozialformen

Noch deutlicher als bei den methodischen Grundformen ist hier der Wechsel zu individualisierten Unter-
richtsformen erkennbar. Wahrend in traditionellen Unterichtsstunden die Arbeit im Klassenverband klar dominiert,
beobachtet man im computerunterstiitzten Unterricht eine gleichméfBige Aufteilung auf Unterricht im Klassenver-
band und Einzel- bzw. Partnerarbeit (siche Abb. 5.2)

169



Sozialform
: | 7.89
Klassenunterricht == ‘
4,45
G coit | 0,03
ruppenarbeit
D 0,2
~ |oa9
Partnerarbeit = | 26 [] standard
y ] Computer
]
1.24
Einzelarbeit : |
2,45
0 1 e 3 4 5 6 T 8
5-Minuten-Intervalle/Unterichtseinheit

Abb. 5.2: Sozialformen

DaB die Partnerarbeit relativ haufig vorkommt, héngt auch mit der Hardwareausstattung zusammen. In den EDV-
Réumen gibt es 14 bis 15 PCs, so dal} die Partnerarbeit eine Notwendigkeit ist. Aus dieser Not wird aber insofern
eine Tugend, insofern dieses Arbeiten zu zweit meist zu einer intensiven Diskussion iiber mathematische Probleme
fiihrt. Selten habe ich Mathematikstunden erlebt, in denen so viel iiber Mathematik diskutiert wurde wie bei
solchen Stunden im EDV-Raum. Ein weiterer Vorteil besteht in der Mdglichkeit der gegenseitigen Kontrolle bei
der Eingabe von Daten in den Computer, was vor allem bei Schiilern mit wenig Computererfahrung wichtig ist.

Gruppenarbeit spielte praktisch keine Rolle. Ich sehe das auch in Zusammenhang mit dem Untersuchungsergebnis,
daf3 sich die Inhalte und Fragestellungen noch nicht sehr veréndert haben, was aber im ersten Jahr des Projekts
nicht zu erwarten war. Die beteiligten Lehrer waren vorerst auf traditionelle Inhalte angewiesen, da neue
Unterrichtsmaterialien erst im Laufe der Projekarbeit entwickelt wurden. Wenn es in der Zukunft gelingt, den
Schiilern offenere Aufgaben zu stellen, den gesamten Problemldseprozel zum Gegenstand des Lernens zu machen,
wird diese Sozialform an Bedeutung gewinnen.

Schulertatigkeit

Wie aus der Abb. 5.3 zu erkennen ist, dominiert in den traditionellen Stunden das reproduktive Lernen - hier als
'Aufnehmen' bezeichnet. In Stunden mit Computereinsatz tiberwiegt dagegen signifikant das 'Produzieren’, also die
selbstiandige produktive Schiilertitigkeit.

Schulertéatigkeit
| 5,11
Aufnehmen
3.4
‘ 1,97
e
i ; 1,65
L‘jStandard
L 7 computer
‘ 2,54
Produzieren -
47
0 1 2 3 4 5 6
5-Minuten-Intervalle/Unterichtseinheit

Abb. 5.3: Schiileraktivitdten
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Wir halten es fiir eines der wichtigsten Ergebnisse, daf3 die Schiiler durch das neue Lernmedium Computer zu mehr
Selbsttitigkeit gefilhrt werden. Beachten sollte man allerdings auch, daB8 bei solchen schiilerzentrierten
Computerstunden die individuelle Belastung der Schiiler steigt. Aber auch fiir den Lehrer, der dabei mehr die
Aufgabe des Initiators und Betreuers hat und weniger die zentrale Rolle des Wissensvermittlers, sind
computerunterstiitzte Stunden wesentlich anstrengender. Man konnte seine Rolle mit der eines Schachspielers
vergleichen, der gegen mehrere Gegner eine Simultanpartie spielt. Durch die individuellen Aktivititen der
einzelnen Schiiler ist der Lehrer oft an jedem Arbeitsplatz mit neuen Problemen konfrontiert. Der positive Ertrag
rechtfertigt aber die Miihe.

5.2.  Zur Rolle des Lehrers

Die Verdnderungen im Gefolge des Auftauchens von Taschenrechnern im Mathematikunterricht erscheinen
geradezu harmlos im Vergleich zu CAS. Fast unbemerkt gestattete der Taschenrechner eine groflere numerische
Flexibilitdat, erlaubte mit realistischerem Zahlenmaterial (‘'krummen Zahlen') zu arbeiten und brachte die
verschiedenen Tafelwerke zum Verschwinden. Begleitend wurden Uberlegungen angestellt, wie denn einer durch
den Taschenrechner drohenden Kopfrechenschwéche zu begegnen sei, und wie man Schiiler am besten mit dem
Handling vertraut machen kann.

Man braucht wohl kein grofer Prophet zu sein, um zu sehen, dal CAS viel breitere Verdnderungen mit sich
bringen wird. Im Zusammenhang mit CAS stellt sich auch die Frage nach dem Bildungswert bisheriger Lernziele
(vgl. Kap. 5.4), nach Verdnderungen in den Unterrichtsmethoden und nach Kompetenzen im Umgang mit neuen
Technologien. Und mitten in diesen Verdnderungen werden Lehrerinnen und Lehrer stehen. "Als nichstes miissen
Lehrerinnen und Lehrer ins Blickfeld geraten. Diese miissen ihren Unterricht ja mit den neuen Werkzeugen
konzipieren und durchfiihren, sind hierzu aber weder von den Féhigkeiten noch von den Einstellungen her
ausgebildet. Es bedarf also wirksamer MaBinahmen in der Lehrerausbildung und vor allem der Fortbildung.
»Wirksam" bezieht sich in diesem Zusammenhang auch auf die Form und ,Philosophie“ von Lehrerfortbildung.
Eigenstindiges und selbstverantwortliches Lernen kann nur von Lehrerinnen und Lehrern initiiert werden, die
solches selbst erfahren haben. Insbesondere bzgl. der weniger lehrerzentrierten Interaktions- und offenen
Lernformen besteht im Mathematikunterricht ein groer Erfahrungsbedarf.” [Schmidt, 1995, S.17]

Wir wollen hier aber zuerst auf Fragen, mit denen der Lehrer gleich zu Beginn eines CA-unterstiitzten Unterrichtes
konfrontiert ist, eingehen: Wie kann man CAS moglichst selbstverstindlich und konstruktiv in den
Mathematikunterricht integrieren und auf die bei der Einfilhrung solcher Systeme auftauchenden Probleme
reagieren? Soll der Lehrer den Funktionsumfang - je nach mathematischem Wissensstand der Schiiler - steuern?
Hilft er seinen Schiilern damit oder bevormundet er nur? Wie wirkt sich ein derartiger Unterricht auf die
Vorbereitungsarbeit des Lehrers aus? Ist CAS ein Partner, der die Unterrichtsarbeit unterstiitzt oder sehen die
Schiiler darin eine zweite Autoritét, an der die Kompetenz des Lehrers gemessen wird?

5.2.1. Einfihrung in das CAS

Im Rahmen des in Osterreich durchgefiihrten CAS-Projekts gab es urspriinglich verschiedene Denkvarianten, wie
die Einfithrungsphase verlaufen konnte, wie die Schiiler am besten mit den Moglichkeiten und der Handhabung
des Systems vertraut gemacht werden konnten. Auf Grund fritherer Erfahrungen mit einem Unterrichtsversuch
H.Heugls [Heugl, 1989] mit dem Ti-48 tauchte etwa die Idee auf, sich mit der Handhabung in einem 'verbindlichen'
Freifach parallel zum Mathematikunterricht zu beschéftigen. Eine andere Mdoglichkeit wire, die Einfithrung im
Rahmen des laut Osterreichischen AHS-Lehrplan in der 9.Schulstufe vorgesehenen Faches Informatik
durchzufiihren. Durchgesetzt hat sich eindeutig die im Mathematikunterricht integrierte Einfilhrung von DERIVE,
die sich mit ansteigender Komplexitit an den jeweiligen mathematischen Inhalten des Unterrichts orientiert. Die
erste Variante verpflichtet alle Schiiler zu einem zusétzlichen Unterricht, und dieser Idealismus kann nicht immer
eingefordert werden. Eine auf die neunte Schulstufe beschrinkte Einfithrung hat den Nachteil, daf3 sie sich auf die
mathematischen Inhalte dieser Schulstufe reduzieren muf3 und dieses hier praktizierte Lernen auf Vorrat nicht
unbedingt motivationsférdernd ist. Der Hauptvorteil der integrierten Einfithrung und Verwendung des CAS liegt in
der natiirlichen und genetischen Entwicklung des im Zusammenhang damit notwendigen Wissens.
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So steht die Einfithrung nicht isoliert und kann bei geeignetem Aufbau einen wertvollen Beitrag fiir den
Mathematikunterricht selbst darstellen. Die Problematik der Verwendung eines CAS entschérft sich zunehmend, da
immer mehr Schiiler bereits Vorerfahrungen im Umgang mit dem Computer aufweisen. Ziel dieser Einfiihrung
wird es daher vor allem sein, die Schiiler mit

- Fertigkeiten im Werkzeuggebrauch,

- Ubersetzungtechniken

- heuristische Techniken im Zusammenhang mit CA auszustatten und
- zu einer kritischen Betrachtung der CA-Ergebnisse

zu erziehen.

Fertigkeiten im Werkzeuggebrauch
(1) Editieren, Modifizieren, Strukturieren und Kommentieren eines CAS-Arbeitsblatts

Beim Arbeiten auf Papier ist der ,Blick aufs Ganze“ eine Selbstverstandlichkeit, so selbstverstindlich, dal3 uns dies
erst dann erst bewulit wird, wenn er plotzlich nicht mehr vorhanden ist, z.B. wenn ein Schiiler an der Tafel arbeitet
und es nicht gewohnt ist, plotzlich nur mehr einen kleinen Ausschnitt aus seinen Berechnungen wahrnehmen zu
konnen. Genauso ist es natiirlich kein Zufall, daB viele Fehler bei schriftlichen Arbeiten gerade dann passieren,
wenn umgebléattert wird. Entsprechende Probleme haben auch oft Anfanger im Umgang mit einem CAS. Teile der
Berechnung wandern durch Scrollen aus dem Blickfeld, Fehlversuche und Nebenrechnungen unterbrechen den
Aufgabenzusammenhang, der Uberblick droht auf diese Weise verlorenzugehen.

2 Z
#Z: 2FT-x - u = 12 #1: [Precision = Exact., Motation =

#Z: "Schnitt Ellipse-Hyrerbel"

2

z p: z p:
#3: [o.x" + 25.9" = 225, 9.x" + 25.9 2
#3: 9.x + 25.4w = 225

z z z z
#4: [o." + 2547 = 225, 9.3 + 25.u

z z
Z #4: B.x —u = 1Z
#5: x = 1.B6666-4(9 — u )
2 #5:
#6: x = — 1.B6BBEG-I(9 — u ) 2
i i T3¢y + 12
#7: MHotatiom I= Ratiomal #B: = = B
Z
5-4(9 — u Z
#8: x = — = I3 -4y + 123
3 #7: ox = - — - 77
2 3
%9 5.1(9 — w3 #8: "Substituieren in Ellipsengl."
H = - — -
E] Z z
I3-40y + 123 Z
Z 12 #9: 8. | — "= " | + 5.4 = 22
[ 5-4¢9 — w» ] 3 3
#1@: 3. | — = = | — 4" =1z
E] 3-I3
. #10: u =
#11: Precision = Exact 2
412 343 411 3.13
Py = =Yy = -
z F]
3.13 2 3-I3 42
#1321 u = — #1Z: B — [ ] = 12
F] F3
Z 343 2 5
#14: 3¢ - [ 1° = 12 #13: x = —
z F]
] 5
#152 % = — #1471 3 = — ——
F] F3
#17: "Losungen"
#16: ¢
#1351 wiF UERTFEEE R I e - T EE e T A I

ICOMMAND = aF%ﬂjﬂ Build Calculus Declare Expand Factor Help Jump solve Manage

Jptions Plot Quit Remove Simplify Transfer Unremove mole Hindow approX
Enter option
Ser

Free:3Zx Ins Derive Algebral

Abb. 5.4: Chaos und Ordnung

Es ist daher wichtig fiir eine effiziente Arbeit mit dem CAS, die Schiiler dahingehend zu trainieren, ihre Losungs-
ansdtze besser zu strukturieren, (Bildschirm-)platzsparend zu arbeiten und das Kommentieren nicht zu
vernachldssigen.

Wie stark dieses strukturierte Vorgehen sein soll, héngt natiirlich auch davon ab, ob das CAS in Form eines
Taschenrechners eingesetzt wird und die Dokumentation einer Bearbeitung per Hand im Heft erfolgt oder ob das
ausgedruckte CA-File zur Dokumentation eingesetzt wird.
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(2) Aufbau von Kompetenzen bei der grafischen Darstellung von mathematischen Objekten

Speziell in der 2D-Grafik sollten die grundlegenden Befehle geiibt werden und fiir flexibles Bearbeiten der Grafik
als Riistzeug zur Verfiigung stehen. Nicht jede Datenmenge, jeder Graph einer Funktion liefert nach Plot Plot
sofort im Grafikfenster eine geeignete Darstellung, hiufig geschieht scheinbar nichts. Uberlegungen zu einer
geeigneten Skalierung sind Voraussetzung fiir spétere Interpretationen am Graphen (Scale). Das CAS bietet die
didaktisch sehr gut einsetzbare Moglichkeit, auf den Funktionsgraphen zu springen (mit F3) und darauf
herumzuwandern. Des weiteren kann ein gewiinschtes Fenster mittels Range justiert werden. Als Beispiel soll die
Darstellung der rationalen Funktion fin Abb.5.5 dienen.
2
X - 3-x 4+ 2
#1: F(x) := User

2
X + X - 6

y |6
4
2
X
. *
B
-2 2 4
-2
-4
ICOMMAND : Center Delete Help Move Options Plot Quit Range Scale Transfer
Window aXes Zoom
Tracing expression #1, not real and finite?
Cross x:2 y:8.2187 Scale x:2 y:2 Derive ZD-plot

Abb. 5.5: Berarbeitung von Graphen

In den gedffneten Fenstern (Window Split) kann die Art des Fensters festgelegt werden (Designate). Neben den
Koordinaten des Cursors (+) am linken unteren Rand des Bildschirmes erhélt man im Trace-Mode (Option State
Trace) auch weitere Riickmeldungen. Im Fenster 2 wird die Tatsache, daB3 an der Stelle 2 dieser Funktion eine
hebbare Liicke aufscheint, durch die Riickmeldung 'not real and finit' beschrieben. Die Tasten F9 und F10 bieten
die Moglichkeit des Vergroerns und Verkleinerns (siche Fenster 3). Bei diesem Beispiel sieht man, daf} diese
hebbare Liicke beim Zeichnen des Graphen grofere Probleme auslost, die auftretenden Zacken sollen nur
andeuten, da3 an dieser Stelle etwas Besonderes vorzufinden ist. Diese Darstellung soll einige Hinweise geben,
welche Qualifikationen im Umgang mit der Grafik in der Einfithrung gelernt werden sollen, und umfaft natiirlich
keineswegs die gesamte Palette an Grafikmdglichkeiten in DERIVE.

(3) Fahigkeiten im Vergleichen und Umformen mathematischer Ausdriicke

Auf eine Diskussion dieser Féhigkeiten soll hier verzichtet werden, da darauf in Kap. 3.5 (Schnittstelle Operieren-
Interpretieren) bereits eingegangen wurde.
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(4) Bearbeiten und Analysieren von Strukturen, Zugriff auf Teilstrukturen und deren Substitution

Kompetenz im Umgang mit einem CAS heif3t auch, auf die dargestellten mathematischen Gegenstdnde zugreifen
zu konnen, Teilstrukturen herauszugreifen, aus vorhandenen neue komplexere Strukturen aufzubauen. Eine
besondere 'Spezialitit' von DERIVE in diesem Zusammenhang ist etwa die Moglichkeit, Teilterme unterlegen zu
konnen und nur gezielt auf diese eine mathematische Operation anzuwenden (vgl. Kap.4.1). Gerade solche
Maglichkeiten erlauben einen sehr flexiblen und 'mathematiknahen' Umgang mit dem System. (Leider wurde diese
Termmarkierung nicht in die T1-92-Version von DERIVE {ibernommen.)

(5) Voreinstellungen von Rechenoptionen und Statusvariablen

In diesem Buch gibt es eine Fiille von Beispielen, die aufzeigen, dafl die festgelegte Voreinstellung fiir die
gewihlte Vorgangsweise, den Losungsansatz und die Ausgabe von Werten von Bedeutung ist. Alle Einstellungen
zusammen schaffen einen gewiinschten Bearbeitungshintergrund. In DERIVE sind zu unterscheiden:

Einstellungen, die am Arbeitsblatt aufscheinen

Seit der Version 3.0 kdnnen bei einer Reihe von Optionen Veranderungen direkt im Arbeitsblatt vorgenommen und
mit diesem abgespeichert werden, was zu einer groferen Transparenz beim Arbeiten mit dem CAS fiihrt. Es ist zu
beachten, dal im Gegensatz dazu die Grundeinstellungen (die in der Initialisierungsdatei DERIVE.INI
zusammengefaft sind) nicht angezeigt werden.

Einige wenige Beispiele, die im Unterricht von Bedeutung sind:
- Option Input :

Das Arbeiten mit Wortvariablen wird durch das Umstellen von Character auf Word ermdglicht, wird eine
Differenzierung von GroB- und Kleinbuchstaben gewiinscht, wird von Insensitive auf Sensitive umgestellt.

-Option Precision / Notation :

Jene Statusvariable, die die Rechengenauigkeit kontrolliert, wird mit Exact und Approximate festgelegt, die
Ausgabe am Bildschirm - Notation - wird automatisch mitgeschalten. Sollte eine selbstgewihlte
Bildschirmausgabe erfolgen, kann zwischen Decimal, Rational, Mixed und Scientific gewihlt werden.
Dariiber hinaus kann die Anzahl der Stellen (nicht der Dezimalstellen) bei Digits eingestellt werden.

- Option Output:
Mit dieser Option kann der Multiplikationspunkt ein- und ausgestellt werden.
- Manage Trigonometrie:

Bei manchen Bearbeitungen ist es sinnvoll, das Gradmal} zu wihlen, andere Angaben und Beispiele erfordern
das Bogenmal.

Beispiel 5.1: Wertetabelle 1

Erzeuge eine Wertetabelle fiir besondere Winkel im Gradmayf; und deren Sinus-, Cosinus- und Tangenswerte.

#1: Angle := Degree User
#2: VECTOR([x, SIN(x), COS(x), TAN(x)], x,0,360,45) User
0 0 1 0
r V2 V2 ! |
45 —_— —_— 1
2 2
90 1 0 +00
V2 V2 |
135 @ —— - —— -1
2 2
#3: 180 0 -1 0 Simp (#2)
V2 V2 |
225 - —— - —— 1
2 2
270 -1 0 +00
V2 V2 |
315 - —— —— -1
2 2
L 360 0 1 0 -
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Beispiel 5.2: Wertetabelle 2

Erzeuge eine Wertetabelle fiir besondere Winkel im Bogenmaf3 und deren Sinus-, Cosinus- und Tangenswerte.

#4: Angle := Radian User
I
#5: VECTOR[[X, SIN(x), COS(x), TAN(x)], x, 0, m, ———] User
4
- 0 0 1 0
o V2 V2 |
—_— —_— —_— 1
4 2 2
I
#6: _— 1 0 +00 Simp (#5)
2
3-m V2 V2
- -1
4 2 2
- hns 0 -1 0 -

Einstellungen, die nicht im Arbeitsblatt aufscheinen

Problematischer in der Unterrichtsarbeit sind Voreinstellungen, die zwar gesetzt aber in keiner Ubersicht angezeigt
werden. Oft wird man erst durch ein unerwartetes Verhalten des CAS auf sie aufmerksam.

Zwei Beispiele: Der Schiiler mochte ein Trapez durch Angabe der entsprechenden Koordinaten zeichnen lassen,
enttduscht stellt er fest, dal nur Punkte zu sehen sind. Option State Connected ist nicht gesetzt. Beim Ausdruck
des Funktionsgraphen kommt nur ein halber leerer Rahmen. Transfer Print Options Printer muf} auf den Typ des
Druckers umgestellt werden. Bei Verwendung von Farbdruckern ist dariiber hinaus auf die Einstellung einer
geeigneten Hintergrundfarbe zu achten!

b) Ubersetzungstechniken
(1) Der mathematische Formalismus und die Syntax des Computeralgebra-Systems

Bei der Verwendung eines CAS ist es erforderlich, dal die mathematische Sprache in die Syntax des CAS
iibersetzt werden kann. Wenn auch die Erwartungen in die Richtung gehen, dal ,die Kommunikation mit dem
Rechner in einer Sprache erfolgen wird, die sich an der symbolischen und fachwissenschaftlichen Darstellung
mathematischer Begriffe und Ausdriicke, am mathematischen Sprachparadigma“ orientiert [Weigand, 1993/2,
S.332-343], so muB hier doch darauf hingewiesen werden, daf3 alle zur Zeit verfiigharen CAS jeweils individuelle
"Softwareparadigmen” représentieren. Der Benutzer muf3 sich daher flir einen effektiven Umgang mit diesen
Systemen mit den Grundideen, die von den Entwicklern in die Systeme integriert wurden, vertraut machen. Auf
eine Reihe von Inkompatibilitidten zwischen mathematischer Notation und mathematischer Standardsoftware und
auf die damit im Unterricht verbundenen Probleme hat R.K6hler [MNU, 1995, S.195-198] hingewiesen, indem er
sich mit der Rolle des Zuweisungsoperators und des Gleichheitszeichens in DERIVE beschiftigte.

Beispiel 5.3: Ohne exakte Syntaxkenntnis keine Lésung in Sicht

Um etwa nur ein lineares Gleichungssystem zu 10sen, ist es erforderlich, die entsprechende Syntax zu kennen und
exakt einzuhalten. Nur wenn der Schiiler in der Author-Zeile

[x-2y=-30, 3x -y=40]

eingibt und soLve driickt bzw. wenn er

solve ([x-2y=-30, 3x -y=401, [x,vy])

eingibt, wird er zur Losung [22,26] gelangen. Eine runde Klammer an der falschen Stelle und der Erfolg bleibt
aus. Andererseits lassen sich die handschriftlichen Umformungsschritte mit DERIVE nachvollziehen, dies wird aber
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ein Schiiler meist nur dann versuchen, wenn er es einmal (beim Lehrer und seinen Mitschiilern) gesehen hat. Und
auch hier ist ein gewisses Mindestmal an 'technischem' Wissen notwendig.

Natiirlich ist dieses Beispiel trivial. Andererseits mufl Lehrer und Schiilern aber klar sein, daB3 die Einhaltung der
Syntax Voraussetzung ist fiir den nutzbringenden Einsatz des Systems. Im Unterricht hat es sich z.B. bewéhrt,
Randbemerkungen und Beispiele zur Syntax des Systems im Schuliibungsheft in einer anderen Farbe notieren, um
die Syntax sozusagen parallel mit den Inhalten mitzulernen und ihre dienende Rolle erkennbar zu machen.

Beispiel 5.4: Verschiedene Ubersetzungsmdglichkeiten fiir einen mathematischen Gegenstand

Sehr oft stehen alternative Syntaxformen zur Verfiigung. Dabei ist es je nach Aufgabenstellung manchmal vollig
unerheblich, welche Variante der Schiiler wahlt, bei gednderter Zielrichtung aber entscheidend. Ein konkretes
Beispiel: Die Quadratfunktion 148t sich in DERIVE u.a. in folgenden Formen darstellen:

#1: a x2

#2: f:=a x?

#3: F(x):=a x?

#4 : [x,a x2]

#5: f=a x2

#6: y=a x2

#7: QUADRATFUNKTION 1 (x):=a x2
#8: QUADRATFUNKTION_ 2 (a,x) :=a x2

Will der Schiiler einen Funktionsgraph erzeugen, so sind alle dargestellten Varianten im wesentlichen gleichwertig.
Will er aber den Funktionswert an der Stelle 1.37 berechnen, so wird ihn nur Variante #3 oder #7 rasch zum Ziel
bringen. "Ubersetzen ins CAS" heiBit also, sich nicht irgendeiner moglichen Syntax zu bedienen, sondern die fiir
den Aufgabenzusammenhang geeignete herauszugreifen. Dazu mufl der Schiiler natiirlich einen entsprechenden
Uberblick haben.

Der Lehrer kann ihm dabei helfen. Dadurch z.B., daB er diese Palette an Ubersetzungsméglichkeiten zum AnlaB
nimmt, auf die verschiedenen moglichen Schreibweisen von Funktionen und die damit verbundenen Aspekte von
Funktionen einzugehen.

#1: a x?

Der Term wird als Funktion interpretiert.
#2: f:=a x2

Der Term bekommt einen Namen.
#3: F(x):=a x2

Eine Funktion wird definiert und x wird zur freien, @ zur Formvariablen.
#4: [x,a x2]

Der Zuordnungsaspekt x ~ a x2 wird ins CAS iibertragen (Grafik schaltet auf Parameterdarstellung um, was
X
2

eigentlich der mathematischen Schreibweise X(x) = ( j 27entspricht.)

ax
#5: f=a x?

Eine ungliickliche (?) Darstellung der Funktionsgleichung.
#6: y=a x?

Funktionsgleichung.
#7: QUADRATFUNKTION 1 (x):=a x2

Die Funktion bekommt einen Namen.
#8: QUADRATFUNKTION 2 (a,Xx):=a x2

Funktion in 2 Variablen, die Formvariable hat sich endlich emanzipiert.
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Generell ist diese Vielfalt an Ubersetzungsmoglichkeiten sicher positiv zu sehen, gestattet sie doch, den Reichtum
an Aspekten eines mathematischen Begriffs besser abzubilden. Allerdings muf3 darauf geachtet werden, daB sich
der Unterricht nicht durch die syntaktischen Moglichkeiten und Begrenzungen einengen 148t. Konkret etwa:
Welche Aspekte bietet der Funktionsbegriff, die vom System nicht erfat werden?

(2) Schrittweises Umformen mit dem Computeralgebra-System

Natiirlich muf} es erklértes Ziel und Forderung der Didaktik der Mathematik an die Systementwickler sein, die
Unterschiede zwischen der mathematischen Syntax und der Syntax des CAS immer geringer und bedeutungsloser
werden zu lassen, dies auch durch das Implementieren moglichst toleranter Parser (jener Teil im Programm, der die
Benutzereingaben analysiert).

Neben der Formulierung mathematischer Zusammenhénge in der CA-Umgebung, wie sie in (1) behandelt wurde,
ist es auch notwendig, daf3 der Schiiler befédhigt wird, Umformungen mit dem System durchfiihren zu kénnen. Von
den Entwicklern der CAS wurden dazu verschiedenste Ansdtze vorgestellt: Von syntaxorientierten
Transformationen wie bei MATHEMATICA oder MAPLE - die eine entsprechende Kenntnis dieser Syntax beim
Benutzer voraussetzen - {iber meniiorientierte Systeme bis hin zur intensiven Nutzung von grafischen Oberflichen
wie etwa bei MATHEPLUS, wo Variablen mit der Maus aufgegriffen und "auf die andere Seite" gezogen werden.

DERIVE ermdglicht sowohl eine menii- als auch eine syntaxorientiere Arbeitsweise. Dies ist vielleicht nicht immer
die bequemste Variante, erfordert aber - was didaktisch positiv zu bewerten ist - ein bewulites Anwenden der
entsprechenden Umformungsschritte.

Beispiel 5.5: Ldsen einer einfachen Differentialgleichung

Will man die folgende Differentialgleichung des beschrinkten Wachstums nicht automatisiert (z.B. mit DSOLVEL1)
16sen lassen, so kann dies auch Schritt fiir Schritt durchgefiihrt werden.

#1: Y(t) := User
d
#3: — Y(t) = k- (g - Y(t)) User
dt
d
— Y(t) = k-(g - Y(t))
#5: dt User
g - Y(t)
d
— Y (t)
#6: dt Simp (#5)
_— =k
g - Y(t)
d
— Y (t)
#7: dt User
———— = k| dt
Lg - v(t) J
#8: - LN(Y(t) - g) = k-t Simp (#7)
#9: LN(Y(t) - g) = - k-t + ¢ User
IN(Y(t) - g) = - k-t + ¢
#10: & User
c - k-t
#11: Y(t) - g = & Simp (#10)
c - k-0
#12: Y(0) - g = & Sub (#11)
c
#13: Y(0) - g = & Simp (#12)
- k-t
#14: Y(t) = g + (Y(0) - g)-& User
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(3) Variablenordnung

Bei der Ubersetzung in eine implizite Darstellung von Funktionen und Relationen und darauffolgender grafischer
Darstellung muf die Variablenordnung beachtet werden.

Beispiel 5.6: Funktion und Umkehrfunktion (?)

Die voreingestellte Variablenordnung beginnt mit den Variablen x, y, und z, danach geht es weiter mit a, b, c ...

2
#1: vy - x =0 User
#2: s - 5-t = 2 User

Wird etwa mit der Standardeinstellung die Gleichung in #1 gezeichnet, erhalten wir die Darstellung einer Parabel
in zweiter Hauptlage, also jene Parabel, die durch die explizite Gleichung y = x2 festgelegt ist. Andern wir jedoch
mit Manage Ordering die Ordnung der Variablen, indem x und y in der Rangordnung vertauscht werden, wird die
Parabel in erster Hauptlage gezeichnet (Abb. 5.6).

Abb. 5.6: Umkehrrelationen und -funktionen

Wird die lineare Gleichung in #2 mit der Grundeinstellung gezeichnet, erscheint der Graph der inhomogenen
linearen Funktion mit der Steigung 5. Nach Anderung der Ordnung der Variablen, also ¢ vor s, wird dieselbe
Gleichung als Unkehrfunktion mit der Steigung 0.2 gezeichnet (Abb. 5.6). Die eindeutige Beschriftung der Achsen
bereitet hier natiirlich Probleme.

(4) Plausibilititsabfragen

Werden etwa bei der Definition von Funktionen Zahlenbereichstests oder Tests fiir gewiinschte Eingaben
durchgefiihrt, konnen diese mit eingebauten Abfragen bewerkstelligt werden. Der Benutzer kann dadurch auch
Riickmeldungen tiber seine Eingabe erhalten, die zur Interpretation der Auswertung dienen. Als Beispiel wird die
Entwicklung einer Funktion fiir das Generieren einer Datenmatrix betrachtet. Zu beachten ist, da3 die Verbindung
von Punkten die Einstellung Option State Connected erfordert.

Als nicht geeignete Eingaben fiir die Auswertung werden Variablen und Polstellen von Funktionen angenommen.
Zuerst wird die kleine Funktion VT_ fiir den '"Variablentest' definiert, wobei positive Zahlen zu 2, nicht positive zu
1 und Fehleingaben zu 0 ausgewertet werden.

#1: VT (ausdruck) := IF(ausdruck > 0, 2, 1, 0) User
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Danach wird eine Funktion ORDNER definiert, die bei Auswertung von nichtreellen Zahlen (das Produkt der
'Variablentests' ist 0) eine Fehlermeldung ausgibt, sonst wird die Datenmatrix fiir das Zeichnen der
Zuordnungslinien erzeugt.

User
#2: ORDNER(T,fx) 1= IF(VT_(X)-VT_(fx)=O, "Fehler: Variable(n)
_ . orx 019
eingegeben oder kein Funktionswert vorhanden" , L x fx JJ
0 fx

Am Beispiel der Funktion H(x) kdonnen nun verschiedene Fille getestet und bei geeigneter Ausgabe gezeichnet
werden (Abb. 5.7).

2
#3: H(x) := — User
x -1
-1 0
#4: ORDNER (-1, H(-1)) = [ -1 -1 } User=Simp (User)
0 -1
#5: ORDNER (1.5, H(1.5)) User
1.5 0
#6: [ 1.5 4 } Approx (#5)
0 4
y |6
1
2
-
-4 = 2 4
-z

Abb. 5.7: Eingezeichnete Zurodnungslinien

Nun zwei Beispiele mit verbalen Riickmeldungen:

User=Simp (User)
#7: ORDNER(1, H(1l)) = "Fehler: Variable(n) eingegeben oder
kein Funktionswert vorhanden"

User=Simp (User)

#9: ORDNER(a, H(1l)) = "Fehler: Variable(n) eingegeben oder
kein Funktionswert vorhanden"

Offen bleibt die Frage, ob es sinnvoll ist, sehr viele Plausibilitdtsabfragen zu titigen, oder ob der Beniitzer fiir die
Verwendung von Funktionen und die Interpretation der Ergebnisse selbst verantwortlich ist.
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c) Heuristische Techniken

Verschiedene heuristische Techniken wurden bereits ausfilirhlich in Kapitel 3 betrachtet. Es ist auch eine wichtige
Aufgabe des Lehrers, den Lernenden mit solchen Techniken vertraut zu machen.

(1) Parametervariation

Bereits in Kapitel 2 wurde am Beispiel des freien und begrenzten Wachstums aufgezeigt, da3 man im Unterricht
sehr schnell, speziell im Zusammenhang mit der Grafik, Auswirkungen von Parametern untersuchen und geeignete
Vermutungen aufstellen kann.

Nun soll die Auswirkung eines Parameters auf die Anzahl von Extremstellen bei einer Funktion dritten Grads
analysiert werden.

Beispiel 5.7: Kurvenscharen

Zeige, daf3 die Funktion f-x - x* + b x> + 3 x + 5 fiir b* > 9 genau zwei lokale Extremstellen, fiir b* < 9 keine
lokale Extremstelle hat! Wie viele lokale Extine lokale Extremstelle hat! Wieviele lokale Extremstellen gibt es fiir
b =97

[Biirger/Fischer, 1991, Beispiel 2.117]

Wir definieren die Funktion allgemein:

3 2
#l: F(x) :=xXx + bx + 3:x + 5 User

Mit einem VECTOR-Befehl generieren wir neun Funktionen, indem wir b von -4 bis 4 mit Schrittweite 1 variieren.
#2: VECTOR(F(x), b, -4, 4) User

Wir erhalten eine Schar von Polynomfunktionen dritten Grads:

Approx (User)
[ 3 2 3 2 3 2
#3: kx -4-x +3-x+5,Xx -3-X +3:X+5,x -2-X +3-x+ 5,
3 2 3 3 2 3 2 3 2
X -X +3.X+5,Xx +3.%X+5, X +X +3-xX+5,X 42-x +3-xX+5,X +43:x +3-x+5,
3 2
X +4-x +3-x+5

Wir bilden die erste Ableitung fiir alle Funktionen aus #3:

d 11
#4: [——} VECTOR(F(x), b, -4, 4) User
dx
Approx (#4)
[ 2 2 2 2 2
#5: L3-x -8-x+3,3°X -6-X+3,3X -4-x+3,3-X -2-%X+3,3-X +3,
2 2 2 2 ]
3:X +2-X+3,3°X +4-%X+43,3-X +6-X+3,3-X +8-xX+3

Wenden wir den Differentialoperator fiir die Berechnung der zweiten Ableitungen auf die Schar von Funktionen
an:

d q2

#6: [——} VECTOR(F (x), b, -4, 4) User
dx

Approx (#6)

#7: [6:x-8,6X-6,6-%X-4,6-X-2,6X,6-X+2,6 'X+4,6-X+6,6 -x+8]
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Beim Zeichnen der Kurvenschar kann beobachtet werden, daf3 fiir b = -4 zwei Extremstellen, fiir alle weiteren b
keine Extremstelle auftritt (Abb. 5.8). Die ersten Ableitungsfunktionen bestétigen diesen Sachverhalt, fiir » = 3 und
b = -3 gibt es noch jeweils eine Nullstelle, jedoch &ndert sich das Monotonieverhalten dieser beiden Funktionen
nicht (Abb. 5.9). Alle Funktionen haben eine Wendestelle, fiir b = 3 und b = -3 existiert also nur eine Wendestelle
(vgl. Abb. 5.10).

COMHAND : Center Delete Help Move Options Plot Quit Range Scale Transfer
Uindou aXes Zoon

Enter option

Cross x:1 y:@ Scale x:1 y:18 Derive 2D-plot]

Abb. 5.8: Die Funktionen mit variiertem b

y140 y+138

2 3 4
X
+ 3 T | Tr—7% 3 1

-1

20 30
TRANSFER : m Save Print OMHMAND : Center Delete Help Move Optiowns Plot Quit Range Scale Tramsfer

Windou aXes Zaom
Enter option Enter option
ross x:0 y:8 Scale x:i1 yit8 Derive 2D-plot] ross X8 il Seale xi1 yi1e Derive 2D-plot
Abb. 5.9: Die ersten Ableitungen der Funktionen Abb. 5.10:Die zweiten Ableitungen

Die Auswirkung des Parameters b 1463t sich auch algebraisch untersuchen. Wir bestimmen die Nullstellen der ersten
Ableitung der Funktion f und erhalten 2 Losungen in #9 und #10. Fiir unsere Aufgabenstellung ist nur der
Ausdruck unter der Wurzel von Bedeutung, also existeren zwei Losungen - zwei lokale Extremstellen - wenn 5’
> 9 ist. Setzen wir diese Losungen in die zweite Ableitung ein, konnen wir gleich die Art der Extremstelle - lokale
Maximumstelle oder Minimumstelle - nachweisen. Der Wert in #14 ist immer negativ und der Wert in #16 immer
positiv.

d q1
#8: |:—i| F(x) =0 User
dx
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#9: x = - Solve (#8)
3
2
Vb - 9) - b
#10: x = Solve (#8)
3

d q2
#11: |:—i| F(x) User

dx
#12: 6:X + 2-b Approx (#11)

#13: 6- + 2-b Sub (#12)
3
2
#14: - 2-V(b - 9) Simp (#13)
2
Vb - 9) - b
#15: 6- + 2-b Sub (#12)
3
2
#16: 2-vV(b - 9) Simp (#15)

Fiir »’ < 9 (in unserem Beispiel b = -2,-1,0,1,2) existiert keine Nullstelle der ersten Ableitung und damit auch keine
mogliche lokale Extremstelle.

Ohne Betrachtung der dritten Ableitung wird das Argument der Wendestelle fiir jede einzelne Funktion in #18
bestimmt.

d q2
#17: [—} F(x) =0 User
dx

b
#18: x = - — Solve (#17)
3

(2) Lokale, globale und 'familidre' Betrachtungen von Termen und Funktionen

Zu den ,neuen” heuristischen Techniken, die durch CAS besonders unterstiitzt werden, gehort sicher die bewulite
Betrachtung eines mathematischen Begriffs vom lokalen, globalen und vom 'familidren' Standpunkt aus. Was die
Funktionenlupe fiir die grafische Ebene, ist der pointierte Standpunktwechsel fiir die symbolische Ebene.

Beispiel 5.8: Ableitung von Potenzfunktionen

Der lokale Aspekt

. . 1 . .
Wir bilden den Differenzenquotienten der Funktion f(x) =—; 28an der Stelle x = 1. Es bereitet keine groie Miihe
X

sich mit dem Differenzenquotienten der betrachteten Stelle x = 1 zu ndhern. Wesentlich dabei ist, da3 sich der
Schiiler auf die Art der Nidherung konzentrieren kann und sich nicht durch die dazu erforderlichen Rechnungen
davon abhalten 146t. Im folgenden einige Anregungen.

Ein erster Versuch: Anndherung entlang der Folge <1/10"n>

1
F(x) := ——
#1: 2 Simp (User')
x
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#2: VECTOR , n, 1, 10 User

Simplify liefert zehn Briiche, die eine interessante GesetzmaBigkeit aufweisen.

Wir konnen dieses Anndhern exakt oder nur numerisch betrachten. Wir konnen uns dieses Anndhern auch grafisch
darstellen lassen, wir kdnnen sie mit beliebigen anderen Folgen betrachen, die gegen 1 streben. Wie muf eine
Folge gebaut sein, damit sie gegen 1 strebt? Wir kdnnen uns von links, von rechts oder alternierend anndhern. Wir
konnen uns aber auch gleich unbegrenzt anndhern und das mit beliebigen Formalismen bewerkstelligen (Leider
steht in DERIVE das Symbol A nicht zur Verfiigung, daher wird im folgenden der entsprechende Kleinbuchstabe &
verwendet.):

F(1 + &x) - F(1)

#3: lim = -2 User=Simp (User)
dx->0 ox
F(x) - F(1)
#4: lim —m ™ = -2 User=Simp (User)
x->1 x -1
Der globale Aspekt

Nun soll der Ubergang vom Differenzen- zum Differentialquotionen global betrachtet werden. Nicht mehr eine
konkrete Stelle ist interessant, sondern jede beliebige, fiir die die Funktion definiert ist. Auch hier steht uns wieder
die ganze Pallette an Moglichkeiten zur Verfligung. Betrachten wir die unbegrenzte Naherung zuerst in Zeitlupe
und dann im Zeitraffer.

F(x + dx) - F(x)

#5: 1lim User
o0x->0 ox
1 1
2 2
#6: (x + Ox%) x Simp (#7")
lim
ox->0 Ox

Wir koénnen Schritt fiir Schritt betrachten und kommen schlie3lich zu:

2:X + OX 2

#11: Ox->0 4 3 2 2 3 User=Simp (User)
X + 2-x -0X + X -0X X

Eine direkte Anwendung von Simplify hat hier die Wirkung eines Zeitraffers:

F(x + dx) - F(x) 2
lim = -
#12: dx->0 ox 3 User=Simp (User)
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Der familidre’ Aspekt

Nun soll auch die ‘Verwandtschaft’ betrachtet werden. Wir versuchen durch die Differentiation einer Schar von
Funktionen auf ein allgemeines Gesetz zu kommen.

n
#13: F(x) := x User
#14: VECTOR(F(x), n, -3, 3) User
1 1 1 2 3
- T T 11 X, X, X
#15: 3 2 X Simp (#14)
X X
d 1 1 1 2 3
- - —, 1, X, X, X
#1l6: dx 3 2 b'd User
X X
3 2 1 2
- P P , 0, 1, 2-%x, 3-x
#17: 4 3 2 Simp (#16)
X X X
Zuletzt wieder im Zeitraffer:
F(x + dx) - F(x) n-1
#18: lim = n-x User=Simp (User)
ox->0 Ox

(3) Erstellen von Indikatormodulen

Auch die Erstellung von Indikatormodulen kann zu den heuristischen Techniken gerechnet werden. Wir verstehen
darunter CA-Funktionen, die eine bestimmte mathematische Eigenschaft (Lage, Kriimmung etc.) iiberpriifen. Bei
vielen Gelegenheiten im Unterricht erweist sich die Erstellung einfacher Indikatormodule als hilfreich und niitzlich.
Zudem wird der Schiiler dazu gefiihrt, Fallunterscheidungen zu treffen und dadurch eine Situation umfassender zu
analysieren. Dazu zwei einfache Beispiele:

Beispiel 5.9: Ein Lagetest

Die Lage eines Punkts beziiglich eines Kreises soll durch das Modul LAGE(x,y) bestimmt werden. Solche
Lagetestmodule sind bei vielen Gelegenheiten denkbar, etwa: Lage eines Punkts zu einer Geraden, zu einer Ebene,
zu einer geschlossenen Kurve, zu einer geschlossenen Fliche im Raum, Lage zwischen zwei Geraden, zwei
Ebenen etc. Um solch ein Modul zu erstellen, ist es notwendig, mit den mathematischen Begriffen operational
umzugehen und - wie bereits erwéhnt - die Module anschlieBend entsprechenden Tests zu unterwerfen.

2 2
#1: KREIS(x, y) :=x +y =4 User
#2: LAGE(x, y) := User
IF(KREIS(x, y), "Auf Kreis!",

IF (LHS (KREIS (x,y)) < RHS(KREIS(x, Vy)),

"Innerhalb des Kreises!", "AufRerhalb des Kreises"))
#3: LAGE(2, 0) User
#4: "Auf Kreis!™" Simp (#3)
#5: LAGE(0, 0) User
#6: "Innerhalb des Kreises!" Simp (#5)
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#7: LAGE(3, 0) User
#8: "Auflerhalb des Kreises" Simp (#7)

Beispiel 5.10: Krimmungstest

Das folgende Testmodul wurde von einem Schiiler erstellt und stellt eine Frage an eine vorgegebene Funktion:

3

#9: F(x) :=x - 2-x + 1 User
d q2

#10: F2(x) := [—] F(x) User
dx:

#11: F2(x) := 6-x% Simp (#10')

#12: KRUEMMUNG (stelle) := User

IF(F2(stelle) < 0, "Ich bin hier rechtsgekriUmmt",
IF(F2 (stelle) > O,
"Ich bin hier linksgekrimmt!",

"Ich bin hier nicht gekrtimmt!"))
#13: KRUEMMUNG (-1) User
#14: "Ich bin hier rechtsgekrUmmt!" Simp (#13)
#15: KRUEMMUNG (0) User
#16: "Ich bin hier nicht gekrUGmmt!" Simp (#15)
#17: KRUEMMUNG (1) User
#18: "Ich bin hier linksgekrimmt!" Simp (#17)

Zwei weitere heuristische Techniken, auf die in diesem Buch bereits eingegangen wurde, sind:

(4) Window-Shuttle-Technik

Die im Zusammenhang mit den didaktischen Prinzipien vorgestellte Window-Shuttle-Technik (vgl. Kap. 4.4) stellt
sicher eine wesentliche, neue heuristische Technik im CAS-unterstiitzten Unterricht dar.

(5) Projektionstechnik

Eng verwandt mit der Window-Shuttle-Technik ist die in Kap. 2.5 betrachtete Moglichkeit, ein Objekt in
verschiedene Darstellungsebenen zu projizieren, etwa in die symbolische, numerische, grafische oder logische
Ebene.

d) Ergebniskritik

So problematisch die strikte Ausklammerung von CAS im Unterricht unseres Erachtens ist, da man den Schiilern
damit viele Moglichkeiten vorenthilt, genauso problematisch ist die blinde und unreflektierte Ubernahme von CA-
Ergebnissen. Hier ist besonders der Lehrer aufgerufen, die Schiiler zu einer kritischen Haltung hinzufiihren.
+Nattirlich sind zahlreiche aktuelle oder potenielle Probleme beim Computereinsatz zu beachten; das wird leider oft
nicht geniigend betont. So haben Rechner prinzipielle Grenzen, z.B. bei der Auswahl und Beurteilung von
Modellen fiir Realsituationen. Weiter gibt es vielerlei neue Gefahren, z.B. eine unkritische Computerglaubigkeit.”
[Blum, 1995, S.13]. Vielleicht sollte im Zusammenhang mit CAS das Motto verniinfigerweise etwa lauten: , Trau'
nie einem Ergebnis, das du im Prinzip nicht nachvollziehen kannst!“ Dazu wieder einige Punkte bzw. Beispiele:
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(1) Vorsicht - bestimmtes Integral!

DERIVE bestimmt die Integrale in der Art, wie wir dies auch handschriftlich machen. Zuerst werden die
Stammfunktionen der Integranden ermittelt und dann die Grenzwerte der Stammfunktionen, wenn sich die
Integrationsvariable von oben der unteren bzw. von unten der oberen Grenze ndhert. Schlieflich wird vom
Grenzwert der oberen Integrationsgrenze jener von der unteren subtrahiert. Die Verantwortung fur die Korrektheit
des Ergebnisses bleibt also dem Benutzer tiberlassen. (Und dies gilt natiirlich nicht nur im betrachteten Einzelfall!)
Blindes Vertrauen ins System kann zu herben Enttduschungen fiihren, wie folgendes Beispiel zeigen soll:

Beispiel 5.11: Ein bestimmtes Integral

#1: 2 User=Simp (User)

1
1
#2: — dx = ® User=Simp (User)
X
0
0
1
#3: — dx = - User=Simp (User)
b4
-1

Ein weiteres Beispiel zum Stichwort "Verantwortung' des Benutzers:

(2) Vorsicht - Rundungskatastrophe

Beispiel 5.12: Die Exhaustion des Kreises

Die Kreiszahl 1 soll durch Ein- und Umschreiben von regelmdfsigen n-Ecken angendhert werden.

Bekanntlich besteht die Exhaustionsmethode des Archimedes darin, den Kreisumfang mittels ein- und umschriebe-
ner regelméBiger n-Ecke iterativ zu approximieren, wobei der Iterationsschritt in der Eckenverdoppelung besteht.
Nutzt man dabei die Proportionalitdt von Umfang des n-Ecks und Kreisdurchmessers aus, so kann man sich auf die
Betrachtung des Einheitskreises beschrénken.
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Eingeschriebenes n-Eck (Abb. 5.11)

n

Ng

Abb. 5.11:Einschreibung eines n-Ecks

Es sei s, die Seitenldnge und u, = n-s, der Umfang des eingeschriebenen n-Ecks. Die Ndherungen fiir i ergeben

sich dann als Verhiltnis von Umfang zu Durchmesser, in unserem Fall also 7 ~ " .ZS” 29

Fiir den Zusammenhang zwischen s,,,, und s, ergibt sich nun geméaB Abb. 5.11:

sén{ésnj {L,/I-(ésnﬁ]

2 1 2 1 2 2
#1: s2n |:— sn] + |:1 - \/(:l - (:— sn] ]] User
2 2
2 2
2 - V(4 - sn ) Simp (#1')

#2: s2n

S+, in Abbhéngigkeit von s, konnen wir damit folgendermafBen definieren:

2
#3: S2N(sn) := V(2 - V(4 - sn ))

Eine analoge Bezichung konnen wir fiir das umschriebene n-Eck herleiten, so da$3 fiir die Approximation von 1
sich schlieBlich folgende Ungleichung ergibt:

n- n-
Mosn ol

2 2

Wir konnen diesen iterativen Prozef3 der Exhaustion des Kreises durch Einsatz des ITERATES-Befehls von DERIVE
beschleunigen

#15: ITERATES(S2N(sn), sn, V3, 9) User
r V6 V2 r Ve V2 q
#16: |V3, 1, — - ——, V|- —— - + 2], Simp (#15)
L 2 2 L 2 2 4

r Ve V2 17

¢L2-J|L - — 2|,
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Wenn wir Niherungswerte ausrechnen, so beobachten wir etwas Eigenartiges - die letzte Seitenlinge (zum 3%2°-
Eck = 1536-Eck gehorig) wird zu 0 ausgewertet.

#17: [1.73205, 1, 0.517638, 0.261052, 0.130806, 0.0654373,
0.0327225, 0.0163626, 0.00818490, 0] Approx (#16)

Irgendetwas stimmt hier nicht, selbst wenn wir die Genauigkeit erhohen, tritt dieser Effekt zwar spéter, aber trotz-
dem auf! Was ist schiefgelaufen? Wenn wir den Auswertungsvorgang sozusagen in Zeitlupe betrachten, indem wir
den Term 'von innen her' schrittweise mit approX vereinfachen, konnen wir von #22 zu #24 (Abb. 2.3) das be-
obachten, was man unter Numerikern eine Subtraktionskatastrophe nennt:

I6 I2 I6 I2
#H15: [IB, 1. - » J[— - + 2], J[
2 2

- 2]]. 1]z -

#16: [1.732A5, 1, A.517638. A.261852, A.13A886,. A .8654373, A.A327225, H._H163626.,

wies 2 - J[J[J[J[J[J R

H18: J(Z2 — JWWWWWWI3.93185 + 2) + 23 + 2 + 2) + 2))

H#19: J(Z2 — JWW3.98288 + 2) + 2 + 2 + 2))
H28: J(2 — JJWJI3.99571 + 2) + 2) + 2))

H21: J(2 — JI3.99892 + 2) + 2))

H2Z: J(2 — JI3.99973 + 2))

H23: J(2 — J3.99993)

H24: J(2 — 2]

H25: 8

COMMAND : JIEATY Build Calculus Declare Expand Factor Help Jump solwe Manage
Options Plot Quit Remove Simplify Transfer Unremove mnole Hindow approX

Enter option

User Free :6A: Ins Derive Algebra

Abb. 5.12: Subtraktionskatastrophe

Die Ausldschung von in der Dezimaldarstellung sich am Anfang befindlichen Ziffern bei Differenzen anndhernd
gleichgrofler Werte fiihrt zu einer explosionsartigen Vergroferung der Auswirkung von Rundungsfehlern, so daf3
die Ergebnisse vollig unsinnig werden. Wie kann dieses numerische Problem behoben werden? Ganz einfach

dadurch, daB wir in der Iterationsformel mit 4/2++/4- g2 30 erweitern. Die Iterationsformel wird dadurch zwar

etwas komplizierter, dafiir ist der Algorithmus stabiler gegeniiber Rundungsfehlern, Differenzen fast gleichgroB3er
Werte werden auf diese Weise vermieden.
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#26: "Der erweiterte Term verhdlt sich wesentlich stabiler"
2 2
V(2 - V(4 - 8sn))-(2 + V(4 - sn )))

#27: S2N(sn) :=

2
V(2 + V(4 - sn ))

Ein Problem, auf das in diesem Zusammenhang hingewiesen werden muf, ist die Tatsache, dafl bei der
Erweiterung die Iterationsformel so durchgefiihrt werden soll, da3 im Zéhler sofort das Produkt unter der Wurzel

zu stehen kommt. Obwohl das System nomalerweise Terme der Gestalt Ja -+/b 31 korrekt vereinfacht, ist es bei
diesem konkreten Term offenbar bisher nicht dazu in der Lage.

sn

S2N (sn) :=
#28: 2
V(V(4 - sn ) + 2)

#29: ITERATES (S2N(sn), sn, V3, 9)
Approx (#39)

#30: [1.73205, 1, 0.517638, 0.261052, 0.130806, 0.0654381,
0.0327234, 0.0163622, 0.00818114, 0.00409057]

9
APPROX(0.00409057-3-2 )
#31: = 3.14155 User=Simp (User)
2

Nun haben wir unser Ziel erreicht, wir erhalten auch beim 9. Iterationsschritt einen brauchbaren Néherungswert fiir
.

(3) Stetige Fortsetzung - ein Seiteneffekt von Simplify

Wird verwenden wieder die Funktion £, die bereits unter "Fertigkeiten im Werkzeuggebrauch" grafisch dargestellt
wurde. Wird die Funktion f'definiert und an der Stelle 2 ausgewertet, dann erhalten wir als Riickmeldung ein ‘?’, es
existiert also kein Funktionswert an dieser Stelle.

2
X - 3-x + 2
#1: F(x) := User

X + X - 6
#2: F(2) = ? User=Simp (User)

Wird der Term an der Stelle x ausgewertet (F(x) =) oder mit Simplify vereinfacht, erscheint ein neuer Term und
die Auswertung an der Stelle 2 liefert einen Wert.

x -1

#3: F(x) = Simp (#1')
X + 3
1

#4: F(2) = — User=Simp (User)
5

Das CAS verdndert also die auswertbaren Stellen einer Funktion oder anders gesagt, es wird eine stetige
Fortsetzung der Funktion F' durch 'Kitten' der hebbaren Liicke automatisch durchgefiihrt. Dies sieht man natiirlich
sofort durch Faktorisieren des Nenners.
(x - 1)-(x - 2)
F(x) :=

#5: 2 Fctr (#1')
X + X - 6
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(x - 1)-(x - 2)
#6: F(x) := Fctr (#5')
(x - 2)-(x + 3)

Stehen etwa Stetigkeitsuntersuchungen im Vordergrund, kann dieser Verlust von Nullstellen des Nenners von
Bedeutung sein.

(4) Wurzelgleichungen - No Solutions found?

Haufig filhren gerade jene Inhalte, die im konkreten numerischen Fall kaum Schwierigkeiten bereiten, im
allgemeinen Fall zu Gleichungen, die nur schwer algorithmisch bewdéltigbar sind.

Beispiel 5.13: Eine Extremwertaufgabe

Vom Ort A soll lings der geradlinigen Strafje AB ( AB32= 8 km) bis zum Punkt D und dann durch das
angrenzende Geldnde zu einem Kraftwerk C (CB_AB,@=2km 33) unter der Erde eine Leitung verlegt
werden. Die Kosten der Verlegung je Kilometer lings der Strale betragen o Schilling; im Gelénde sind die
Verlegungskosten je Kilometer das k-fache dieses Betrags (k > 0).

In welcher Entfernung von B mufs der Abzweigungspunkt D der geradlinigen Abzweigung DC liegen, damit die
gesamten Kosten der Verlegung moglichst gering werden? [Reichel u.a., S.142]

Die Mathematisierung dieser Aufgabe fiihrt auf einen Wurzelausdruck:

2
#1: KOSTEN(x) := (8 - x)-a + V(4 + x ) k-« User
2
d a-(k-x - V(x + 4))
#2: — KOSTEN (x) = User=Simp (User)
dx 2
Vix + 4)
2
a-(k-x - V(x + 4))
#3: =0 User
2
Vix + 4)

Der Losungsversuch von #3 nach x endet in der Meldung "No solutions found!". Soweit, so bitter. Nun beobachet
man aber leider immer wieder, daf3 Schiiler diese Meldung interpretieren als "Es gibt keine Losungen". Unseres
Erachtens ist es eine wesentliche Aufgabe des Lehrers, bei der Einfiihrung eines solchen Systems deutlich auf diese
Fehlinterpretationen einzugehen und klarzustellen, da3 die Meldung "No solutions found" noch lange nicht heif3t,
dal3 es keine Losungen geben kann. Hier hilft z.B. ein kleiner Schritt weiter:

2
#4: k-x = V(x + 4) User
2 2
#5: (k-x = V(x + 4)) User
2 2 2
#6: k x =x + 4 Simp (#5)
2
X = —
#7: 2 Solve (#6)
Vik - 1)
2
X = -
#8: 2 Solve (#6)
Vik - 1)

Auf die Interpretation und Auswertung der Losung (#7 bzw #8) soll hier nicht mehr weiter eingegangen werden.
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5.2.2. Lehrerschnittstelle

Das CAS DERIVE bietet die Moglichkeit, die zugelassenen Befehle und Operationen auf die Lernentwicklung der
Schiiler abzustimmen. Das Hauptmenii kann eingeschrankt werden. In der White Box-Phase 'Elementare Algebra'
werden die Befehle Simplify, Expand, Factor, Manage Subtitute und approX benétigt. Der Lehrer entscheidet,
welche Einstellungen im Hauptmenii aufscheinen. Der Schiiler kann dadurch nur mit diesen Einstellungen arbeiten.
Die neue Meniigestaltung 146t sich leicht mit einem Texteditor erstellen. Die DERIVE-Variante wird mit
DERIVE.MEN abgespeichert und automatisch beim Starten von DERIVE geladen. Dabei konnten die Namen der
Befehle und Optionen auch in deutsche Sprache fibersetzt werden, jedoch erscheinen die englischen
Bezeichnungen unproblematisch und im Sinne eines facheriibergreifenden Unterrichts und der Vorbereitung auf
das Studium wiinschenwert. Es erweist sich als sinnvoll, nicht zu viele Varianten in der Schule anzubieten. Eine in
der Praxis gestestete Anzahl von selbsterstellten Meniis stammt vom Gymnasium Stockerau. An dieser Schule
werden vier Varianten eingesetzt. Das Menii I: Umformen fir Bearbeitung der elementaren Algebra und
Umformungen bei Gleichungen wird ohne den soLve-Befehl und Grafikoptionen erstellt. Die Meniifithrung I1:
Algebra mit Zulassung von solLve, das Menii III: Grafik arbeitet ohne die Optionen Calculus und Einstellungen,
die erst im spéteren Lernproze3 Verwendung finden. Als Menii IV wird das gesamte DERIVE Menii zur Be-
arbeitung angeboten.

Das Beispiel Umformen soll diese Moglichkeit der Erstellung von eigenen Meniis aufzeigen. Es sollen, speziell fiir
Schiiler bis zur achten Schulstufe, moglichst wenige Optionen aufscheinen:

Das eigene Menii wird erstellt, indem man die vorhandenen Haupt- und Untermeniioptionen angibt und den
Namen der neuen Meniizeile anschreibt. Jede Option wird mit Hochkommas versehen und in Klammern gesetzt.
Das ganze Menii wird mit einer runden Klammer begonnen und beendet.

(("Author" "Author")
("Expand" "Expand")
("Factor" "Factor")
("Manage" ("Substitute" "Manage" "Substitute")
("Renumber" "Manage" "Renumber" ))

("Options" ("Input" "Options" "Input")
("Output" "Options" "Output")
("Precision" "Options" "Precision"))

( llQuit n IlQuitll )

("Remove" "Remove")

("Simplify" "Simplify")

("Transfer" ("Load" "Transfer" "Load")
("Save" "Transfer" "Save")
("Merge" "Transfer" "Merge")
("Clear" "Transfer" "Clear")
("Print" "Transfer" "Print")
("menUe") )

( " approX non approX" ) )

Die Option menUe erscheint im Untermenii von Transfer auf. Mit dieser Option kann man einmalig in die
Gesamtversion einsteigen und eine Einstellung oder Tétigkeit ausfiihren, die von diesem Menii aus nicht moglich
ist.

Eng verbunden mit der Frage der Einfilhrung von CAS im Mathematikunterricht ist fiir den Lehrer die
Bereitstellung entsprechender Unterlagen fiir den Unterricht. Dies ist um so wichtiger, da es zur Zeit nur wenige
und meist schwer zugéngliche Unterrichtsmaterialien gibt. Erste Ansétze zur Entwicklung sind aber an
verschiedenen Stellen bereits zu beobachten. Ohne Anspruch auf Vollstindigkeit sei etwa erwdhnt, daf3 es hier in
Osterreich z.B. eine Gruppe von (vorwiegend) aus dem Bereich technischen Schulen kommende Lehrer um Peter
Schiiller gibt, die sich in der AMMU (Arbeitsgruppe moderner Mathematikunterricht) zusammengefunden haben
und sich zum Ziel gesetzt haben, entsprechende Materialien zu erarbeiten. Hier sind aber natiirlich auch die
Materialien zu erwihnen, die von BK-Teachware in Hagenberg vertrieben werden. Eine Gruppe um G.Schmidt hat
begonnen, eine Reihe von Unterrichtsmaterialien fiir einen Unterricht mit CA-Unterstiitzung, herauszugeben. Auch
die Unterrichtsversuch und Materialien von R.Baumann in Celle sollen hier nicht unerwéhnt bleiben. Aus unserem
Projekt werden eine Reihe von Materialien als CA-Reports verdffentlich werden. Eine erste Sammlung wurde
1995 von [Aspetsberger/Fuchs/ Klinger, 1995] ver6ffentlicht.
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5.2.3. Unterrichtsvorbereitung und Arbeitsunterlagen

Die Nutzung von CAS bietet dem Lehrer einerseits erweiterte Moglichkeiten in der Unterrichsvorbereitung,
erfordert aber andererseits eine andere Unterrichtsgestaltung, die wieder entsprechende Vorbereitung bedingt. Aber
auch wenn CAS nicht durchgéngig im Unterricht eingesetzt werden, leisten diese Systeme unschétzbare Dienste,
wenn es darum geht, Problemstellungen zu visualisieren, Ubungsbeispicle und Priifungsaufgaben rasch
durchzurechnen, geénderte Aufgabenstellungen zu testen und Materialien fiir Interpretationen und
Argumentationen im Mathematikunterricht zur Verfiigung zu stellen. Im Folgenden wollen wir auf drei Punkte
eingehen:

- Technische Tips
- Arbeitsblatter
- Planungen im Zusammenhang mit dem Modulprinzip

CAS sind Informatiksysteme. Fiir ihre Verwendung ist ein gewisses Mindestmall an technischem Wissen
notwendig. Sehr oft fiihrt ein Mangel an solchem Hintergrundwissen zu unndétigen Frustrationen oder
ungerechtfertigter Ablehnung - unserer Beobachtung nach haufiger auf Seite des Lehrers als auf der des Schiilers.

a) Technische Tips
(1) Initialisierungsdatei
Wird mit dem CAS DERIVE gearbeitet, sollte man die Arbeitsumgebung fiir alle Schiiler gleich gestalten. Die

Grundeinstellungen in DERIVE sind in der Datei DERIVE.INI festgelegt. Fiir den Umgang mit dem Programm ist ein
Wissen tiber die dort getroffenen Einstellungen nétig.

Es erweist sich als sinnvoll, im Computerraum der Schule wie in der Ubungsphase zu Hause, daf alle Schiiler
dieselbe Grundeinstellung verwenden. Dazu dient eine einheitliche Gestaltung der Initialisierungsdatei. Dadurch
tritt eine Reihe von Problemen, die das Arbeitsklima bei der eigenen Arbeit wie im Unterricht beeintrdchtigen
konnen, nicht auf. Als Beispiel fiir diese Grundeinstellung konnten folgende Werte gelten, wichtige Einstellungen
sind fett gedruckt. Alle diese Einstellungen werden in der vertrauten Umgebung vorgenommen, mit Transfer Save
State in der Datei DERIVE.INI gespeichert und kdnnen im Hilfemodus eingesehen werden:

Einstellungen des Algebrafensters
Rechengenauigkeitsmodus: Exact
Stellenzahl: 6
Notationstyp: Rational
Stellenzahl: 6
Zahlenbasis fir Eingabe: 10

Zahlenbasis fir Ausgabe: 10

Einstellungen des Algebrafensters flr das Vereinfachen
Wurzel: Principal
Logarithmische Umformungen: Auto
Exponentialumformungen: Auto
Trigonometrische Umformungen: Auto
Trigonometrische Potenzen: Auto

Winkelmodus: Radian

Einstellungen des Algebrafensters flr die Eingabe
Eingabemodus: Character
Grof3/Kleinschreibung: Insensitive

Pfeiltastenmodus: LineEdit

2D-Grafikfenster-Einstellungen

Automatischer Mafdstab: No
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Folgemodus: Yes
Zeichengenauigkeit: 7
Koordinatensystem: Rectangular
Grafikpunkte: Connected
Punktgrofle: Large

Zeilen pro Gitterpunktabstand: 4
Spalten pro Gitterpunktabstand: 4
Automatischer Farbwechsel: No
Farbe fir Achsen: 0

Farbe flUr das Kreuz: 0

Einstellungen flUr 3D-Grafikfenster
Farbe fir Oberseite: 15

Farbe flr Unterseite: 7

Druckseitenlayout
Seitenlange: 100
Seitenbreite: 74
Oberer Rand: 0
Unterer Rand: 0
Linker Rand: 0
Rechter Rand: 0

Druckereinstellungen
Zeichensatz: Extended
Druckertyp: Laserjet
Druckerorientierung: Portrait
Zeichengrofe: Small
PapiergrdRe: Standard

Druckhintergrundsfarbe: White

Wenn der richtige Drucker mit Transfer Print Options eingestellt wurde (in diesem Beispiel ein Laserdruker),
miifite diese Grundeinstellung fiir ein durchgéngiges Arbeiten reichen. Gewiinschte Verdnderungen von
Statusvariablen scheinen meist am Bildschirm auf, wodurch der Beniitzer sieht, daf3 er die Auswirkung dieser Ein-
stellung beriicksichtigen muB. Fiir fortgeschrittene Benutzer empfielt sich die Einstellung des Eingabemodus auf
Word.

(2) Abspeichern und Drucken von Arbeitsfiles
Beim Umgang mit DERIVE gibt es mehrere Moglichkeiten, Arbeitsfiles zu speichern.
- MTH-File - Transfer Save DERIVE:

Diese Files dienen zur Sicherung des aktuellen Arbeitsblatts und konnen spéter mit Transfer Load DERIVE
wieder eingelesen werden. Sehr empfehlenswert ist in diesem Zusammenhang das Hinzuschalten der
Annotations (mit Transfer Print Expressions Options Annotate), die ein Nachvollzichen durchgefiihrter
Berechnungsschritte wesentlich erleichtern. Mit der Taste F1 kann aus allen Dateien des Verzeichnisses
und/oder der Diskette das gewiinschte ausgewéhlt werden. Diese Dateien konnen auch direkt ausgedruckt
werden (Transfer Print). Sollen die Klammern und Sonderzeichen (Integral, Summe ...) erhalten bleiben, muf3
Extended mit Transfer Print Expressions Options eingestellt werden.

- PRT-File - Transfer Print Expressions File

Mit dieser Folge von Optionen kdnnen die DERIVE-Zeilen fiir das Einlesen in ein Textverarbeitungssystem
vorbereitet werden. Es ist zu beachten, dafl die Grundeinstellung von DERIVE auf Extended (Transfer Print
Expressions Options) gestellt sein mufl. Diese Option ermdglicht beim Einlesen von PRT-Files in ein
Textverarbeitungsprogramm die gewiinschte Darstellung von Sonderzeichen (z.B. Integral, Summe, Produkt,
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Klammern) und Bruchstrichen. Bei einigen Textverarbeitungsprogrammen muf3 auch noch eine geeignete
PunktgroBe fiir die geschlossene Darstellung eingestellt werden (in diesem Buch wurden alle DERIVE-Zeilen im
Schrifttyp Courier, 9 Punkt, dargestellt.)

(3) Umgang mit Abbildungen - Graphen

In DERIVE koénnen der ganze Bildschirm oder nur einzelne Fenster ausgedruckt und als TIF-Files gespeichert
werden.

- Ausdrucken von Grafiken: Mit Shift+F10 wird das ganze Fenster und mit Shift+F9 das aktuelle Fenster ausge-
druckt. Bei der Grafikmeniioption aXes konnen die Achsen geeignet beschriftet werden.

- Abspeichern von Grafiken: Mit der Befehlsfolge Transfer Print Screen File wird der ganze Bildschirm als
Grafikfile abgespeichert. Der gewiinschte Name der TIF-Datei und das Laufwerk und/oder das Verzeichnis
konnen mit Transfer Print Screen Options Name festgelegt werden. Wird diese Einstellung nicht getroffen,
erhalten die Dateien den Namen DERIVE, DERIVE], DERIVE2 und der Beniitzer hat das Problem, daf er sich den
Inhalt der Dateien merken muf3. Das Speichern erfolgt auch mit der Tastenkombination Strg+F10, mit Strg+F9
wird nur das aktuelle Fenster gespeichert.

Die gespeicherten Dateien konnen anschlieend mit jeder einigermaflen leistungsfahigen Textverarbeitung,
bzw. Grafikprogramm geladen und nachbearbeitet werden.

Ein direkter Weg, Grafiken bzw. DERIVE-Fenster in Textverarbeitungsprogramme zu iibernehmen, ist gegeben,
wenn DERIVE in eine grafische Oberflidche eingebunden wird.

Unter Verwendung dieser verschiedenen Optionen sollte es ohne allzu grofle Schwierigkeiten moglich sein,
Arbeitsunterlagen fiir den Unterricht zu erstellen.

b) Arbeitsblatter

Wie bereits im Kapitel 4 gezeigt, tendiert der computerunterstiitzte Unterricht dazu, das selbstéindige Arbeiten der
Schiiler zu fordern. Eine geeignete Hilfestellung stellen Arbeitsblitter dar. Dabei ist zu beachten, dafl die
Arbeitsblitter dem Schiiler die Moglichkeit bieten konnen, Bearbeitungen der Arbeitsauftrige, Zeichnungen,
Interpretationen etc. in das Arbeitsblatt einzutragen. Bei diesen Arbeitsblittern gibt es eine groBe Vielfalt an
Moglichkeiten, zwei sollen hier exemplarisch angerissen werden.

(1) Arbeitsblatt zum Uberpriifen von getroffenen Entscheidungen

Dabei wird zuerst mit Papier und Bleistift gearbeitet und erst danach wird das CAS als Uberpriifung, eventuell als
Hilfe verwendet. Wihrend der handschriftlichen Arbeit muf3 der Schiiler keinen Computer zur Verfiigung haben.
Der Schiiler kann sich danach die Riickmeldungen iiber die Folgen seiner Entscheidung selbst holen. Diese
Komponente ist aus didaktischer Sicht neu. Die bisherige Riickmeldung tiber richtig und falsch erfolgte meist
durch den Lehrer oder durch Mitschiiler, eventuell Eltern. Es gibt also eine weitere Anlaufstelle, die befragt werden
kann.

Arbeitsblatter, die vom Lehrer erstellt werden, sind beim Arbeiten mit einem CAS hilfreich, da einerseits die
Schiiler zur Selbstindigkeit angehalten werden und andererseits der Lehrer den nétigen Freiraum fiir die Be-
obachtung und Betreuung erhlt.

Beispiel 5.14: Arbeitsblatt 1
Durch welche Aquivalenzumformung ist die zweite Gleichung entstanden?
[vgl. Laub, Hruby, S.135]

a) X+ 6 =1, b) 7 u =21, c) 4m=4m, d) 3t =3¢,
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e) 5 £) 4 -t =1, g 3x-7=2x+1

- =2,
r
5=2r t -4 = -1 x -7=1
h) x 1 i) 3 vy y 3) 2 a
- = - — + 1 = - a-3=—
4 2 4 2 3
X =2 3 y+4=2y 3 (a-3)=2a
k) Z
5 - — =z
3
4 z
5 = —
3

Uberpriife Deine Umformungen mit DERIVE!

Bei der Uberpriifung mit dem CAS kann die gesamte Gleichung mit F4 in die Author-Zeile geholt
und die Umformung eingegeben werden. Die Beispiele konnen in kurzer Zeit getestet werden. Bei einzelnen
Beispielen wird es in der Klasse mehrere Vorschlidge geben, die schon beim Vergleichen zu Diskussionen fithren
konnen. Das CAS gibt die Moglichkeit, dall der Schiiler ohne Fremdanleitung seine Meinung bestitigt sieht oder
revidieren muf3.

Gleichung Umformung Vereinfachte Gleichung
#9: 4 m = 4 m #10: (4 m = 4 m) - 4 #11: 4m-4 = 4m-4
#12: (4 m=4m - m #13: 3m = 3m
#14: (4 m =4 m) - 4 m #15: 0 = 0
(4 m=4m
#16: ——m8 #17: 1 =1
4 m
#18: 3 t = 3 t #19: (3t =3 t) - t #20: 2 t = 2 t
3t=23¢
#21: —m8 #22: 3 = 3
t
3t=23¢t
#23: —mM8M8Mm #24: t = t
3

Erfahrungsgeméil hat jeder Lehrer seine eigene Zielvorstellung und eine eigene Planung, so dal3 Arbeitsblitter nur
selten direkt {ibernommen werden. Dennoch kann es hilfreich sein, sie mit bereits existierenden Arbeitsunterlagen
zu vergleichen.
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(2) Arbeitsbldtter zum Interpretieren und Begriinden

Je nach Unterrichtsplanung ist das Arbeiten mit dem CAS erwiinscht, oder der Computer wird bewul3t nicht
eingeschaltet. Beim Arbeiten im Computerraum mit 30 Schiilern ist es organisatorisch giinstiger, die Abbildungen
(z.B. Graphen) nicht jeden Schiiler selbst ausdrucken zu lassen, sondern eine Vorlage fiir das Einlegen oder -kleben
in das Ubungsheft oder zum Einheften in eine Mappe zu kopieren.

Haufig (etwa bei der Interpretation von Graphen) wird es auch giinstig sein, Folien oder Kopien eines
Computerausdrucks fiir die handschriftliche Bearbeitung zur Verfiigung zu stellen. Das angefiihrte Beispie konnte
auch eine Themenstellung bei einer Klassenarbeit sein.

Beispiel 5.15 Arbeitsblatt 2
Es ist die Ableitungsfunktion f’ einer Funktion f dargestellt (Abb. 5.13).

Welche Graphen in den drei weiteren Abbildungen kénnen eine zu f' gehérige Funktion f darstellen? Begriinde
genau, warum die jeweilige Funktion zu dieser Ableitungsfunktion pafst!

-1 2 -1 . 1 Z

-1
-z

-3 -3

Abb. 5.13: Die Funktion f Abb. 5.14: Erste Funktion f
y u

2

2
1

1

Abb. 5.15: Zweite Funktion f Abb. 5.16:Dritte Funktion f
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¢) Modulprinzip

Das in Abschnitt 4.3 vorgestellte Modulprinzip erfordert vom Lehrer einige Planungs- und Vorbereitungsarbeit,
seien es nun Ideen als AnstoB fiir Schiilermodule, Voriiberlegungen fiir gemeinsame Schiiler-Lehrer-Module oder
die Programmierung und Dokumentation von Lehrermodulen. In Ergénzung zu dem beim Modulprinzip gesagten
seien hier noch zwei weitere Ideen angefiihrt.

(1) Module als Werkzeuge fiir mathematisches Erkennen und mathematische Entdeckungen

Das Modulprinzip er6ffnet dem Lehrer die Chance, seinen Schiilern Werkzeuge in die Hand zu geben, mit denen
diese eigenstindige Entdeckungen machen kdnnen. Meist werden solche Module dann nutzbringend eingesetzt
werden, wenn ein neuer Begriff bereits eingefiihrt worden ist und es darum geht, moglichst viele Aspekte dieses
Begriffs kennenzuleren und Erfahrungen im Umgang mit diesem neuen Begriff aufzubauen. So dient sicher das in
Kap. 4.3 vorgestellte Modul zur Visualisierung von Binomialverteilungen dazu, das Wesentliche und Typische an
Binomialverteilungen besser zu erkennen.

(2) Das modular aufgebaute Schulheft bzw. Schulbuch

Durch die Zunahme elektronisch erfafiter Unterrichtsunterlagen, durch die Moglichkeiten, die sich aus der
Kombination von mathematischer Arbeitsumgebung und elektronischer Textgestaltung ergeben, scheint es nicht
vollig unrealistisch, daB3 in Zukunft Schiiler ihre Arbeit im Unterricht bzw. bei Hausiibungen in der Form
dokumentieren, da3 ‘Notebooks’ angelegt werden. Fast alle unter grafischen Oberflichen betriebenen CAS
gestatten es, die durchgeflihrten Berechnungen zu ,kapseln” und erst auf Wunsch des Benutzers anzeigen zu lassen.
Vorreiter in dieser Beziehung war das System MATHEMATICA, mittlerweile gehort diese Moglichkeit quasi zum
Standard, auch die nédchste DERIVE-Version wird damit ausgestattet sein. So kdnnen die zu einem Thema
erarbeitete Theorie, die parallel entwickelten Module, die bearbeiteten Beispiele und die zugehoérigen Losungen in
ein ‘Notebook’ zusammengefalit werden. Eventuell kdnnten Beispiele noch verkniipft werden mit Anmerkungen,
Daten- und Bildmaterial (z.B. aus der Geschichte der Mathematik). Solche 'Notebooks’ lieen sich bestindig
ausbauen, ,Léangs- und Querschnitte” sind effektiv herstellbar. Voraussetzung dafiir wiren allerdings mathema-
tisch-orientierte Textverarbeitungen, die wesentlich einfacher als alle bisher erhiltlichen, zu benutzen sind. Die
rasanten Entwicklungen im Bereich der Datenspeicherung (CD-RoMs), der Kommunikation mittels Internet und
die Organisation solcher ‘Notebooks’ mit Hypertextverkniipfungen erdffnen hier fiir die Zukunft sicher interessante
Moglichkeiten.

5.2.4. CAS als zweite Autoritat und Folgen fur das Lehrerverhalten

Eine in der Unterrichtspraxis nicht zu unterschitzende Folge des Einsatzes von CAS ist die Tatsache, da3 der
'algorithmische Gehorsam' und (permanente) Gleichschritt im Unterricht verlorengeht. Unterschiedliche
Bearbeitungswege einer Aufgabe bzw. eines Problems im Unterricht, aber vor allem auch in der Ubungs- und
Priifungsituation, treten in Erscheinung. Hier ist der Lehrer in zweifacher Weise gefordert:

a) Fachliche Kompetenz und Flexibilitat

Warum ist fachliche Kompetenz gefragt? Es wird im CA-unterstiitzten Unterricht hidufiger auftreten, da3 Schiiler
Aufkldrung verlangen fiir Ergebnisse, die das System liefert, die aber mit dem momentanen Wissensstand des
Schiilers nicht erklédrbar sind. Problemldsen und Verstehen sind zwei wesentliche Komponenten im Mathematik-
unterricht, die Hand in Hand gehen miissen. Mittels CA sind die Moglichkeiten des Problemlosens gewaltig
gestiegen. Verstehen ist aber ein mit Paradoxien einhergehender Prozef - wie H.-J.Vollrath dargestellt hat
[Vollrath, 1993,S.35-38] - der nur durch intensives und personliches Bemiihen des einzelnen vollzogen werden
kann. Der Lehrer und das CAS koénnen dazu wertvolle Dienste leisten.

b) Kompetenz im Umgang mit CAS

Immer wieder wird der Lehrer auch konfrontiert sein mit Eingabe- bzw Ubertragungsproblemen. Einige (hiufig
auftretende) Beispiele dazu:
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Beispiel 5.16: Nicht erkannte ‘Ubertragungsfehler’

Speziell bei den selbstgewihlten Einstellungen Word und/oder Sensitive (deshalb ist es giinstig in der Grund-
einstellung Character und Insensitive vorzugeben) treten immer wieder die Probleme auf, daB3 die Beniitzer die
Einstellungen 'vergessen' und etwa a*b eingeben wollen, am Bildschirm erscheint jedoch die Wortvariable ab.
Wird die Eingabe am Bildschirm nicht kontrolliert entstehen bei weiteren Berechnungn grof3ere Probleme. Diese
Situation 148t sich pddagogisch nutzen, indem durch mehrere Beispiele die Auswirkung von fehlenden
Eingabekontrollen aufgezeigt werden.

Bei dem folgenden Beispiel wurde sinx eingegeben und die Zeile #4 gezeichnet. Es entsteht statt der Sinuskurve
eine Gerade, die erste Mediane (Abb. 5.17). Spitestens hier sollte der Anwender nicht dem CAS die Schuld geben,
sondern seine Eingabe hinterfragen!

#1: InputMode := Word User
#2: CaseMode := Sensitive User
#4: y = sinx User
y |6
T4
T2
o
-4 = z \4\
-2
-4

Abb. 5.17 : SIN(x) ?

Bei den von uns vorgeschlagenen Grundeinstellungen zeigt DERIVE einen hohen Anteil an Selbstéindigkeit im Um-
gang mit der Interpretation der Eingabe. Es wurde, wie vorher, sinx eingegeben und DERIVE filtert den vor-
definierten Funktionsnamen SIN aus der Zeichenkette heraus und liefert das gewiinschte Ergebnis (Abb. 5.17).

#5: InputMode := Charakter User
#6: CaseMode := Insensitive User
#7: vy = SIN(x) User

Der Beniitzer soll verwendete Funktionen und Befehle also immer mit GroBbuchstaben eingeben und sich an die
Syntax (hier Klammern) halten.

Beispiel 5.17: Vordefinierte Konstanten

Ein weiterer Dauerbrenner unter Schiileranfragen ist die Eingabe der Eulerschen Zahl e und der imagindren Einheit
i. Werden diese nicht mit Alt+e oder Alt+i, sondern als Buchstaben (#8) eingegeben, behandelt das CAS diese
Eingaben als Variablen.

#8: y = e User

#9: y = & User
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Versucht man die Zeile #8 zu zeichnen, so erhdlt man nur die Riickmeldung "CAnnot do implizit 3D plots".
Wieder liegt das Problem beim Anwender und nicht beim Computer.

Beispiel 5.18: Gednderte Voreinstellung

Mit einem CAS sind immer wieder Einstellungen durchzufiihren. Dabei miissen einige Optionen mit der TAB-
Taste iibersprungen werden, um die geeignete Option einstellen zu kénnen. Im Grafikmenii kann mit Option State
Connected das Verbinden von Punkten eingestellt werden. Dabei {iberspringt man das Eingabefeld fiir die Art der
Darstellung im Koordinatensystem (Cartesische Koordinaten oder Polarkoordinaten). Die grafische Darstellung
von y = x (siche Abb. 5.18) gefillt den Lernenden aus dsthetischen Griinden, ist jedoch meist nicht die gewiinschte.

y | 38

Z8

14

-Z8

Abb. 5.18: Eine Gerade?

In der 8. und 9. Schulstufe wird das folgende Beispiel, zwecks mangelnder mathematischer Kenntnisse, meist nur
durch Einsetzen, also Probieren geldst. Mit dem CAS kann die Losung jedoch mit Tastendruck erfolgen und die
Ausgabe der Losung verbliifft.

Beispiel 5.19: Verzinsungsproblem - geheimnisvoller Formelzauber

Ein Kapital von 5000 Schilling wird mit 5% verzinst. Nach wieviel Jahren wird das Kapital iiber 8000 Schilling
ansteigen?

Die Ubersetzung dieser Aufgabenstellung in eine Gleichung fiihrt zum Aufsuchen einer fehlenden Hochzahl x.

b e
#1: 5000-1.05 = 8000 User

3-LN(2) - LN(5)

#2: 21 Solve (#1)
LN|:—:| - 2-LN(2)
5

Die Losung 146t sich fiir einen Schiiler dieser Schulstufe nicht interpretieren. Jedoch wird er mit der Anwendung
einer ihm nicht bekannten Funktion vertraut und sieht, daf} diese 'Geheimzeichen' vertraute Zahlen liefern.
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#3: x = 9.63316 Approx (#2)

Der Lehrer kann diese Situation zum Anla3 nehmen, um aus der Black Box - eventuell zeitversetzt und in den
Aufbau seines Kurses eingebaut - im Unterricht eine White Box zu machen (vgl. Black Box/White Box-Prinzip).

Beispiel 5.20: Das Computeralgebra-System verweigert die Dienste

Lost ein Anwender die angegebene Ungleichung mit soLve

X
#1: — - b < ¢ User
a
erhélt er als Losung #2.
#2: x-SIGN(a) < (b + c)'|a| Solve (#1)

Es 146t sich fiir Schiiler einer 8. oder 9. Schulstufe nur erkennen, da3 die Ausgabe irgend etwas mit der positiven
oder negativen GroBe von a zu tun hat. Er kann weitere Untersuchungen durchfiihren, etwa die

Aquivalenzumformung:

X
#3: [ < b + c]‘a User
a
X
#4 : a‘[ < b + c] Simp (#3)
a

Die Vereinfachung von #3 wird jedoch vom CAS verweigert. Warum? Die Variable a darf einerseits nicht Null
sein, andererseits hat eine Multiplikation mit einem positiven oder negativen a Auswirkungen auf das
Ungleichheitszeichen. Deshalb:

#5: "Fallunterscheidungen:" User
#6: a :¢ Real (0, o) User
#7: x < a-(b + <) Simp (#6)
#8: a :g Real (-«, 0) User
#9: x > a-(b + c) Simp (#6)

Die Vereinfachung von #7 liefert interpretierbare Ungleichungen. Diese Vorgangsweise ist vielleicht flir einen
Schiiler einsichtiger als eine vorweggenommene Verpflichtung zum Durchfiihren von Fallunterscheidungen.

Zusammenfassend 146t sich feststellen, dafl forciertes experimentelles Arbeiten vom Lehrer neue Kompetenzen,
insbesondere eine erhdhte Flexibilitdt erfordert und zu einer Verdnderung seiner Rolle im Unterricht fithrt. Aus der
rein wissensvermittelnden dozierenden Autoritdt wird auch eine (natiirlich weiter wissensvermittelnde) Person, die
dem Schiiler helfen kann, mit der zweiten Autoritét im Unterricht kritisch, konstruktiv und sachgerecht umzugehen.

200



5.3.  Die Veranderungen in der Ubungsphase

Das Thema 'Uben’ fristet in der mathematisch-didaktischen Diskussion ein eigenartiges Schattendasein. Einerseits
wird Uben fiir sehr wichtig und wesentlich fiir den Lernfortschritt angesehen, wobei dies oft in der Meinung
gipfelt: Alles Mathematiklernen sei bloB eine Frage des 'richtigen' Ubens. Andererseits erscheint das Thema 'Uben'’
als wenig attraktiv und wird in der didaktischen Diskussion oft vernachlissigt. Erarbeiten neuer Inhalte, Modell-
bilden, kreatives Problemlésen werden oft geradezu im Gegensatz zum Uben gesehen. Auf diesen Zwiespalt hat
bereits H.-Winter in einem hochst lesenswerten Grundsatzartikel zum Thema Uben [Winter, 1984, S.4-16]
hingewiesen.

Uben ist leider da und dort in der Schulmathematik zum Selbstzweck geworden, seien es nun in ihrer Komplexitit
iiberzogene Termumformungen, aufwendige Exponential- und logarithmische Gleichungen, die ohne jeglichen
Anwendungsbezug gedrillt werden, oder mechanisch ablaufende Kurvendiskussionen. ,Etwas, was offenbar auf
keine verniinftige Weise angewandt werden kann, entwickelt sich, weil es ja geiibt werden muf3, zu einem
selbstindigen Kapitel der Schulmathematik. Es ist eine traurige Geschichte, daf solch ein Thema, wenn es einmal
eingeflihrt ist, eine Tradition erzeugt, die kaum noch auszurotten ist". [Freudenthal, 1977, zitiert nach Kronfellner,
1987, S.164]

In seinen Uberlegungen zu dieser Thematik fordert H.Winter eine Theorie des Ubens, die ,ihren Stellenwert im
Gesamtvollzug der Mathematiklernens erkennen ldBt“. Seine Forderung nach Einbettung des Ubens in den Kontext
des Mathematiklernens - etwa wie es in Kapitel 4 in Form der drei Phasen (heuristische, exakte und
Anwendungsphase) dargestellt wurde -, ist heute aktueller denn je.

Was soll im Mathematikunterricht sinnvollerweise geiibt werden? Sind oder werden diese 'Ubungsbereiche' durch
CAS beeinfluflt? Wenn ja, auf welche Weise? Gibt es Techniken, die durch CAS bedeutsamer werden und dadurch
einen Ubungsbedarf hervorrufen? Es ist hier kaum méglich, das weite Feld des Ubens im MU auszuleuchten, wir
wollen lediglich zwei Schlaglichter werfen: Die stirkere Einbettung des Ubens in den Kontext des
Mathematisierens und Problemldsens und die Notwendigkeit des Testens.

5.3.1. Die starkere Einbettung des Ubens in den Kontext des Mathematisierens und
Problemldsens

Ganz grob 146t sich das, was gelibt werden soll, gliedern in den Bereich der Fertigkeiten (Kalkiile, Techniken), des
begrifflichen Wissens und der mathematischen Féhigkeiten.

Auf den ersten Blick ist natiirlich der Bereich der Rechenfertigkeiten am stirksten durch die Existenz von CAS
betroffen. Worin bestehen diese Rechenfertigkeiten bzw. die schulrelevanten Kalkiile?

Hier ist zuerst das Rechnen in den verschiedenen Zahlenbereichen (vom Rechnen mit Briichen bis zum Rechnen
mit komplexen Zahlen) anzufiihren, also die elementaren Kalkiile der Arithmetik der Zahlbereiche, in schriftlicher
und miindlicher Form. Des weiteren ,das Rechnen mit Buchstaben®, also Termumformungen und
Losungsverfahren fiir elementare Gleichungssysteme. Auch die verschiedenen Verfahren zum Auflsen von
(linearen und nichtlinearen) Gleichungssystemen, von quadratischen Gleichungen und Gleichungen hoherer
Ordnung zdhlen dazu. Genauso konnen die Polynomdivision bzw. Partialbruchzerlegung, Bestimmung von
Grenzwerten, Bestimmung von Ableitungs- und Stammfunktionstermen, die Entwicklung von Taylorreihen, die
Verfahren zur numerischen Bestimmung von Nullstellen (stetiger) Funktionen sowie das Rechnen mit weiteren
mathematischen Gegenstinden (Vektoren, Matrizen, Folgen, Funktionen u.a.) hier angefiihrt werden.

Zu den Fertigkeiten sollten auch die zeichnerischen Grundfertigkeiten und die graphische Darstellung funktionaler
Zusammenhinge gezahlt werden.

Alle die angefiihrten - auch in Zukunft natiirlich wichtigen - Fertigkeiten sind durch CAS gleichsam entwertet.
Diese Entwertung kann eine Demotivation zur Folge haben (Schiilerfrage ,Warum muf} ich noch die Nullstelle
einer Funktion "per Hand" ermitteln, wenn ich a) diese im Graphikfenster "sehe" und b) jederzeit mir beliebig
genau errechnen lassen kann?* ), wenn nicht auch vom Ubungsangebot und vor allem von den dahinter stehenden
Intentionen entsprechend reagiert wird.

Man kann hier auf die verschiedenen positiven und wichtigen Aspekte hinweisen, die mit dem Uben von Kalkiilen
verbunden sind, wie sie etwa von R.K&hler [BzM 1995, S. 297] zusammengefalit wurden.

- Kalkiile vermitteln kalkulierbare Erfolgserlebnisse.

- Besonders bei schwachen Schiilern wird das Verstindnis gefordert.
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- Um in der Lage zu sein, die von Computern gelieferten Ergebnisse verniinftig zu interpretieren, sollten
Schiiler Moglichkeiten kennengelernt haben, diese Ergebnisse (zumindest im Prinzip) selbst ermitteln zu
konnen, und sie miissen dabei geniigend eigene Erfahrung gesammelt haben. [Blum, 1995, S.12]

- Kalkiile haben eine entlastende Funktion fiir Schiiler und Lehrer: Der rein forschende, experimentelle
Unterricht {iberfordert alle Beteiligten. [Bender in: Walsch, 1989,S. 224]

- Zur Einschitzung der Leistungsfahigkeit von Rechnern muf3 die Miihsal des selbst ausgefiihrten Kalkiils
versplirt worden sein [Schonwald in DAM, 1991, S. 252-265]

- Kalkiile haben eine unterrichtsordnende Funktion, weil sie Unterrichtsablaufe strukturieren helfen und
durchschaubar machen.

- Kalkiilhaftes Arbeiten ist bei vielen Schiilern beliebt, weil Mathematik damit greifbar und verstehbar wird
(Stichwort: operatives Prinzip!). Fiir schwache Schiiler werden Kalkiile mitunter sogar zum 'Rettungsanker'.

- Der Umgang mit Kalkiilen verschafft Erfahrung und Sicherheit im Umgang mit mathematischen Objekten
wie Termen, Gleichungen, Funktionen usw.

- Kalkiile konnen als Black-Boxes fungieren, indem man schwierige Details ausblendet und sich auf das
Kalkiilprodukt anstatt auf den KalkiilprozeB konzentriert.

Wir meinen, da3 es vor allem darauf ankommen wird, sich auf ein verniinftiges' Ausmafs an handschriftlichen
Fertigkeiten einzupendeln. Uberzogene Kalkiilfertigkeiten werden angesichts eines permanent zu Verfiigung
stechenden CAS (etwa in Taschenrechnerform) in Zukunft wahrscheinlich den Charakter einer sportlichen
Betitigung annehmen. An die Stelle einer iiberladenen Komplexitit mul eine verstdrkte Reflexion auf
mathematische Inhalte und Begriffsbildungen treten, so dal der Werkzeugcharakter der Kalkiile deutlicher
hervortreten kann und diese stirker in einen anwendungs- und problemorientierten Unterricht eingebettet
werden konnen.

Beispiele:

- Statt endlosen und damit das Interesse tdtenden Termumformungen Ubungen im Struktur- und
Mustererkennen.

- Statt isoliertem Losen von Exponential- und logarithmischen Gleichungen die Behandlung von
Wachstumsmodellen.

- Statt mechanisch ablaufenden Kurvendiskussionen verstirktes Modellieren von Anwendungssituationen mit
Funktionen und Kurven.

Ansitze flir solche Verdnderungen in der ,,Ubungslandschaft“ finden sich etwa in der von W.Herget in
"Mathematik lehren" eingerichteten Rubrik "Die etwas andere Aufgabe" oder in G.Schmidts Artikel
[MU,1993/1, S.10-27], um nur zwei Beispiele herauszugreifen.

Zusammenfasend kann also festgestellt werden: handschriftliche Verfahren behalten natiirlich auch im CAS-
unterstiitzten Unterricht ihre Bedeutung. Wichtig ist es dabei aber, sich auf die typischen und wesentlichen Félle
zu beschrianken. Bei aufwendigeren Kalkiilen bieten CAS hingegen neue Chancen, die es zu nutzen gilt:

- CAS befreien von der Irrtumsanfilligkeit (eine Hausiibung kann zur ,Kontrolle“ etwa noch einmal mit dem
CAS nachgerechnet werden).

- Durch die raschere Ausfiihrung eines Kalkiils (z.B. ,Nullsetzen der ersten Ableitung”, Erstellen des Graphen
der Funktion oder seiner Ableitungen, Faktorisieren komplizierterer Terme) ist eine Konzentration auf den
Gesamtzusammenhang eines Problems leichter mdoglich. Eine klarere Strukturierung eines
Problemldseprozesses in Mathematisierung - Kalkiilanwendung - Interpretation 146t sich eher erreichen. Der
Schiiler kann dadurch auch leichter verstehen, da Mathematik eine Sprache ist, die uns hilft Probleme zu
16sen, wenn wir es schaffen, sie mit dieser Sprache zu beschreiben.

- Bei der Verwendung von CAS bzw. der Moglichkeit ein CAS ,zu Hilfe zu rufen®, rechnen Schiiler auch
dann weiter, wenn sie handschriftlich bereits kapituliert hétten. Oft werden dann durch das CAS neue Ideen
sinduziert®, die den , Totpunkt“ iiberwinden helfen.
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Wie schon an anderer Stelle in diesem Buch betont, miissen die Schiiler nun aber andererseits auch eine neue
Art von Fertigkeit erwerben, etwa jene, einen mathematischen Zusammenhang im CAS ,abzubilden”,
Transformationen mit Hilfe des CAS vorzunehmen u.a. (vgl. Kap.5.2.1).

Begriffliches Wissen

Wihrend Fertigkeiten ,linear organisiert sind und dann als eingeiibte Handlungen wie ein Programm ablaufen
konnen (und sich daher auch gut fiir einer Implementation im Rahmen eines Informatiksystems eignen) liegt
begriffliches Wissen im Idealfall als ,vernetztes System“ vor. Steht bei den Fertigkeiten die Automatisierung
und die ,virtuos beherrrschte Technik” im Vordergrund, so soll beim Wissen dieses als umfassendes System
leicht abrufbar zur Verfiigung stehen. ,Wissenselemente (Begriffe, Bestandteile von Begriffen, Eigenschaften von
Begriffen, Bezichungen zwischen Begriffen ... ) miissen (...) in moglichst vielféltig verbundener, aber sozusagen
ruhender Vernetzung bereit liegen, um im Bedarfsfall (Erinnerungsfall) in einer bestimmten, dem jeweiligen
Anliegen dienlichen Hierarchisierung rekonstruiert werden zu konnen (und das moglichst fliissig)” [H.Winter,
a.a.0., S.8]. Unseres Erachtens kann das White Box/Black Box-Prinzip Beitrdge zu einer derartigen Hier-
archisierung des Wissens leisten (vgl. White Box/Black Box-Prinzip in der Algebra). Auch durch die
Moglichkeit der Projektion mathematische Objekte in verschiedene Ebenen - wie sie in 2.5 dargestellt wurde - ,
erdffnen sich neue Zugidnge zu FEigenschaften eines Begriffes erdffnen (Mehrfachreprisentation von
Begriffen).

Das Einiibens von Fertigkeiten und die Schaffung einer mathematischen ,Wissensbasis“ konnen aber nie
Selbstzweck sein. Sie haben eine dienende Funktion, die ,eigentlichen und entscheidenden Zielsetzungen des
Mathematikunterrichts sind auf die Schulung von ibergeordneten, womoglich sogar facheriibergreifenden
Fahigkeiten gerichtet" [Winter, 1984, S.9].

Mathematische Fahigkeiten

Ziel alles Ubens muB der Aufbau mathematischer Fihigkeiten sein. Was kann man darunter verstehen? Wir
wollen uns hier wieder der ,Definition” H.Winters anschlief3en:

»Fahigkeit im Bereich X = Ttiichtigkeit, Probleme im Bereich X zu 16sen"

,Fahigkeiten stellen komplexe Konnensschemata dar, die Fertigkeiten und Wissensstiicke als wichtige Bestandteile
enthalten, aber nicht auf diese reduzierbar sind.“ [Winter, a.a.0., S.9]

Wird Uben integrativ als Aufbau von mathematischen Fihigkeiten gesehen, so ist es wesentlich, da bei diesem
Uben stets der Bezug

- zum Organismus der Mathematik,
- zu den Anwendungen der Mathematik und
- die Orientierung an Problem- bzw. Themenkreisen deutlich sichtbar bleibt.

Wir brauchen dazu nicht unbedingt vo6llig neu zu beginnen. Durch die neuen Werkzeuge werden oft auch
herkdmmliche Aufgabenstellungen ganz neu bearbeitbar. Und vielfach konnen dadurch diese drei genannten
Aspekte stirker hervortreten. Dies soll anhand einer Optimierungsaufgabe dargestellt werden. Dabei soll
iiberdies gezeigt werden, dafl auch in der Kalkiilphase neue Moglichkeiten bestehen, z.B. dadurch, daf eine
allgemeine Problemstellung schnell mit konkreten Zahlenwerten betrachtet wird, um eine Einschétzung fiir
einen Zusammenhang zu erhalten. Oder es tauchen in der Interpretationsphase neue Fragen auf, denen nun
leicht nachgegangen werden kann, und deren Losung einen wertvollen Beitrag zum Verstidndnis der Aufgabe
leistet. Erst durch die groBere Palette an Moglichkeiten erdffnet sich auch die Chance, verschiedene Wege bei
der Mathematisierung der Problemstellung zu gehen. Andererseits zeigen sich in diesem Beispiel auch
prinzipielle Grenzen im Einsatz von CAS, an die man im Mathematikunterricht aber durchaus stof3en kann.
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Beispiel 5.21: Optimierungsaufgabe
[Reichel, S.142, Beisp.516]

Zwei Stddte A und B wollen an der geradlinigen Meereskiiste eine gemeinsame Trinkwassergewinnungsanlage C
bauen (Skizze). Die Kosten fiir 1km Wasserleitung von C nach A betrdgt a Schilling, von C nach B b Schilling. Wo
soll die Anlage gebaut werden, wenn die Gesamtkosten minimiert werden sollen?

Abb. 5.19: Skizzel

Zur Mathematisierung: Die Problemstellung ist hier sehr offen (in welcher Weise soll der Ort der Trinkwasser-
anlage angegeben werden?) und gleichzeitig vollig eindeutig (die Gesamtkosten sollen minimal sein!)
formuliert. Wir miissen uns also iiberlegen, wie wir den gesuchten Ort angeben wollen (was wiirden wir z.B.
den beiden Biirgermeistern von A und B sagen?) Denkbar sind etwa folgende Varianten: Man gehe z.B. von A
auf kiirzestem Weg (= Normalabstand ) zur Kiiste und von dort x km an der Kiiste entlang in Richtung B, nach
diesen x km ist der gesuchte Ort C erreicht! Oder: Wir verraten den beiden Stadtoberhduptern den jeweiligen
Winkel zwischen der Normalen zur Kiiste und der Richtung zu C. Auch andere Varianten wiren denkbar.

Fassen wir die genannten Varianten in eine Skizze (Abb. 5.20) zusammen und vergeben wir dabei geeignete
Symbole!

Die Kostenfunktion ergibt sich damit als:

K)=al,+b],=a~ln’+x’ +blni+(d -x)’

Sinnvoll st x & [0, d].

Abb. 5.19: Skizze 2
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Zum Kalkiil: Begeben wir uns auf die Suche nach dem Minimum.
' 1 2, 24 1 2 2,4
K(x)za'?(nﬁx )2+b'5'(nb+(d'x) )2:2-(d-x)-(-1)=
a-x b-(d-x)
nitx? ni+(d-x)’

Die Bedingung K '(x) = 0 liefert die Wurzelgleichung:
a-x _ b-(d-x)
(1 B
Vni+x’ ni+@d-x)’

Wenn wir versuchen, sie nach x aufzuldsen, landen wir bei einer Gleichung 4.Grads:

a’x’ _ b (d-x)
nitx’ npitd-x)’

i tal o (d-x) = nl b d-x) by (d-x)’

) (a’-b)-x"+2d(b*-a’)-x’+(a’d’+a’ niy-b’d’-b’ni) x°+
+2p°d ni-x+(-b’d’ n;)=0

Dieses Polynom 4. Grads erweist sich nun leider als eine fast uniiberwindliche Hiirde, wenn wir versuchen, in
dieser allgemeinen symbolischen Form zu einer Losung bzw. zu einer Nullstelle zu kommen.

Fir Gleichungen 3. Grads gibt es bekanntlich die CArdanosche Formel und Gleichungen 4. Grads kann man
mit Tricks auf Gleichungen 3. Grades zuriickfiihren (einen hat etwa Descartes 1637 angegeben [Cigler, 1995,
S.36].

Wenn wir versuchen, Gleichung (2) mit DERIVE (Version 3.06) zu 16sen, kommt das System zwar zu einem
Ergebnis, beim Versuch es am Bildschirm darzustellen, scheitert es aber mit der Meldung "Memory full". Bei
der XM-Version wurde der Losungsversuch nach 1.5 Stunden aufgegeben. MATHEMATICA gibt zwar in kurzer
Zeit (=20s, 486er, 120 MHz) tatsdchlich bei (1) bzw. (2) vier Losungen aus - wie dies durch den
Fundamentalsatz der Algebra vorhergesagt wird - allerdings bendtigt jeder der 4 Losungsterme etwa 6 Seiten
(Courier, 10pt) beim Ausdruck. Der Fairnel halber mufl natiirlich angemerkt werden, dal MATHEMATICA
wesentlich hohere Systemressourcen benétigt.

So aufwendig unsere Aufgabe im allgemeinen Fall erscheint, so lacherlich einfach wird sie, wenn wir konkrete
Zahlen einsetzen und uns damit also in die rein numerische Ebene begeben. Der mathematisch interessante Teil
besteht in der Notwendigkeit, eine Gleichung ndherungsweise (oder auch grafisch) zu 16sen. Nehmen wir also
z.B. an:

a:b=1:2, n,=10km, n, =15km, d=25km.

Dazu definieren wir zuerst eine Funktion, in die wir alle relevanten GroBen packen; in #4 wird dann
niherungsweise im sinnvollen Intervall fiir x ([0,25]) das Minimum ermittelt. Die Situation stellt sich in DERIVE
folgendermaflen dar:

#1: K(x,a,b,na,nb,d):= a-\/(na2+ x2)+ b-\/(nb2+(d—x)2) User

#2: K(x, 1, 2, 10, 15, 25) User

#3: Kl(x, a, b, na, nb, d) := d— K(x, a, b, na, nb, d) User
dx

#4: SOLVE(K1(x, 1, 2, 10, 15, 25) = 0, x, 0, 25) User



#5: [x = 17.7416] Simp (#4)

d 12
#6: K2(x,a,b,na,nb,d):= |——-‘ K(x, a, b, na, nb,d) User
Laxd
#7: K2(x, a, b, na, nb, d) := Simp (#6"')
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
a-V(x +na )-(2'x -3-d'x+d + nb )+ b-V(x -2-d-x+ d +nb ) - (2-x-d-x+na )
2 2 2 2 2
(x 4+ na ) -(x - 2-dx+d + nb)
3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
(2°x -3-d*x +x-(d +na + nb )-d'na )-(a'x-V(x -2-d-x+d +nb )+b- (x-d) -V (x +na))
2 2 1.5 2 2 2 1.5
(x + na ) ‘(x - 2-d'x +d + nb)

Fiithren wir noch den Nachweis, da3 ein Minimum vorliegt:

#8: K2(17.7416, 1, 2, 10, 15, 25) User
#9: 0.109087 Approx (#8)

Tatsdchlich! Wenn wir #2 plotten, ergibt sich folgendes Bild:

Gesamtkosten

48

3a

Ze

i@

—-18 i@ Ze = 48 oe (=]

[COMMAND 2 'EFE?-}E Center Delete Help Move Options Plot Quit Range Scale Transfer
indow aXes Zoom F ® = <

Tracing expression ~
Cross x:17%7. 6923 uy:53.66EE Scale x:5 y:1@ Derive ZD—p lot|

Abb. 5.20: Verlauf der Kostenfunktion K(x,1,2,10,15,25)

Schauen wir uns an, was passiert, wenn wir dieselben konkreten Werte in die von MATHEMATICA produzierten
vier allgemeinen Losungen einsetzen. Im folgenden Befehl wird zuerst Gleichung (1) allgemein aufgeldst, und

dann werden die konkreten Werte eingesetzt:

N[(x/.
Solve[(a”2*x"2)/ (na”2+x"2)==(b"*2* (d-x) *2) / (nb*2+ (d-x) *2) ,x])
/.{a->1,b->2,na->10,nb->15,d->25}]

-15

{-0.460373 - 11.8893 I, 17.7417 - 6.21725 10 I,
-15

-0.460373 + 11.8893 I, 33.1791 + 4.44089 10 I}
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Wir erhalten vier komplexe Zahlen, wobei die erste und dritte komplex konjugiert sind und die zweite und
vierte verschwindende Imaginirteile aufweisen (Uberbleibsel von Rundungen?). Der Realteil der zweiten
Losung liegt in dem fiir das Problem sinnvollen Intervall. Tatséchlich haben wir damit eine korrekte Losung
bekommen (vgl. #5, oben).

Es gibt noch einen weiteren Weg, um in dieser Sache voranzukommen. Betrachten wir dazu die relevante
Gleichung (1) etwas genauer:

a-x _ b-(d-x)

\/n§+x2 \/n§+(d—x)2

. X
Danun SN = > 5 35und SIN pB= T 36konnen wir kiirzer schreiben:
\Vnatx Jni+(d-x)

3) a.sina=b.sinp bzw.sino:sinB=b:a
Interpretation: Um unser Ergebnis (3) besser zu verstehen, nehmen wir wieder an, daf3
zB.: a:b=1:2 =sina:sinB=2:1

Heif3t das nun, da3 wir einen der beiden Winkel frei wéhlen kdnnen, und der andere ergibt sich dann daraus, da
jasina=2.sin B = o =arcsin (2. sin 3 ), wobei |2.sin B |<I

sein miiBite? Dies wiirde weiter bedeuten, dafl es blole Vereinbarung wére, wo die Trinkwasseranlage zu bauen
ist; jeder Ort wire gleich gilinstig (wenn nur |2.sin B |<1 erfiillt ist)? Das ist kaum zu glauben. Gleichung (3)
driickt etwas anderes aus, aber was nur?

Wir wissen ja bereits aus der obigen Betrachtung einer konkreten - numerischen - Aufgabenstellung, dall es
genau eine Losung gibt! Aber halt, dort haben wir mehr Information angegeben, ndmlich auch die Lage der
Orte, nicht nur das Kostenverhéltnis a : b!

Betrachten wir dazu jetzt zwei konkrete Situationen - blofl um ein besseres Gefiihl fiir unsere Problemstellung
zu bekommen:

Annahme 1: a:b=1:2, n,=10km, n, = 15km, d =25km
Annahme 2: a:b=1:2, n,=10km, n, = 15km, d =50km

#1: Precision := Approximate User
1-x 2- (25 - x)
#2: 2 2 B 2 2 Sub (#19)
V(10 + x ) V(15 + (25 - x) )
#3: x = 17.7416 Solve (#2)
1-x 2-(50 - x)
#4: 2 2 - 2 2 User
V(10 + x ) V(15 + (50 - x) )
#5: X = 41.6544 Solve (#4)

Aus der grafischen Losung von #2 (Abb. 5.22, oben) und #4 (Abb. 5.22, unten) sehen wir, dafl im gesamten
Definitionsbereich (und offenbar auf ganz R) die auftretenden Terme sinnvolle Argumente fiir die
Arcussinusfunktion liefern.

Fiir die gefundenen Streken x kénnen wir uns nun die zugehorigen Winkel berechnen lassen und anschlieBend
damit Gleichung (3) iiberpriifen. Dazu definieren wir zuerst geeignete Funktionen Wo(x) und Wg(x).
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#6: Angle := Degree User
x
Wor (x) = ASIN
#7: 2 2 User
V(10 + x )
#8: Wo(l7.7416) = 60.5924 User=Simp (User)
25 - x
Wi (x) := ASIN
#9: 2 2 User
V(15 + (25 - x) )
#10: Wi3(17.7416) = 25.822 User=Simp (User)
#11: SIN(Wo(17.7416)) = 2-SIN(WR(17.7416)) User
#12: SIN(60.5924) = 2-SIN(25.822) Approx (User')
#13: 0.871148 = 0.871153 Simp (#11)
1
b 2
_— - - 12
1
—38 —Z8 -18 1Ii3 Z8 38 48 58
1.
—z .
3 .
2
Yig
1
x
—38 —Z8a —1a 1IB Z8 38 48 58
1
_z -
_a -
ICOMMAND = ﬁlﬁ%_-m Center Delete Help Move Options Plot Quit Range Scale Transfer
Enter opt ién o4 aXes Zoom ~
ross x:16 [EH "] Scale x:5 yol Derive ZD—p lot)

Abb. 5.21:Graphische Lésungen

Um die zweite Losung (#5) zu iiberpriifen, mul W(B) neu definiert werden:

#14:

#15:
#16:

#17:

50 - x
WR(x) := ASIN
2 2 User
V(15 + (50 - x) )
SIN (W (41.6544)) = 2-SIN(WR(41.6544)) User

SIN(76.5004) =

0.972371 =

2-SIN(29.0903) Approx (User')

0.972377 Simp (#15)
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Jetzt sehen wir bereits etwas besser, wie (3) zu lesen ist: Wenn es eine Losung von (1) gibt, dann ist sie gerade
so beschaffen, daf3 (3) erfiillt ist. Dies ist wiederum trivial, da wir ja (3) aus (1) gefolgert haben. Aber (3) ist
eine wesentlich elegantere Darstellung unseres Problems, aulerdem sehen wir dadurch, daB3 es sich offenbar nur
um eine andere Einkleidung des aus der Physik bekannten Brechungsgesetzes handelt.

Gleichungen (1) und (3) zeigen aber - wie oben bereits erwéhnt - einen wesentlichen Unterschied. (1) beinhaltet
alle konkreten Informationen iiber die Lage der Orte A und B. Diese Informationen gehen beim Ubergang von
(1) auf (3) offenbar verloren, es bleiben nur mehr Richtungen iibrig. Nun vollzieht sich dieser Ubergang aber in
den Gleichungen:

(4a) sina = ——2—37 (b) sin p=—— % 33

Vnatx’ Nni+(d-x)

Mit Hilfe von (3) kdnnen wir (4b) auch anschreiben als:
a-sina _ d-x
b \/ nit(d-x)’
Dies versetzt uns in die Lage, Gleichung (1) in eine Gleichung in der Unbekannten o zu transformieren, die
aber im Unterschied zu (3) auch die Informationen iiber die Lage der beiden Orte beinhaltet. Gehen wird dazu

wieder von (1) aus und 16sen wir (4a) und (4b) nach x auf. Da das CAS #20 nicht nach x aufldsen kann, formen
Wwir zuerst um:

#18: Precision := Exact User
a-x b-(d - x)
#19: 2 2 - 2 2 User
V(na + x ) Vinb + (d - x) )
x
SIN(x) =
#20: 2 2 User
V(na + x )
x 2
SIN(o) = —mm8m8m™
#21: 2 2 User
V(na + x )
2
2 x
#22: SIN(a) = Simp (#21)
2 2
X + na
Damit erhalten wir die folgenden vier Losungen:
na-SIN (o)
#23: X = —mM8M8M Solve (#22)
| cos (o) |
na-SIN (o)
#24: x = - —4m —— Solve (#22)
| cos (a) |
#25: x = « Solve (#22)
#26: X = - Solve (#22)

Bei Gleichung (4b) wollen wir in analoger Weise vorgehen, wobei wir aber (3) verwenden:
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SIN () =
#27: 2 2 User
Vinb + (d - x) )
a-SIN (o) d - x
#28: b B 2 2 User
Vinb + (d - x) )
a-SIN (o) d - x 2
#29: b - 2 2 J User
Vinb + (d - x) )
2 2 2
a a -CoS(2-a) (x - 4d)
#30: - = Simp (#29)
2 2 2 2 2
2-b 2-b x - 2-d-x +d + nb

Wieder erhalten wir vier Losungen:

Solve (#30)
2 2 2
a-nb-vV(1 - COS(2-a)) + d-V(a -COS(2-a1) - a + 2-b )
#31: x =
2 2 2
V(a -COS(2-a) - a + 2-b )
Solve (#30)
2 2 2
d-v(a -COS(2-a) - a + 2b ) - a-nb-V(1 - COS(2-a)) #32:
2 2 2
V(a -COS(2-a) - a + 2-b)
#33: X = o« Solve (#30)
#34: X = -o Solve (#30)

Die sinnvollen Losungen (#23,#24 und #31,#32) liefern vier Gleichungen:

User
na-SIN (o)
#35: —mM8M8 =
| cos (a) |
2 2 2
a-nb-vV(1 - COS(2-a)) + d-V(a -COS(2-a1) - a + 2-b )
2 2 2
V(a -COS(2-a) - a + 2-b )
User
na-SIN(x)
#36: —m8 ——— =
| cos (o) |
2 2 2
d-v(a -COS(2-a) - a + 2:b ) - a-nb-v(1 - COS(2-a))
2 2 2
V{a -COS(2-a) - a + 2-b )
User
na-SIN (o)
#37: - —0m ———— =
| cos (a) |
2 2 2
a-nb-vV(1 - COS(2-a)) + d-V(a -COS(2-a1) - a + 2-b )
2 2 2
V(a -COS(2-a) - a + 2-b )
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User

na-SIN(«x)
#38: - —4m8 —————— =
| cos (o) |
2 2 2
d-v(a -COS(2-a) - a + 2b ) - a-nb-V(1 - COS(2-a))
2 2 2
V(a -COS(2-a) - a + 2-b)

Eine Kontrollrechnung zeigt schnell, dafl offenbar nur #36 die fiir die Problemstellung zutreffende Gleichung
ist:

Sub (#36)
10-SIN(ax)
#39: —4m8 —— =
| cos (o) |
2 2 2
25-V(1 -COS(2-a¢) - 1 + 2-2 ) - 1-15-V(1 - COS(2-a))
2 2 2
V(1 -COS(2-a) - 1 + 2-2 )
#40: oo = 60.5924 Solve (#39)
Sub (#36)
10-SIN(x)
#41: ——4m8 ——— =
| cos (o) |
2 2 2
50-V(1 -COS(2-a¢) - 1 + 2-2 ) - 1-15-V(1 - COS(2-a))
2 2 2
V(1 -CosS(2-a) -1 + 2-2)
#42: o = 76.5004 Solve (#41)

Von einer weiteren Interpretation der librigen Gleichungen bzw. von deren Losungen soll hier abgesehen
werden.

Damit haben wir unsere (teilweise selbst gestellte) Aufgabe vollstindig geldst:

- Wollen wir die Lage von C iiber die Normalabstinde zur Kiiste und mittels anschlieBender Abmessung
entlang der Kiiste angeben, so bedienen wir uns Gleichung (1).

- Wollen wir die Lage von C iiber Winkel angeben, so konnen wir mit (1) diese ausrechnen oder Gleichung
#36 l6sen (lassen).

Egal was wir machen, Gleichung (3) wird immer erfiillt sein.

Wir wollen noch ein wenig auf die 'Verwandtschaft' mit dem Brechungsgesetz eingehen. Diese zeigt sich darin,
daB wir den linken Teil unserer Skizze ,nach oben klappen“ - unser Problem also etwas anders ansehen.

Bekanntlich bewegt sich ein Lichtstrahl gerade so, da3 er in der kiirzestmoglichen Zeit von A nach B kommit.
Mathematisch formuliert muf3 daher

1 1
x)=—:1,t—"1,
Va Vb
minimal werden.

v, ... Geschwindigkeit im Medium, in dem A liegt.

v, ... Geschwindigkeit im Medium, in dem B liegt.
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Abb. 5.22: Brechungsgesetz

Wenn wir mit K(x) = a.l, + b.l, vergleichen, sehen wir, daf3 die Leitungskosten a, b den Kehrwerten der
Ausbreitungsgeschwindigkeiten v,, v, entsprechen (a 2 1/v, ,b & 1/v;). Gleichung (3) wird damit wirklich zum
Brechungsgesetz:
sina.'sinﬁ:b:a=i:i=vu:v,,
Vb Va
(Die Sinuswerte des Einfalls- und Brechungswinkels verhalten sich wie die Ausbreitungsgeschwindigkeiten in
den betreffenden Medien.)

Physikalisch formuliert lautet unser urspriingliches Problem damit so: ,,In welche Richtung, auf welchen Punkt
der Grenzflache (z.B. der Wasseroberflache) muf3 ich von A aus mit einem Lichtstrahl zielen (wenn a, b bzw.
v,, v, vorgegeben sind), damit ich genau den Punkt B treffe?“

Gleichung #36 beantwortet diese Frage vollstiandig.

Dieses Beispiel soll zeigen, was wir unter Ubungen zur Ausbildung mathematischer Fihigkeiten verstehen:
Insbesondere den Versuch Aufgaben, Beispiele und Problemstellungen ,breiter anzugehen, so dafl

- alle drei Phasen (Phase der Mathematisierung, Kalkiilphase und Interpretationsphase) durchlaufen werden
und

- die Einbettung in einen groBeren Problem- und Themenkontext sichtbar wird.

5.3.2. Zur Notwendigkeit des Testens

Da der CAS-unterstiitzte Unterricht die Moglichkeit bietet, bearbeitete Strukturen jederzeit zur Verfiigung zu
haben, Parameter, definierte Funktionen und Konstanten zu variieren, erscheint es als natiirlich, eine Vielzahl
von Untersuchungen, Uberpriifungen von Sonderfillen und Fallunterscheidungen durchzufiihren. Dies
ermoglicht es, die Auswirkungen der Verdnderung von Grofien mit wenig Zeitaufwand zu beobachten und Ver-
mutungen rasch zu testen. Speziell ist das Testen von 'fertigen' Funktionen, die fiir spitere Anwendungen
erzeugt wurden, notwendig. Dabei sind verschiedene Formen moglich:
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- Selbsttests: Die Schiiler entwickeln ein Modul und tiberpriifen es anhand von Testbeispielen, die vom Lehrer
vorgegeben werden. Der Schiiler fiihrt diese Tests durch und erhilt Riickmeldungen, ob seine Planung und
seine Implementation des Moduls im CAS diesem Testmaterial standhdlt. Liefern diese Riickmeldungen
nicht das gewiinschte Ergebnis, muf3 die Fehlersuche beginnen. Ein neuer Versuch wird gestartet, bis die
Tests befriedigend verlaufen.

- Fremdtests: Ein Modul, eine Funktion, ein Ablauf wird nicht vom Erzeuger, sondern von einem oder
mehreren 'Aulenstehenden’ iiberpriift und getestet. Diese Tests konnen wieder vorgegeben oder vom Tester
weiterentwickelt und verfeinert werden. Dieses Arbeiten mit einem fremden Produkt stellt eine Moglichkeit
dar, selbst Erzeugtes anderen zu iibergeben und Riickmeldungen iiber die Anwendbarkeit zu erhalten.
Solche Fremdtests haben die Aufgabe, Ausgaben zu analysieren und auf Brauchbarkeit zu tiberpriifen. Bei
auftretenden Problemen und Fehlern werden diese genau beschrieben (z.B. Ausdruck und Erkldrung) und
dem Erzeuger fiir den eigenen Umgang riickvermittelt. Im Unterricht fiihrt diese Vorgangsweise zum
verstarkten Sprechen iiber Mathematik und zum sozialen Lernen, also eigene Produkte werden fremder
Kritik ausgesetzt, um Verdanderungen und Modifikationen durchfiihren zu kdnnen. Es handelt sich dabei um
ein allgemeines Lernziel, welches mit dem CAS echer unterstiitzt werden kann als im 'herkdmmlichen
Unterricht'.

- Olffene Tests: Diese Art des Testens wird aus unserer Erfahrung seltener sinnvoll eingesetzt werden kdnnen,
da es fiir den Schiiler sehr schwer ist, eine Serie von Tests so durchzufiihren, da3 eine systematische
Abklédrung erfolgt. Meist werden diese Tests 'halb offen' sein miissen. Der Lehrer gibt einen Testrahmen vor,
der/die Schiiler bewegen sich innerhalb dieses Bereichs moglichst frei. Trotzdem sollten auch Versuche an
einzelnen Stellen des Unterrichts zugelassen werden, um diese Qualifikation zu heben oder die Probleme
und Zugénge einer gemeinsamen Diskussion zu stellen.

- Finde bewufit erzeugte Fehler: Bei dieser Vorgangsweise konnen bei einer Funktion (bei einem Modul)
Ungenauigkeiten, falsche Fallunterscheidungen oder fehlende Aufldsungsfille entweder vom Lehrer
eingebaut werden oder konkrete Schiilerbeispiele Verwendung finden. Wird der Fehler vom Lehrer
angekiindigt, zeigt sich aus unserer Erfahrung bei Schiilern eine hohe Motivation, diese Unzulinglichkeit
aufzufinden. Wieder ist die Darstellung und Beschreibung von Bedeutung.

Der Schiiler hat also die Mdglichkeit, seine mathematischen Produkte zu iiberpriifen, muf3 nicht Fertiges und
Vorgegebenes nachtriglich reflektieren. Dieser Grad der Unmittelbarkeit erscheint aus lernpsychologischer
Sicht von Vorteil. Wieder ist es eine Illusion zu glauben, diese Vorgangsweise konnte immer im Unterricht
durchgehalten werden, jedoch sollten spezielle Testphasen in das Unterrichtsgeschehen eingebaut sein.

Beispiel 5.22 Berechnung von Fehlerschranken

Wenn das Definieren von Funktionen den Schiilern allgemein bekannt ist, werden, hiufig auf Schiilerwunsch,
bestimmte Tétigkeiten, die oftmals durchgefiihrt werden, als fertige Funktionen definiert und fiir die
Anwendung bei konkreten Aufgabenstellungen ausgewertet (Modulprinzip). Es kann schon sehr frith begonnen
werden auf diese Art einfache Formelsammlungen zu erstellen. Der Lehrer muf3 jedoch darauf achten, daf3 jeder
Schiiler seine Funktionen selbst erstellt. Bei der Entwicklung der Féhigkeit, selbst geeignete Funktionen zu
definieren, bedarf es jedoch einer geeigneten Planung des Lehrers. Bei den vorgestellten Funktionen handelt es
sich um Berechnungsvorginge beim Ermitteln von Schranken bei MefBfehlern oder Ungenauigkeiten. Es
werden die IF-Funktion und ein geeignetes Wissen iiber mehrparametrige Funktionen bendtigt. Dariiber hinaus
miissen die Grundgesetze iiber Ungleichungen bekannt sein und die untersuchten Schrankenberechnungen
allgemein hergeleitet (eventuell auch bewiesen) werden. Bei diesem Funktionen mufiten die Schiiler zuerst
Struktogramme erstellen, mit denen sie die Planung durchfiihrten. Erst danach wird mit dem CAS vom Schiiler
das Modul erzeugt. Es konnte etwa so aussehen:

#1: "MODUL: UUNGL" User
#2: "5.C BG/BRG Stockerau (C) 1995" User
#3: InputMode := Word User
#4: CaseMode := Sensitive User
#5: "Berechnung von Fehlerschranken! Voraussetzung: Alle
eingegebenen Schranken missen positiv sein !!!!I™ User
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$6: Mommm oo KEHRWERT - -~ = = === = === === === == m— =~ " User

#7: "Bildet den Kehrwert der Ungleichung a <= x <= b" User

User

#8: KEHRWERT(a,X,b):=IF[a>b,"Fehler:untere Schrankes>obere
Schranke!",

IFIa < 0 OR b < 0, "Fehler: Schranke(n) nicht positiv",

1 1 1

< < ], "Fehler: Variable (n) eingegebendu
b X a
#9: M- - SUBTRAKTION--------=--------—-—-—-—-—-—-- " User
User
#10: "Subtrahiert 2 Ungleichungen der Form a<=x<=b und c<=y<=d" User
#11: SUB2UNGL(a, x, b, ¢, y, d) := IF(a > b OR ¢ > d,

"Fehler: untere Schranke(n) > obere Schranke(n)",
IF(a < 0 OR b < 0 ORc < 0ORd < 0,
"Fehler: Schranke(n) nicht positiv",
a-d<x-vy<b-oao,
"Fehler: Variable(n) eingegeben!")

Auch vom Lehrer wird die Funktion SUB2UNGL und KEHRWERT programmiert. Getestet werden dabei z.B.
folgende Situationen:

- Die Tauglichkeit bei richtiger Eingabe von Schranken.

- Es wurde auch zugelassen, daf3 jede Schranke genau gegeben ist.

- Negative Werte kdnnen ausgegeben werden.

- Jede untere Schranke muB kleiner oder gleich der oberen Schranke sein.
- Die Schranken sollen keine Variablen sein.

- Die einzugrenzenden Werte diirfen beliebige Terme sein.

- Die Funktionen miissen nacheinander ausgefiihrt werden kénnen.

- Ausgaben einer Funktion sollen von der nichsten Funktion bearbeitet werden konnen.

Das vom Lehrer vorgegebene Testblatt:

H#l: Me-mmmmmmmmmm—- - Testbeispiele------------------- " User
#2 M e e - - SUBTRAKTION----!! 11111l -emm e - " User
#3: SUB2UNGL(4, x, 8, 2, y, 3) User
#4: 1 < x -y < 6 Simp (#3)
#5: SUB2UNGL (7.5, x, 7.5, 4, y, 6) User
3 7
#6: <X -y < Simp (#5)
2 2
#7: SUB2UNGL(2, x, 5, 4, y, 8) User
#8: -6 < x -y <1 Simp (#7)
#9: SUB2UNGL(7, x, 5, 4, y, 8) User
#10: "Fehler: untere Schranke (n)>obere Schranke(n)" Simp (#9)
#11: SUB2UNGL (-2, x, 5, 4, vy, 8) User
#12: "Fehler: Schranke(n) nicht positiv" Simp (#11)
#13: SUB2UNGL (2, x, 5, 4, y, ¢) User
#14: "Fehler: Variable(n) eingeben!" Simp (#13)

214



1 1
#15: SUB2UNGL[8.4, -—, 8.5, 2.9, —/, 3i| User
Y

x
27 1 1 28

#16: < - < Simp (#15)
5 X v 5

#17: SUB2UNGL(8.4, a + ¢, 8.5, 2.9, a - ¢, 3) User
27 28

#18: < 2:C < Simp (#17)
5 5

#19: Vermischung von zwei Modulen! " User

#20: KEHRWERT (2, ¢, 5) User
1 1 1

#21: < < Simp (#20)
5 c 2

#22: KEHRWERT (3, d, 3.4) User
5 1 1

#23: < < Simp (#22)
17 d 3

1 1 1 5 1 1
#24: SUBZU’NGL[—, _— Y Y ), —, —:| User
5 c 2 17 d 3
2 1 1 7
#25: - < - < Simp (#24)
15 c d 34

Der Schiiler mufl nun die von ihm erstellte Funktion SUB2UNG anhand des Lehrertestblatts tiberpriifen. Bei
auftretenden Abweichungen mufl der Schiiler die Funktion hinterfragen und neu bearbeiten. Nach diesem
Selbsttest muf3 die Funktion von zwei weiteren (neutralen) Schiilern {iberpriift werden. Erst dann wird die neue
Funktion in das File UUNGL iibernommen.

Der Lehrer hat nach der Erstellung oder Erweiterung dieser Funktionen das Recht (auch die Pflicht?) diese
fertigen Module zu hinterfragen. D.h., der Schiiler mufl in der Anwendungssituation nicht nur iiber die
Funktionalitit des Moduls, sondern auch iiber seinen Aufbau Auskunft geben kdnnen.

Dazu ein Beispiel aus einer Schularbeit der neunten Schulstufe. Das Ziel ist die Erklarung des Zustandekommen
der Funktion SUB2UNGL aus UUNGL:

Erstelle eine Struktogramm fiir die definierte Funktion SUB2UNGL(a,x,b,c,y,d), wenn folgende Voraussetzungen
gelten sollen: a,b,c,d ¢ R . Diese Funktion soll die Schranken fiir das Subtrahieren der Ungleichungen a <x <b
und ¢ <y < d ausgeben und dem Beniitzer Riickmeldungen bei Eingabefehlern ausgeben. Erklire die richtige
Ausgabe bei korrekter Eingabe.

Derart entwickelte und getestete Module kdnnen nun zur Verwendung bei kiinftigen Aufgaben zur Verfiigung
stehen. Hier ein Beispiel fiir die Anwendung der in UUNGL definierten Funktionen. Bei der Bearbeitung wurde
das MTH-File UUNGL mit Transfer Load Utility versteckt geladen:

Der Preis einer Ware betrdgt zu Beginn eines Jahres: K; = 6700,- S
Der Preis am Ende des Jahres ist festgelegt durch: K, = 7060,- S
Die Preissteigerungsrate ist gegeben durch:
K2-KlI
r =
K

a) Gib die Fehlerschranken fiir v an, wenn bei K; und K, mit einem Fehler von 2 % gerechnet wird. Welche
Aussagekraft haben diese Schranken fiir Dich?

1

b) Um wieviel % weicht die untere Schranke fiir r vom Wert ohne Fehler ab?
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5.4.  Auswirkungen auf die Prifungssituation

Auf vielerlei Art und Weise beeinflussen CAS den Mathematikunterricht. Nimmt man CAS als Hilfsmittel und
als Bereicherung des Unterrichts ernst, so muB3 sich dies auch auf die Priifungssituation auswirken.

Wir gehen hier davon aus, daB3 durch CAS nicht die bisher als sinnvoll und erstrebenswert angesehenen Ziele
des Mathematikunterrichts in Frage gestellt werden. CAS

- ermOglicht aber eine andere Schwerpunktsetzung und
- bietet verbesserte Voraussetzungen zur Erreichung der ,alten” Ziele.

Was sind aber diese ,alten” Ziele? Fiir Weigand [MNU 46/7,S.428], der sich selbst z.B. auf Bigalke und Fischer
beruft, steht folgender Kanon allgemeiner Lernziele aufler Frage:

- Probleme 16sen lernen

- heuristische Strategien kennenlernen

- Mathematisieren lernen

- Begriffe bilden lernen

- Beweise lernen

- algorithmisches und kalkiilhaftes Arbeiten kennenlernen

Spiegeln sich diese Ziele wirklich im Rahmen der Leistungsbeurteilung wider? Aus vielerlei Griinden (etwa aus
falsch verstandenem Objektivititsdenken, der leichteren ,Abpriifbarkeit” halber, leicht zugénglichen - aber oft
einseitig an Techniken orientierten - Ubungsmaterials wegen) steht hauptsichlich kalkiilhaftes Arbeiten im
Vordergrund. Vollig unabhingig von der Existenz von CAS erscheint der Priifungsalltag hdufig verzerrt, wenn
man das, was verlangt wird, im Spiegel oben aufgezahlter allgemeiner Lernziele betrachtet.

Wie bereits im Zusammenhang mit der Thematik des Uben erldutert, wird dieser Zustand aber nun dadurch
verscharft, daB3 eben vieles, was bisher - insbesondere bei schriftlichen Arbeiten - abgefragt wurde, durch den
Einsatz (bzw. vielfach bereits durch das bloBe Vorhandensein) von CAS an Wert verliert. Und gerade
Fertigkeiten im Zusammenhang mit Kalkiilen sind davon betroffen. Ob man damit gliicklich sein mag oder
nicht: Zurecht werden hier in der Diskussion Termumformungen, das Losen von Gleichungen, Ableitungs- und
Integrationsregeln, das Erstellen von Funktionsgraphen erwéhnt. Heif3t dies aber, dal Kalkiile nun wertlos
werden, da3 wir in Zukunft ,Mathematik ohne Rechnen” betreiben? Oder wie W.Blum es ausdriickte: Computer
(insbesondere natiirlich CAS) sind "wie Scheinwerfer, sie richten ihr Licht auf die Kalkiile und fragen unerbittlich
nach ihrem Bildungswert".

Am Beispiel von Schularbeiten soll gezeigt werden, dal Verdnderungen hin zu den lange geforderten Zielen
moglich sind. Wir pladieren hier fiir eine evolutiondre Entwicklung, bei der von den bisherigen Formen der
Leistungsbeurteilung ausgegangen wird und aus den sich mit CA-Einsatz ergebenden Erfahrungen Vorschldge
fiir kiinftige Leistungsmessung erarbeitet werden.

5.4.1. Die veranderte Arbeitsweise bei Klassenarbeiten

Bei den ersten CAS-unterstiitzen Schularbeiten gab es bei verschiedenen Lehrern sehr unterschiedliche
Vorgangsweisen:

(1 Jeder Schritt muf3 mit dem verwendeten Befehl im Heft dokumentiert werden.

(2) Die wichtigen Zwischenschritte und Formeln miissen auch im Arbeitsheft dokumentiert werden, Antworten
kommen ausnahmslos in das Heft.

(3) Der Schiiler hat das Recht, die Antworten im MTH-File anzugeben. Ein Heft ist unnétig.

(4) Der Schiiler benétigt keine Arbeitsdiskette, da bei vorhandenem Netzwerk ein eigenes Userverzeichnis zur
Verfiigung steht, in welches die Files gespeichert werden. Der Schiiler muB3 sein File selbst ausdrucken.

(5) Der Schiiler bestdtigt mit dem Abgeben seiner Diskette, daf3 alle seine Files auf der Diskette vorhanden sind.
(6) Der Lehrer sammelt die Arbeitsdisketten ein und druckt selbst aus.

(7) Der Lehrer benotigt keinen Ausdruck, bei offenen Fragen wird das File geladen.
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Jeder Lehrer wird hier sein eigenes Modell finden miissen, das seinen und den Bediirfnissen der Schiiler
entspricht. Jedoch hat sich gezeigt:

(1) fiihrt zu einer Verdopplung der Arbeit und wird von den Schiilern abgelehnt, da sie das Gefiihl haben, daf3
es ein Nachteil ist.

(2) wird von vielen Lehrern verwendet.

(3) Dieses Modell 148t dem Schiiler keine freie Wahl der verwendeten Mittel (Taschenrechner, Kopfrechnen,
hindisches Zeichnen etc.)

(4) fiihrt zu organisatorischen Problemen. Die Netzwerke werden an fast jeder Schule in jeder Stunde benétigt,
der Lehrer hat keine Zeit, die Files zu sichern. Andererseits muf ein Original der Arbeit eines Schiilers
jederzeit vorhanden sein. Die Leistung des Schiilers mufl dokumentiert sein.

(5) Selbstkontrolle ist ein geeigneter Weg.

(6) Wird von vielen Lehrern - unter Inkaufnahme eines betrachtlichen Mehraufwands bei der Korrektur- durch-
gefithrt. Wenn Graphen beschriftet und erkldrt werden sollen, dann ist ein Ausdruck giinstig. Dies tritt
jedoch meist erst in hdheren Schulstufen auf.

(7) Solange DERIVE als Rechenhilfe verwendet wird, ist das ein gangbarer Weg. Jedoch wird bei vielen
Beispielen der Zugang, das Modellbilden, die Vorgangsweise zur Problemldsung von Bedeutung sein, so
daf} ein Ausdruck erforderlich ist. Daneben haben die Erziehungsberechtigten das Recht, die Arbeit ihres
Kindes einzusehen.

Dies sind einige Ansdtze, die sich im Rahmen des DERIVE-Projekts im Zusammenhang mit schriftlichen
Priifungsarbeiten ergeben haben. Ein Problem, das Damoklesschwert des Stromausfalls, wenn in einem EDV-
Saal gearbeitet wird, wird aller Voraussicht beim Arbeiten mit dem CA-Taschenrechner nicht mehr auftreten.
Um technischen Problemen mit Gerdten handhaben zu konnen, ist es aber auch in Zukunft unerlédBlich, ein oder
mehrere Ersatzgerite zur Verfiigung zu haben.

5.4.2. Prufungssituation in der 7. und 8. Schulstufe - Vergleichstechniken

Abhingig von der Anzahl der Unterrichtsstunden pro Woche im Informatiksaal und der Ausriistung der Schule
mit Computergeriten sind verschiedenste Modelle fiir Klassenarbeiten durchfiihrbar. Werden in der 7. und 8.
Schulstufe nur ein Teil der Mathematikstunden im Computerraum gehalten, so konnen bei den Schularbeiten
auch nur Teile der Lernziele mit Unterstiitzung durch das CAS iiberpriift werden. Es ist auch zu beachten, ob
die Schiiler in der Ubungssituation zu Hause das CAS verwenden konnen.

Unter der Voraussetzung, dafl die Schiiler eine eigene Lizenz des CAS besitzen und eine Stunde pro Woche im
Informatiksaal arbeiten, kann ein Beispiel auch mit Hilfe des CAS bearbeitet werden. Die Auswahl und
Gestaltung der Beispiele hédngt auch von der Anzahl der vorhandenen Gerdte und der rdumlichen
Beschaffenheit des Computerraumes ab. Ublicherweise wird es bei einer Klassenarbeit bei groBer Schiilerzahl
(25 - 30 Schiiler) zwei Gruppen gegeben. Es ist zu beachten, dal die Beispiele unterschiedlich gestaltet werden,
so daB} die Gefahr eines 'Abschauens' vom Bildschirm nicht méglich ist.

Im Folgenden soll eine Aufgabenstellung fiir eine Klasse der 7. Schulstufe mit Schwerpunkt Informatik
vorgestellt werden. Die Schiiler hatten von vier Unterrichtsstunden eine Stunde im Informatiksaal. Als
Voraussetzung sei erwihnt, daB8 #hnliche Beispiele (sieche Kap. 3.5.2) in der Ubungssituation durchgefiihrt
wurden. Die Schiiler kannten die Flachenformel eines gleichschenkeligen Trapezes noch nicht. Im
Computerraum standen 15 Geréte zur Verfligung und die Schiiler waren es gewohnt, zu zweit an einem Gerit
zu arbeiten und zur Bearbeitung des Beispiels wihrend der Klassenarbeit das Gerét zu wechseln. Jeder Schiiler
hatte dadurch das Gerét ca. 25 Minuten zur freien Verfiigung. Es durfte bzw. mulite jedoch nur dieses Beispiel
mit DERIVE bearbeitet werden.

217



Bespiel 5.23: Prifungsaufgabe aus einer 7. Schulatufe

Die Angabe des ersten Beispiels der Gruppe A, die Schularbeit hatte vier Aufgabenstellungen, hatte folgenden
Wortlaut (die zweite Gruppe hatte eine dhnliche Aufgabe mit anderen Bezeichnungen fiir die Seiten und die
Hoéhe):

Gegeben ist ein gleichschenkeliges Trapez. Die Parallelseiten heifien fund g, die Schenkel ¢ und die Hohe m.

Gib vier verschiedene Moglichkeiten fiir die Berechnung des Fldicheninhalts A an. Eine Formel fiir A muf3 durch
Zerlegung des Trapezes in zwei Dreiecke hergeleitet werden!

Zeichne die Vorgangsweise in das Beiblatt ein! Vereinfache Deine gefundene Formel mit DERIVE und iiberpriife,
ob Deine vereinfachten Formeln iibereinstimmen.

Speichere unter dem Namen SA6BSP1 ab !

A=

Abb. 5.23: Gleichschenkeliges Trapez

Die Beilage zeigte vier gleichschenkelige Trapeze, bei denen nur die Seiten, jedoch nicht die Hohe beschriftet
waren.

Die Lernziele, die bei dieser Aufgabenstellung iiberpriift wurden, waren mehrschichtig:

(1) Anwendung bereits gelernter und gefestigter Fertigkeiten zur Berechnung von Flécheninhalten einzelner
geometrischer Figuren (Dreieck, Rechteck, Parallelogramm, Rhombus, Deltoid).

(2) Zerlegen einer Fliche in Teilflichen oder Vervollstindigen von Flachen zu bereits bekannten. Das Arbeiten
mit Bleistift und Lineal wird also {iberpriift.

(3) Zusammensetzen von Teilflachen oder Erkennen der Groe des gesuchten Flacheninhalts, bezogen auf eine
iiber den Flacheninhalt hinausgehende andere geometrische Figur.

(4) Eingabe der gefundenen Formel in ein CAS.

(5) Entwickeln oder Durchfiihren von Vergleichstechniken, mit denen nachgewiesen werden kann, daf3 die vier
Formeln denselben Flacheninhalt beschreiben.

Fiir den Einsatz des CAS sind nur die Punkte (4) und (5) von Interesse.

An dieser Schularbeit nahmen 27 Schiiler teil. Das Wechseln des Gerits verlief problemlos, nach Beendigung
der Bearbeitung des Beispiels hatte der Schiiler das File abzuspeichern und aus DERIVE auszusteigen, wodurch
das Gerit fiir den zweiten Schiiler frei wurde. Das Aussteigen ist auch deshalb von Bedeutung, weil jeder
Schiiler eigene Einstellungen verwendet, die mit Transfer Clear (also Bildschirm 16schen) erhalten bleiben.
Dadurch wird die gewohnte Arbeitsumgebung fiir den zweiten Schiiler verindert. Von 108 mdglichen
Versuchen, den Flacheninhalt durch eine Formel zu bestimmen, waren 97 vorhanden, jedoch 12 falsch. Der
héufigste Fehler bei den falschen Ansétzen (im Beiblatt war die Hohe nicht eingezeichnet) war die Verwendung
der Schenkelbezeichnung ¢ als Hohe. Bei den 11 fehlenden Versuchen war meist das Zerlegen in zwei Dreiecke
das Problem.

Die Schiiler entwickelten 17 verschiedene Wege zur Erstellung der Formel, die jeweils einen neuen Aspekt
betrachteten. Diese Vielfalt ist {iberraschend, da im Unterricht nie eine solche Anzahl von Zugingen aufgezeigt
wurde.

Hervorzuheben ist, daf einige Schiiler, erstaunlich fiir diese Altersstufe, das Trapez in flichengleiche Figuren
umwandelten, die nicht mehr durch Abschneiden und Umlegen, sondern durch Erzeugen von fldchengleichen
Dreiecken, die jedoch nicht mehr dieselbe Gestalt haben, den Flécheninhalt berechneten. Des weiteren gab es

218



Ansitze, bei denen neue Variablen eingefiihrt wurden, etwa das Einzeichnen zweier Deltoide mit neuer halber
Diagonale oder die Vervollstindigung zu einem Dreieck mit neuer Hohe. Die letzen Versuche konnten zwar
noch in DERIVE eingegeben, jedoch durch die auftretenden Variablen nicht mehr mit den anderen verglichen
werden.

Zu (4): Die lineare Eingabe bei DERIVE (wie auch beim Taschenrechner) zwingt die Schiiler, ihre
zweidimensional geschriebene Formel in eine korrekte eindimensionale Eingabe zu iibersetzen. Sie miissen also
die Rechenvorrangregeln genau beachten. Der Vorteil des CAS liegt darin, da der eingegebene Term
zweidimensional im Algebrafenster dargestellt wird (z.B. #2). Es 1dBt sich nicht nachweisen, wie viele Formeln
falsch eingegeben wurden, jedoch traten bei der Auswertung der Schularbeit drei Eingabefehler mit falschen
Klammern auf!

Die meisten Schiiler verwendeten eine zweidimensionale Darstellung der Formeln und verschiedene Arten von
Klammern (runde, eckige, geschwungene), um den Rechenvorrang festzulegen.

Kein Schiiler hatte ein Problem mit der Tatsache, dal DERIVE nur runde Klammern fiir die Eingabe von Termen
zuléft, obwohl die Formeln oft mehrere Typen von Klammern aufwiesen.

Einige Schiiler jedoch hatten sich schon auf die lineare Eingabe von DERIVE eingestellt und die Formel bereits
auf dem Beiblatt entsprechend dargestellt. Scheinbar beeinfluft das Mittel, mit dem die Bearbeitung
durchgefiihrt wird, die Planung.

Es 146t sich jedoch feststellen, daBl die Moglichkeit einer groBen Anzahl von unterschiedlichen
Darstellungsformen von Termen und die Moglichkeit, diese Darstellungen schnell umzuformen, Schiiler
flexibel im Umgang mit Termen macht.

Nun einige Beispiele:

Weg 1: Durch ein kongruentes Trapez wird ein Parallelogramm erzeugt - die gesuchte Flache hat den halben
Flacheninhalt dieses Parallelogramms.

(f + g)-m
#1: — User
2

Wird dieselbe Formel ohne Klammern eingegeben, erscheint der folgende falsche Ausdruck:

User

Weg 2: Durch Zerteilung des Trapezes in zwei Dreiecke mit gleicher Hohe - die gesuchte Fldche ist die Summe
der Dreiecksflachen.

#3:

User

Weg 3: Ein Dreieck wird auf einer Seite abgeschnitten und durch Umlegen und 'Ankleben' auf der anderen
Seite des Trapezes ein Rechteck erzeugt - der gesuchte Flicheninhalt wird durch Lange und Breite festgelegt.

#4: ——m User
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Weg 4: Das Trapez wird in ein Rechteck und zwei (flichengleiche) Dreiecke zerlegt - die Gesamtfliche ist die
Summe der drei Flacheninhalte.

#5: 2 User
g-m+ 2-

Zu (5): Im Kap.3.5 wurden verschiedene Techniken vorgestellt, die wir als Vergleichstechniken bezeichnen.
Die meisten Schiiler wihlten die Technik des Uberfiihrens in gleich aussehende Ausdriicke mit Factor, Expand,
approX oder vermischtes Anwenden dieser drei Optionen (12 Schiiler).

m- (£ + g)
#6: ——-—— Fctr (#1)
2
m- (£ + g)
#7: —— Fctr (#3)
2
m- (£ + g)
#8: —mnou Fctr (#4)
2
m- (£ + g)
#9: —m———— Fctr (#5)
2

Fiinf Schiiler verglichen jeweils 2 Formeln durch Gleichsetzen. Mit den DERIVE-Optionen wurde die Gleichheit
nachgewiesen.

(£ + g) m f-m g-m
#10: = + User
2 2 2
f-m g-m f-m g-m
#11: + = + Expd (#10)
2 2 2 2
f-g
- n
#12: £ + g 2 User
——m=9gm+ 22—
2 2
f-m g-m f-m g-m
#13: + = + Expd (#12)
2 2 2 2

Eine Schiilerin erzeugte eine Gleichungskette. Eine Formel war beim ersten und zweiten Versuch falsch. Die
Schiilerin schaffte es jedoch, durch Uberlegungen am Beiblatt eine geeignete vierte Formel zu finden und die
Kette in eine Form a=a=a=a, zu iiberfiihren (siche Kap. 3.1, Beisp. 3.6).

Ein Schiiler erzeugte ebenfalls eine Gleichungskette, bearbeitete diese jedoch mit Aquivalenzumformungen
soweit, bis 0=0=0=0 entstand.

Drei Schiiler definierten die Fldchen und verwendeten danach eine Vergleichstechnik.

#22: InputMode := Word User
#23: CaseMode := Sensitive User
(£ + g)'m
#24: A1l =2 —4m8 ¥ ——— User
2
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#25: A2 := + User
2 2
#26: Al = A2 User
m- (£ + g) m- (£ + g)
#27: = Fctr (#26)
2 2

Ein Schiiler testete seine Formeln mit konkreten Zahlen fiir f, ¢ und m. Diese Technik ist zwar eine
Uberpriifung, jedoch kein Nachweis.

#28: £ := 8 User
#29: g := 5.4 User
#30: m := 2.3 User
#31: 15.41 Approx (#1)
#32: 15.41 Approx (#3)
#33: 15.41 Approx (#4)
#34: 15.41 Approx (#5)

Die verbleibenden sieben Schiiler hatten entweder Zeitprobleme, so daf nicht alle Formeln eingegeben werden
konnten, oder falsche Variablenbezeichnungen, so dafl der Vergleich scheiterte. Dabei wurden verschiedene der
schon angefiihrten Techniken verwendet.

Kein Schiiler verwendete die Technik: Differenz zweier Formeln ist 0.

Zusammenfassung:

Im CAS kann ein Sachverhalt sehr schnell auf die unterschiedlichsten Arten dargestellt werden. Dabei konnen
die Strukturen verschiedener Terme leicht interpretiert werden. Es ist moglich, in mathematischer Sprache iiber
die  Umformungsschritte ~zu sprechen und die Vorgangsweise hédndisch nachzuvollziehen.
Motivationspsychologisch scheint das Hinterfragen von selbst erzeugten Strukturen groferes Interesse
hervorzurufen als vorgegebene Sachverhalte. Das CAS ermdglicht eine grofle Anzahl von Strategien fiir das
Vergleichen von Termen. Unterschiedlich aussehende Terme lassen sich in gleiche iiberfiihren, und dadurch
1aBt sich die Richtigkeit von Losungsansdtzen iiberpriifen. Das CAS unterstiitzt die Fahigkeit, Fehler zu
erkennen und neue Losungsversuche zu starten.

5.4.3. Prufungssituation in der 9. und 10 Schulstufe - Wofur wird das CAS verwendet?

Es gibt noch wenige Forschungen, die das Schiilerverhalten untersuchen, wenn diese frei tiber CAS verfiigen
konnen. Verwenden die Schiiler immer das CAS? Welche Entscheidungskompetenzen haben sie entwickelt,
wenn sie frei wahlen konnen, welche Hilfsmittel werden verwendet? Ist die Zeit des numerischen
Taschenechners vorbei? Werden Probleme, die leicht im Kopf zu rechnen sind, immer dem CAS iibertragen?

Ein Versuch, eine Antwort auf diese oder dhnlich geartete Fragen zu bekommen, wurde von Zeiler [Zeiler,
April 1995] durchgefiihrt. Es wurde eine sechste Klasse des BG/BRG Stockerau wihrend einer einstiindigen
Schularbeit beobachtet. Diese Klasse verwendet DERIVE seit der achten Schulstufe durchgehend im Unterricht,
in allen Ubungssituationen und bei Klassenarbeiten. Jeder Schiiler arbeitete also ca. zweieinhalb Jahre mit
einem CAS. Im Unterricht wurde der Einsatz des CAS, des Taschenrechners und der "FuBweg" ohne
Rechengerite abwechselnd durchgefiihrt. Ziel war es, den Schiilern bewulit zu machen, da3 das verwendete
Hilfsmittel von der Aufgabenstellung abhéingig ist. Es wird also nicht Mathematik betrieben, um ein CAS
verwenden zu konnen, sondern ein CAS wird verwendet, wenn es bei der Losung mathematischer Probleme
hilft. Im Unterricht sollte das CAS immer mehr in den Hintergrund treten, also selbst nicht Thema sein, und der
mathematische Inhalt im Zentrum der Betrachtungen stehen. Der Schwerpunkt der bei dieser einstiindigen
Arbeit zur Uberpriifung gelangten Lernziele stammt aus dem Themenbereich Trigonometrie, und es wurde ein
Zugang zum Anlegen von Kapitalien befragt. Die Schiiler waren zu diesem Zeitpunkt damit beschiftigt, ein
eigenes UTILITY-File fiir hdufig durchgefiihrte Berechnungen anzulegen. Zum Zeitpunkt der Schularbeit
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waren die Funktionen zum Umwandeln von Polarkoordinaten in cartesische Koordinaten und umgekehrt bereits
ferstiggestellt und getestet, jedoch Auflosungsfunktionen im allgemeinen Dreieck waren nur von einigen
Schiilern fertig definiert. Den Schiilern war freigestellt, ob sie das UTILITY-File UTRIGO (Auszug siche
Bearbeitung Beispiel 4) verwenden wollten oder nicht. Fehler die durch ungeniigend definierte Funktionen
auftreten konnten, wurden bei der Schularbeit als Fehler gewertet. Kurzum, 8 Schiiler hatten dieses UTILITY-
File vor der Schularbeit abgegeben und hétten es bei der Schularbeit verwenden kdnnen.

Beispiel 5.24: Prifungsarbeit einer 10.Schulstufe
Die untersuchte Schularbeit war einstiindig und fand am 18.1.1995 im Computerraum des Gymnasiums statt.

(Aufgabenstellung der Gruppe Gruppe B)

3. Schularbeit 6.C/GRubBdl 18.1.1995 Gruppe B Name: ................

1) a) Leite eine Formel zur Berechnung des Winkelmalies o zwischen zwei Vektoren bei gegebenen Vektoren
allgemein her (Skizze und Herleitung)!

1) b) Wie hingt das Vorzeichen des skalaren Produkts zweier Vektoren mit dem WinkelmaR dieser beiden
Vektoren zusammen?

1) c) Gegeben sind zwei einander schneidende Geraden a und b.
Berechne den Winkel, den diese beiden Geraden einschlieflen!
2) a) In einem Dreieck sind 2 Seiten (a,b) und ein Winkel o, der der Seite a gegeniiber liegt, gegeben:

Beschreibe genau alle Anwendungsfélle des Sinussatzes, die bei der Berechnung des Winkels B auftreten
konnen und begriinde die Anzahl der Losungen durch genaue mathematische Beziehungen!

2) b) Untersuche und begriinde moglichst schnell, ob bei den gegebenen Dreiecken eine, keine oder zwei
Losungen auftreten konnen (o liegt a und v der Seite ¢ gegeniiber)!

o) a=7,b=10, a=40"
B) b=4,c=510,yv =154
y) b=9,c=8, yv=100°
3) Zwillingen wird durch deren Patenonkel jeweils bis zum 12. Lebensjahr nach einem Plan Geld angelegt!
1. Patenonkel: Legt ab dem Anfang des vierten Lebensjahres sieben Jahre hindurch 45000 Schilling an.
2. Patenonkel: Legt ab der Geburt jedes Jahr 25000 Schilling an. Dieser Betrag wird zwolf mal eingezahlt!

Wieviel Geld hat jeder Patenonkel bis zur Beendigung des zwolften Lebensjahres der Zwillinge angelegt,
wenn man einen gleichbleibenden Zinssatz von 8% annimmt?

4) In einem Raum eines Hauses muf3 nachtriglich eine Abflulleitung verlegt werden. Die Auslaufstelle P am
Boden des Raums hat von einer Ecke des Raums aus folgende Lage: Entlang der Mauerwand 4 m und in
den Raum 5 m (siehe Skizze).

Aus baulichen Gegebenheiten kann die Leitung von der Ecke des Raums nicht direkt gelegt werden,
sondern es miissen zwei Leitungsrohre mit den Lingen a =4 m und b = 3 m verwendet werden. Das lédngere
Leitungsrohr wird von der Ecke aus verlegt, das kiirzere an dieses angefiigt und bis zur AbfluB3stelle verlegt.

a) Berechne den Winkel o, den die beiden Leitungsrohre miteinander einschlieen.

b) Berechne die Stelle K (in cartesischen Koordinaten) an der sich der Knick befindet.

(Bei der Berechnung wird die Tiefe und der Neigungswinkel der verlegten Abflurohre nicht beriicksich-
tigt.)

5 Zusatzpunkte: Definiere eine Funktion KNICKSTELLE, die fiir eine beliebige Abflulstelle P und beliebige
Leitungsldngen a und b die cartesischen Koordinaten der Knickstelle der Leitung ausgibt. Teste diese Funktion
am Beispiel 4).
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SKIZZE ZU BEISPIEL 4) GRUPPE B: Raum mit verlegten Abflulleitungen

Beschriftung:

P=(4,5) ... Auslaufstelle

K. Knickstelle
(o S Winkel, den die Leitungen einschlie3en
0. Ecke des Raumes, von dem die Leitung weggeht

Jeder der 18 teilnehmenden Schiiler hatte einen eigenen Computer zur Verfiigung.
Bei der Untersuchung wurden drei Schwerpunkte gesetzt:

(1) Wann und wofiir wird DERIVE eingesetzt?

(2) Welche Rechenhilfe wird bevorzugt: Taschenrechner oder DERIVE?

(3) Wurde das mitgebrachte Modul verwendet? Wenn ja wofiir?

Zu (1):

Hier wurden drei Kategorien bei der Verwendung von DERIVE untersucht:
- Verwendung von DERIVE beim Modellbilden

- Verwendung von DERIVE als Testinstrument

- Verwendung von DERIVE als Rechenhilfe

Die Auswertung ergab folgendes Bild:

Schularbeits- | DERIVE zum | DERIVE  als | DERIVE  als

beispiele Modellbilden | Testinstru- Rechenhilfe

Gruppe B verwendet ment einge- | eingesetzt
setzt

la

1b

lc 1 8

2a

2b 1 6 1

3 1 7

4a 3 5

4b 4 5

Summe 9 7 26

Gruppe A

Summe beider | 14 15 50

Gruppen
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Natiirlich ist diese Verteilung abhéngig von den Lernzielen, die bei den Aufgabenstellungen iiberpriift werden
sollen. Acht Schiiller haben mehr oder weniger erfolgreich das CAS als Testinstrument und fiir
Modellbildungsvorgénge verwendet. Eine Schiilerin, die sonst das CAS fast nicht verwendet hat, hat den
gefragten Beweis mit DERIVE vollstdndig gelost. Thr Argument war, daB3 sie keine Zeit mehr hatte, das Beispiel
hindisch zu 16sen. Ein Drittel der Schiiler verwendete DERIVE fiir das Modellbilden, d.h., sie haben die
Beantwortung der Aufgabenstellung mit dem CAS strukturiert und geldst.

Wie schon erwihnt ist der Einsatz eines Hilfsmittels von der Problemstellung abhéngig. Bei Beweisen,
Herleitungen, Beschreibungen, Analysen und Erkldrungen ist die Verwendung eines CAS eher uniiblich (z.B.
Beispiele der Gruppe A: 1a, Beispiele der Gruppe B: 1a, 1b, 2a). Fast alle Schiiler haben die oben angegebenen
Aufgaben 'hdndisch' bearbeitet.

Zu (2): Der Taschenrechner (nicht programmierbar) wurde in dieser Klasse in der 7. Schulstufe eingefiihrt,
DERIVE in der 8.. Diese Untersuchung ist natiirlich wegen der geringen Stichprobe nicht reprisentativ, doch gibt
sie einen interessanten Einblick.

Schularbeits- DERIVE als | Taschenrech-

beipiele Rechenhilfe ner als Rech-

Gruppe B eingesetzt enhilfe einge-
setzt

la

1b

Ic 8 1

2a

2b 1 2

3 7 2

4a 5

4b 5

Summe 26 5

Summe beider | 50 24

Gruppen

Es wurden also als Hilfsmittel zu 68 % DERIVE und der Taschenrechner zu 32 % verwendet. 10 Schiiler (55%)
haben ausschlieBlich DERIVE fiir Nebenrechnungen verwendet, drei nur den Taschenrechner und fiinf (27,5%)
haben den Gebrauch beider Rechenhilfen bevorzugt.

Zu (3): Nur funf Schiiler verwendeten das UTILITY-File. Nicht nur "Sehr gute" Schiiler verwendeten die
vordefinierten Funktionen, sondern ein Schiiler bekam die Note "Befriedigend", eine weiterer die Note
"Geniligend". Drei Schiiler verwendeten ihre Module um ein neues zu erstellen, und einer verwendete es als
Testinstrument beim Beipiel 2b der Gruppe B.

Die Zusatzpunkte galten fiir Schiiler, die die 'normalen' Aufgabenstellungen bereits gelost hatten. Von 5
Schiilern, die die Zusatzaufgabe zu 16sen versuchten, haben drei das alte mitgebrachte Modul zur Erstellung der
gefragten Funktion 'Knickstelle' verwendet. Bei einem Schiiler vebesserte sich die Note von "Gut" auf "Sehr
gut". Sonst nahmen die erarbeiteten Punkte auf die Note keinen Einfluf3.
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Eine Bearbeitung des Beispieles 4: (Ein MTH-File ohne verwendetes Modul mit Zusatzpunkten)

#1: Angle := Degree User
#2: "Ingo Nader" User
#3: "4n User
#4: p := [5, 3] User
#5: cC := |p| User
#6: a := User
#7: b := 3 User
r 2 2 2
b +c¢ - a
#8: o := ACOS User
L 2-b-c
#9: o := 39.4892 Approx (#8"')
rp
2
#10: R := ATAN|—— User
p
-1
#11: R := 30.9637 Approx (#10')
r 2 2 2
a +c¢ -Db
#12: ¢ := ACOS User
o 2-a-c
#13: & := 28.4863 Approx (#12"')
#14: k := a-[COS(g + B), SIN(sg + R)] User
#15: k := [2.03315, 3.44474] Approx (#14')
#16: InputMode := Word User
User
_ - D -
2
#17: KNICKSTELLE(p, a, b) := a-|COS|ATAN|——| +
p
L L 1 J
-2 2 2 99 - - D7
a + |p| - Db 2
ACOS , SIN|ATAN|——| +
L 2‘a-|p| i P
J L L 1 J
- 2 2 A
a + |p| - b
ACOS
L 2.a.|p| i
#18: KNICKSTELLE([5, 3], 4, 3) User
#19: [2.03315, 3.44474] Approx (#18)
#20: "Nur fdr 1. Quadranten getestet." User
#21: "Schritte:" User
#22: "1.) Winkel von a ausrechnen (= B + ¢)" User

User

#23: "2.) Mithilfe des Winkels und a die Cart.Koordinaten
ausrechnen (nach altbewahrter Formel)"

Schiilermeinungen zu dieser Schularbeit [Zeiler.D, 1995, S.113]:

"Bei einem Gruppengesprach nach der Schularbeit meinten die Schiiler/innen, dall die Schularbeit nicht zu lang
und nicht zu schwer war. Als Begriindung fiir schlechte Noten wurde angegeben, dal zu wenig gelernt worden
war. Der Einsatz von DERIVE war abhingig von der Vorbereitung fiir die Schularbeit zu Hause. Manche
Schiiler/innen haben bereits daheim gewisse Beispiele gar nicht mit DERIVE zu 16sen versucht. Die Schiiler/innen
sagen, daf} sie je nach Thenma abwigen, welches Hilfsmittel eingesetzt wird. Einige Schiiler meinen, dafl beim
Kapitel Trigonometrie DERIVE nicht so gerne verwendet wird. Die These, dafl der Computer von 'schlechteren'
Schiiler/innen nicht so hiufig eingesetzt wird, konnte das Gesprich nicht bestitigen. Zwei widerspriichliche
Aussagen standen gegeniiber. Eine Schiilerin erklérte, da3 ihr der Umgang mit dem PC wirklich zu kompliziert ist
und sie sich deshalb meist ohne wohler fiihle. Ein 'schlechter' Schiiler beschrieb das computerunterstiitzte Arbeiten
als Vereinfachung, die er niitzt."
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Zusammenfassend kann gesagt werden, dafl die Korrektur der Arbeiten mehr Zeit bendtigt als bei
herkémmlichen Schularbeiten. Die Anzahl der Losungswege ist grofler geworden. Die Kreativitét, auch in der
Priifungssituation, nimmt durch die technische Unterstiitzung auch andere Ausmale zu.

5.4.4. Prifungssituation in der 11. und 12. Schulstufe - Veranderung der Aufgaben-
stellung?

Die im Folgenden dargestellte schriftliche Reifepriifung wurde am BG Amstetten unter Verwendung von CAS
in einer Klasse geschrieben, die seit etwa der Mitte der 11.Schulstufe bis zur Matura (Ende der 12.Schulstufe)
DERIVE in jeder Unterrichtssituation zur Verfligung hatte. Bis zu dieser AbschluBBpriifung hatte die Klasse
bereits 5 Schularbeiten mit DERIVE-Einsatz absolviert und dabei entsprechende Erfahrungen gesammelt. Durch
die Verwendung von DERIVE wurde es moglich, die Priifungsarbeit - die ansonsten den Rahmenbedingungen
einer ,herkdmmlichen” Matura entsprach -, starker anwendungsorientiert zu gestalten und Aufgabenstellungen
aus der Systemdynamik zu integrieren (Aufgabe 4).

Den Schiilern wurde es - so wie bei den vorangegangenen Schularbeiten -, wenn nicht extra in einem Beispiel
vermerkt, freigestellt, eine Aufgabe mit oder ohne DERIVE-Unterstiitzung zu behandeln. Des weiteren wurde die
Arbeitsweise freigestellt: Einsatz des CAS als 'Taschenrechner' mit entsprechenden Hinweisen in der
handschriftlichen Bearbeitung, Bearbeitung mit dem System, Ausdruck und anschlieBender Kommentierung
und schlieBlich vollstandige Bearbeitung mit DERIVE inklusive Kommentierung im File mit anschlieBendem
Ausdruck.

Organisatorische Voraussetzungen: Jedem der 16 Schiiler (1 Schiilerin und 15 Schiiler) und dem Lehrer wurde
im Rahmen des Osterreichischen DERIVE-Projekts ein Mini-Notebook (Olivetti Quaderno) zur Verfiigung
gestellt. Die AbschluBarbeit wurde aber unter Verwendung von 14 wesentlich leistungsfahigeren Laptops (486,
25MHz) geschrieben, mit deren Umgang die Schiilern aus dem Informatikunterricht vertraut waren. Zwei
Schiiler arbeiteten auf einen Desktop-Gerit mit vergleichbarer Leistung. Vor der Arbeit wurden alle Geréte
getestet und neu formatiert und nur mit den entsprechenden Programmen und vereinbarten Utiltiy-Files zur
Wahrscheinlichkeitsrechnung und zur Systemdynamik (vgl. Kap. 4.1.3, Bsp. 4.12) versehen. Die Berabei-
tungszeit umfalite vier Unterrichtsstunden (= 4 x 50 Minuten). Dabei befanden sich je acht Schiiler in zwei
aneinandergrenzenden Riumen. In jedem Raum stand je ein Drucker und ein Reservegerit zur Verfiigung.
Lediglich beim 4. Beispiel war ein Ausdruck gefordert. Von der Schiilern wurden aber auch bei anderen
Beispielen Ausdrucke angefertigt. Dennoch kam es zu keinen Engpéssen beim Drucken.

Beispiel 5.25: Aufgabenstellung einer schriftlichen Reifeprifung

Beispieltext der schriftlichen Reifepriifung (schriftlicher Teil des Abiturs)

1) a) Als Folge der Transitproblematik ist ein rascher Ausbau der bestehenden Bahnverbindungen erforderlich.
Dazu soll durch einen Bergriicken ein Tunnel gebohrt werden. Tunneleingang A und -ausgang B befinden
sich in gleicher Seehdhe. Von einem Punkt P am Bergriicken ist A unter einem Tiefenwinkel o = 25,5°, B
unter einem Tiefenwinkel B = 31,3° sichtbar, fiir AAPB wird v = 118,4° gemessen. Die Seehdhe des
Vermessungspunkts P ist um h = 460m grofer als die von A und B.

Gib eine Formel zur Berechnung der Tunnellinge AB 39 in Abhingigkeit von h,0,8 und y an und berechne
sie!

b) Genau senkrecht iiber dem geplanten Tunnel soll eine Probebohrung bis zum Tunnelniveau durchgefiihrt
werden, um Aufschluf} iiber das vorhandene Gestein zu erlangen. Die Bohrstelle ist vom Vermessungspunkt
P aus unter einem Tiefenwinkel p = 27.1° zu sehen. Ndhert man sich bei gleichbleibender Hohe um d =
100m, so erscheint diese Stelle unter einem Tiefenwinkel von v = 30,6°. Wie tief mufl man bohren, um bis
zum Tunnelniveau vorzustofen?
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2)

¢) Der Querschnitt der Tunnelréhre 146t sich durch eine Ellipse beschreiben, die entlang einer Hauptachse
abgeschnitten ist. Die Rohre soll so geplant werden, daf3 bei kleinster Querschnittsflache Ziige bis 3m Breite
und bis 4.5m Hohe passieren kdnnen und in Hohe der Zugoberkante zur Wand mindestens 40cm Abstand
bleiben. Gib die Breite des Tunnels, seine grofite Hohe und die minimale Querschnittsflache an!

y

Die Gleichung (v in m/s) /N

3 7 fiir0 <t < 40 Tunnelrhre A

80 1600 ° Zug
Siird0 <t <

40 cm

v(y)=

tr
10-10.cos(—) ,
(40)

beschreibt annidhernd den Geschwindigkeitsverlauf bei einer
Fahrt mit der Wiener U-Bahnlinie 2 zwischen den Stationen
Schottenring und Universitdt. (Zur Zeit tmax ist die U-
Bahngarnitur in der Station Universitit wieder zum Stillstand a
gekommen).

NZe

a) Gib eine Funktion s(t) an, die den zwischen den beiden Stationen zuriickgelegten Weg in Abhéngigkeit
von der Zeit beschreibt. Welcher Weg wird zwischen den beiden Stationen zuriickgelegt?

b) Wann erreicht die die U-Bahngarnitur ihre groBte Geschwindigkeit? Wie groB ist sie? Mit welcher Ge-
schwindigkeit (in km/h) fahrt der U-Bahnzug in den 92m langen Haltestellenbereich bei der Universitit ein?

¢) Wie lange dauert die Beschleunigungsphase? Welche Kraftfunktion wiahrend der Beschleunigungsphase
muf} dabei aufgewendet werden, wenn angenommen wird, dafl die U-Bahngarnitur aus 3 Doppeltriecbwagen
mit einer Masse von je 52600kg besteht? Kann man wihrend der Fahrt ungestort Zeitung lesen oder tritt ein
Ruck auf? Was ist ein Ruck? Interpretiere im mathematischen Modell.

d) Zwischen den Stationen Schottentor und Schottenring ist die erreichte Hochstgeschwindigkeit um 25%
geringer (als bei b). Gib mit Hilfe eines Polynoms 4. Grads die Geschwindigkeitsfunktion derart an, daf3 bei
gleicher Fahrzeit wie oben wieder zur gleichen Zeit die Hochstgeschwindigkeit erreicht wird.

Bonusaufgabe

(e) Die beiden urspriinglichen Funktionen, die den Geschwindigkeitsverlauf beschreiben, weisen im
Intervall [0s;40s] eine merkwiirdige Ubereinstimmung auf. Ist das Polynom 3. Grads das Taylorsche
Néherungspolynom 3. Grads? Was versteht man unter einem Taylorschen Naherungspolynom n.Grades?

Wie weit unterscheiden sich in diesem Intervall die Funktionswerte (der beiden Teile der angegebenen
Geschwindigkeitsfunktion) hochstens? An welchen Stellen ist der Fehler am grofiten? (Verwende bei Derive
die Einstellung Mode: Approximate.)

3) Polizeilichen Statistiken zufolge betrdgt der Anteil der Autolenker, die wéhrend der Fahrt keinen Sicherheits-

gurt tragen, 15% (Diese Fahrer werden im Folgenden als "Gurtmuffel" bezeichnet). Man darf annehmen,
daf} die Autofahrer unabhingig voneinander den Gurt anlegen oder nicht.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, da3 von 12 vorbeifahrenden Autos
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4)

al) genau vier, a2) mindestens zwei von einem Gurtmuffel gelenkt werden?

b) Wie viele Autos mufl man {iberpriifen, um mit mindestens 95%iger Wahrscheinlichkeit mindestens einen
Gurtmuffel zu finden?

c¢) Unter 3000 iiberpriiften Autolenkern hat man 375 Gurtmuffel entdeckt. Schitze daraus den relativen
Anteil der Gurtmuffel mit 95%iger Sicherheit.

d) Um den Anteil der Gurtmuffel zu senken, wird eine grof3 angelegte Aufkldrungskampagne des Kura-
toriums fiir Verkehrssicherheit durchgefiihrt. Ein pessimistischer Gendarm ist der Meinung, da3 selbst
solche Anstrengungen nicht zu einer Verbesserung der Situation fiihren.

Er iiberpriift nach Ablauf der Kampagne 100 Autolenker und stellt fest, daBB 93 angeschnallt sind. Kann er
daraufhin seine Nullhypothese HO: "Nur 85% der Autolenker sind angegurtet" mit einer Irrtumswahr-
scheinlichkeit von 5% verwerfen? Ab wie vielen unter 100 angeschnallten Lenkern 146t sich iiberhaupt die
Nullhypothese mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% verwerfen?

Ein Biotop wird von Katzen und Méusen bevolkert.

a) Grundmodell:

Die Zahl der Mause ist bestimmt durch ihren natiirlichen Zuwachs von jahrlich 18% und ihre Abnahme
durch ihre Feinde, die Katzen. Diese Abnahme ist proportional zur Anzahl der Katzen und zur Anzahl der
Maiuse (Proportionalitatsfaktor b=0.005). Der Zuwachs der Katzen ist proportional zur Zahl der Méuse und
zur Zahl der Katzen (Proportionalitdtsfaktor d=0.0001). Die natiirliche jahrliche Abnahme betrage 15%.
Anfangs gibt es 1500 Miuse und 25 Katzen im betrachteten Biotop.

Stelle die entstrechenden Differenzengleichungen auf und untersuche die Langzeitentwicklung der Méuse-
und Katzenpopulation. Fiihre mittels Derive eine Simulation durch (mind. 50 Schritte). Beschreibe die
Entwicklung beider Populationenen.

b) Verbessertes Modell:

Da jede Katze ein bestimmtes Revier beansprucht, kdnnen im Biotop maximal 120 Katzen leben. Daher ist
der Zuwachs der Katzen proportional zur Zahl der Mause und zum vorhandenen Wachstumspotential.

Schreibe wieder die entsprechenden Differenzengleichungen an und fithre wie oben eine Simulation aus.
Beschreibe wieder die Langzeitentwicklungen beider Populationen.

Stellt sich ein Gleichgewicht ein? Wenn ja, berechne es und erklédre, warum es sich einstellt.

¢) Gib eine Darstellung der Populationsentwicklungen des Grund- und des verbesserten Modells in einem
Phasendiagramm. (Ordinate: Mausepopulation, Abszisse: Katzenpopulation)

Was bedeuten im Phasendiagramm geschlossene Kurven, wie sind spiralférmige nach innen laufende
Gebilde, wie nach auflen laufende Spiralen zu interpretieren?

[Erstelle eine Grafik mit beiden Phasendiagrammen und drucke.]

[Speichere deine Arbeiten in Derive zu diesem Beispiel unter KATZMAUS.MTH]

Hinweis: Zur Bearbeitung dieser Beispiele steht Derive als Hilfsmittel zur Verfiigung. Dabei sind alle Ergeb-
nisse und nichttrivialen Zwischenergebnisse niederzuschreiben oder auszudrucken. Alle mit Derive
ausgefiihrten Umformungen sind so ausfiihrlich zu beschreiben, daf3 diese einwandfrei nachvollzogen werden
konnen.

Einige Fragen im Zusammenhang mit dem CA-Einsatz
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(1) Wie kamen die Schiiler mit dem - im Vergleich zu traditionellen Klausuraufgabenstellungen - doch deutlich
grofleren Umfang der Arbeit zurecht?

Die veranderte Rolle der Kalkiile (vgl. 5.3. bzw. Einleitung zu diesem Kapitel) 1a8t den Umfang der Arbeiten
ansteigen. Dies darf natiirlich nicht dazu fiihren, dal die Schiiler iiberfordert werden. Vielmehr hat dies im
Einklang mit ihren mathematischen Fahigkeiten und Fertigkeiten im Umgang mit dem CAS zu erfolgen. Es ist
aber sicher eine Verlagerung von handschriftlichen Ferigkeiten zu Strategiefertigkeiten zu beobachten. (Wobei
dies natiirlich aufgrund der wenigen zur Verfiigung stehenden Klausur- und Klassenarbeiten, die bisher mit CA-
Einsatz geschrieben werden, nur mit Vorsicht gesagt werden kann).

Ein typisches Beispiel fiir diese Verschiebung vom Operativen hin zum Mathematisieren in dieser Arbeit ist
Aufgabe 2d), die von den Schiilern etwa so gelost wurde:

4 3 2
#1l: V(t) := a4-t + a3-t + a2-t + al-t + a0 User
d
#2: A(t) := — V(t) User
dt
2 3
#3: A(t) := al + 2-a2-t + 3-a3-t + 4-a4-t Simp (#33"')
User
#4: [V(0) = 0, V(40) = 15, Vv (80) = 0, A(0) = 0, A(40) = 0]
Solve (#35)
3 3 3
#5: |:a0=0, al = 0, a2 = ——, a3 = - ,a4=7i|
80 3200 512000

Hier zeigt sich auch, dal im Vergleich zu einer handschriftlichen Ausfiihrung die ,Delegation der Berechnung”
ans CAS keineswegs mit einem Verlust mathematischer Fahigkeiten einhergehen mufB}. Im Gegenteil, ein
kompetenter Einsatz von CA ist erst bei entsprechenden mathematischen Fahigkeiten mdglich.

Zur Beantwortung der in (1) gestellten Frage kann hier nur angefiigt werden, daB3 in der vorliegenden Arbeit nur
zwei Schiiler echte Zeitprobleme hatten, die aber ohne CA sicher noch groler gewesen wiren.

(2) Zeigen die Schiiler eine anderes Problemloseverhalten bei herkdmmlichen Beispielstellungen?

Ja, wenn es darum geht mit Funktionen oder Gleichungen zu arbeiten, wird fast immer zuerst ein grafischer
Zugang gewihlt, um sich einen besseren Uberblick zur Aufgabenstellung zu verschaffen. Zur Méglichkeit,
nichtlineare Gleichungen grafisch zu 16sen, wird wesentlich héaufiger gegriffen. Bei Aufgaben, bei denen dem
Schiiler keine entsprechenden Techniken im CAS bekannt sind (wie dies z.B. bei Aufgabe la, b der Fall war),
wird allerdings eher die vertraute handschrifltiche Berechnung durchgefiihrt. Das CAS wird dann hochstens als
Rechenhilfe eingesetzt.

(3) Wie gestaltet sich die Nutzung der im Lauf der Bearbeitung der entsprechenden Themengebiete erstellten
Module?

Die Nutzung von Modulen gestaltet sich in der Priifungssituation dann erfolgreich und problemlos, wenn sie
von den Schiilern, am besten selbst entwickelt, im Unterricht bereits intensiv verwendet und getestet wurden.
Probleme hatte ein Schiiler, der die Entwicklungsphase des (in Kap. 4.3 vorgestellten Moduls zur
Systemdynamik) nicht miterlebt und nachtréglich zu wenig Erfahrung damit aufgebaut hatte.

Beispiel 4) gestaltete sich unter Einsatz dieses Moduls etwa folgendermalen:
ad o) Grundmodell:

geg.: xo=1500/y,=25/2a=0,18 / b=0,005 /¢ =0,15/d = 0,0001
Iterationsgleichungen:

Zahl der Beutetiere x ,, = X, +1,(X,y,) = X+a- X -b X'y,

Zahl der Riuber y,., = y,+1,(x,.y,) = x-¢'y,+d X"y,

229



Simulation:

#1: "Integraphen flUr Systeme von Differenzengleichungen"
#2: SYSTEM 2(rl, r2, yl, y2, yl0, y20, tO, dt, sz ):=
ITERATES ([t + ot, y1 + rl-dt, y2 + r2-5t],
[t, v1, y21,[t0, y10, y02], n)

#3: "Rauberpopulation mit einer Beutepopulation -
Grundmodell"

#4: rl := 0.18-x - 0.005-x-y

#5: r2 := - 0.15-y + 0.0001-x-y

#6: SYSTEM2(rl,r2,x,y, 1500, 25, 0, 1, 80)

ZWEISPALTEN(m, sl, s2) := m~ , m~ 5~
#7: L s1 s24

- Mause- und Katzenpopulation schwanken mit steigender Amplitude (vgl. dazu Abschnitt 4.3, Beisp. 4.15).

Bemerkung: Als numerisches Verfahren wurde lediglich das EULER-CAUCHY-Verfahren verwendet, was
insbesondere bei o) als problematisch anzusehen ist. Es mull aber angemerkt werden, da8 der Sinn dieses
Beispiels hauptsiachlich im Modellbilden lag.

- Die Maxima der Katzenpopulation sind gegeniiber den Maxima der Méausepopulation verschoben, sie
yhinken nach*.

- Die ,Wellenlénge" liegt bei ca. 40 Zeitschritten.

Anzahl
3288

3088

408

Retsen
e + . . S _
Zeitscheitte
At nnas il

i@ ze 38 48 5@ 6@ 7@ 8@
_zee . . . . . . . . . . .

ICOMMAND © 'Erﬂlgam Center Delete Help Move Options Plot Quit Range Scale Transfer
indow aXes Zoom

y:2e8 Ecale x5 y:28d Devive 2D-plot

Enter option
Crosc x!1@

Abb. 5.24: Zeitliche Entwicklung, Grundmodell

ad B) Verbessertes Modell:

Iterationsgleichungen:
Zahl der Beutetiere x ,, = x,+1,(X,y,) = X,ta X -b Xy,

Zahl der Raubery,, =y, +1,(x,y,) = x,-cy,+dx (g-v,)

Simulation:
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#8: "Rauberpopulation mit einer Beutepopulation -
verbessertes Modell"

#9: rl := 0.18-x - 0.005-x-y
#10: r2:= - 0.15-y + 0.0001-x- (120 - y)

#11: SYSTEM2 (rl, r2, x, y, 0, 1500, 25, 1, 80)

- Es stellt sich nach ca. 40 Schritten ein Gleichgewichtszustand ein.

- Die Méusepopulation sinkt anfangs stark, die Katzenpopulation nimmt leicht zu.

A==kl
200

peirlo i)
p4:1= 1)
2600
Za00
2200

o000

18004

aeu : II . :
s@a - + . n . . . .
Zeitschritte
——
i@ za Ia aa sa (=1 7a 280
—zea . . . . . . . . . . . .

ICOMMAND E,E?m Centexr Delete Hely Mouve Options FPlot Quit Range Ecale Transfer
ndow ak¥es Foom

i
Entexr option )
ross x:l@ y:zea Scale x:5 u:zee Denive ZD-—plot

Abb. 5.25: Verbessertes Modell, zeitliche Entwicklung
Berechnung des Gleichgewichtszustands (Fixpunkts):

Das Gleichgewicht ist dann erreicht, wenn

- a
Xuer= Xa=0_a _x,-b __Xn__ynzzo__}”:2;2:36

Vor- va=0_-c _y,+d _x, (g-y,)=0_x~643

Im Biotop herrscht dann ein Katzen-Mause-Gleichgewicht, wenn es von ca. 36 Katzen und 643 Maiusen
bevolkert wird.
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ad v) Phasendiagramm:

[Ratzenzahl [80@
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65 -
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i5 -
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—48e 480 800 1208 1608 2000 2400 2800 3I288
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Abb. 5.26: Beisp.4 mit Euler-Cauchy-Verfahren

Im Phasendiagramm bedeuten:

- geschlossene Kurven: periodische Schwankungen

- spiralférmig nach innen laufende Kurven: Entwicklung zum Gleichgewicht
- spiralféormig nach auflen laufende Kurven: Entwicklung zur Instabilitdt

Die Beobachtung, ,da8 erworbenes Wissen reflektiert und damit léngerfristig verfiigbar ist" [Steinberg, 1994
S.62], wird bei der Erarbeitung von CA-Modulen auf sehr praktische Art und Weise Wirklichkeit. Die
vorangegangenen Anstrengungen stehen - in die Form von Modulen gegossen - dem Schiiler nun als
Werkzeuge fiir neue Problemlosungen zur Verfiigung. Auf diese Weise werden - zumindest rechentechnisch
aufwendigere - Aufgabenstellungen auch in der Priifungssituation bewaltigbar.

(4) Welche Anforderungen sind an die bei der Priifung verwendeten Rechner zu stellen?

Die Rechenzeiten der verwendeten Geréte sollten sehr kurz sein, da nicht verlangt werden kann, daB ein Schiiler
in der Priifungssituation langer als 1-2 Minuten auf ein Ergebnis beim Losen einer Gleichung oder auf eine
Langzeitentwicklung (,Szenario*) wartet und dann eventuell erkennen muf}, da3 seine Eingabe mit einem Fehler
behaftet war, der sich erst zur Laufzeit (bei der Interpretation seiner Eingabe) bemerkbar macht. Uberhaupt ist
die UngewiBheit bei langen Wartezeiten (,Ist die Eingabe falsch oder die Rechenzeit nur lang, wurde eine
Funktion nur unschickt definiert?“) fiir viele Schiiler eine ernstzunehmende psychische Belastung. Auflerdem
sinkt natiirlich bei langen Rechenzeiten die Bereitschaft, etwas auszuprobieren.

Die Bildschirmqualitét spielt - im Gegensatz zum experimentellen Arbeiten, bei dem eine gute Aufldsung und
Farbe wiinschenswert sind - kaum eine Rolle. Meist geniigt auch eine schwache Auflosung, um eine Idee zu
bekommen.

(5) Dokumentation der Rechenergebnisse

Klare Vereinbarungen zur Dokumentation der mit CAS bearbeiteten Aufgabenstellungen sind von grofBer
Bedeutung. Hier ist es sehr erfreulich, anmerken zu kénnen, dal DERIVE (auch auf Anregung unserer Projekt-
gruppe hin) ab der Version 3.0 iiber Annotationen verfiigt, die es gestatten, nachzuvollziehen, welche Schritte
vom Benutzer an einer bestimmten Stelle seiner Arbeitssitzung mit dem CAS ausgefiihrt wurden.
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Insbesondere muB3 dem Schiiler klar sein, was unter ,nichttrivialen Umformungsschritten® vom Lehrer
verstanden wird.

(6) Die Bedeutung von Arbeitsstrategien

Es ist wohl nicht moglich, sich an eine CAS-unterstiitzte Klassenarbeit heranzuwagen, ohne mit den Schiilern
vorher ausfiihrlich Arbeitsstrategien das CAS betreffend erarbeitet zu haben, um unnétige Probleme zu
vermeiden. In DERIVE ist es etwa sehr ratsam, nach Bearbeitung eines Beispiel mittels Transfer Clear eventuelle
Variablenbelegungen zu beseitigen. Gerade in der Schularbeitssituation wére eine - zur Ti1-92 Funktion VAR-
Link analoge Funktion -, die es gestattet, auf einem Blick alle Variablenbelegungen einzusehen, sehr giinstig.

Zu solchen Arbeitsstrategien gehdren auch die folgenden Fragen: Wie kann man platzsparend und iibersichtlich
arbeiten, um nicht zuviel scrollen zu miissen und so den Uberblick zu verlieren? Wie kénnen zwei
verschiedene Losungen rasch verifiziert werden? Sind ausreichend Grundtechniken im Erstellen von Grafiken
wie Zoomen, BereichsvergroBerung, Skalieren vorhanden? Oder beim Losen von Gleichungen: Wie 148t sich
rasch zwischen exaktem und numerischem Lésen von Gleichungen hin- und herschalten? Wie sind im nume-
rischen Fall die Grenzen verniinftigerweise zu wihlen? Wie kdnnen unsinnige Losungen ausgeschlossen
werden?

Wie kann man grafische Darstellungen nutzen, um einen ersten Uberblick bei einer Aufgabe zu erhalten?

Zusammenfassend kann festgestellt werden: Die Moglichkeiten des CAS koénnen die Lehrer dazu verfiihren,
zuviel in eine Klassenarbeit hineinzustopfen. Hier muf3 aber klargestellt werden: Experimentiermdoglichkeit ist
wichtiger als Lénge! Schiiler zeigen insbesondere im Zugang zu einer Problemstellung eine anderes Verhalten,
wenn in der Aufgabe Funktionen oder Gleichungen auftreten. Module in der Priifungssituation sind nur dann
sinnvoll, wenn sie vom Schiiler selbst erstellt wurden bzw. er aufgrund intensiver Beschiftigung geniigend
Erfahrungen gesammelt hat. Die Vertrautheit mit geeigneten Arbeitsstrategien und Ubereinkiinfte der Art, wie
die Arbeit dokumentiert werden muf3, sind unerldflich.

Insgesamt muf} festgestellt werden, da3 die unter CA-Einsatz eher mogliche offene Aufgabenstellung die
Diskussion braucht und dafl Kreativitidt keinen Zeitdruck vertrdgt. Deshalb muf3 sicher auch {iber neue
Priifungsformen nachgedacht werden. Ansdtze dazu sind auch verschiedenenorts bereits zu beobachten, z.B.
themenbezogene Aufgabenstellungen, die individuell oder zu zweit gelost werden [Baumann, 1995, H.70/S.
63ff], oder die Ausarbeitung und Présentation mathematischer Projekte, wie sic W.Rohm beschrieben hat
[AMMU, 1995, Beitrag8].
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6. Das Osterreichische Computeralgebraprojekt

Wie schon in der Einleitung angedeutet, sind die wesentlichsten didaktischen Konzepte und Unter-
richtsbeispiele Ergebnisse eines Forschungsprojektes, das wir im Auftrag des Bundesministeriums fiir
Unterricht von 1993 bis 1995 durchgefiihrt haben. Im folgenden Kapitel soll iiber die Organisation und die
Arbeitsweise des Projektes und tiber methodische Erfahrungen berichtet werden.

6.1. Die Situation in Osterreich

Die Zeit bis 1985 war durch grof3e Eigeninitiative der Lehrer gekennzeichnet. Dementsprechend waren auch die
Gerédteausstattungen und die verwendeten Programmiersprachen &ufBlerst unterschiedlich. Neben der
'unverbindlichen Ubung EDV' wurde ab 1977 auch der Freigegenstand Informatik angeboten, wobei ein
Freigegenstand ein benotetes Fach bedeutet, in dem man auch das Abitur machen kann.

Im Schuljahr 1985/86 wurden die Schulen erstmals mit 6 bis 7 PC's ausgestattet, die in einem EDV-Raum
installiert waren. Es wurde das zweistiindige Pflichtfach Informatik in der 9. Schulstufe eingefiihrt. Der
Bildungsauftrag der 'informationstechnischen Grundbildung' sollte in vier sogenannten '"Tragerfachern' ab der 7.
Schulstufe erfiillt werden. Als Tragerfacher wurden Deutsch, Englisch, Mathematik und Geometrisches
Zeichnen ausgewdhlt. Im Rahmen der grofen Reform der Oberstufe der Gymnasien wurde im Schuljahr
1989/90 auch das System der Wahlpflichtfacher eingefiihrt. Eines der von den Schiilern am meisten gewéhlten
Fécher ist das Fach Informatik, das von der 10. bis zur 12. Schulstufe je zweistiindig besucht werden muf3 und
in dem der Schiiler auch maturieren kann (Matura ist gleichbedeutend mit Abitur). Inzwischen wurde auch ein
zweiter EDV-Raum eingerichtet und zwar mit 14 meist vernetzten PC's. Momentan wird an der Neuadaptierung
des ersten EDV-Raumes gearbeitet. Fiir diesen Raum sind zwischen 7 und 14 PC's oder Notebooks vorgesehen.

Das bedeutet, dal der Mathematiklehrer, der den Computer nutzen will, einen EDV-Raum mit 14 PC's zur
Verfligung hat. Eine regelméfige Nutzung ist jedoch wegen der starken Auslastung der EDV-Raume schwierig.

Erste Schiilerexperimente mit Computeralgebra-Systemen (von nun an CAS genannt) machte ab 1984 Klaus
Aspetsberger in Zusammenarbeit mit dem RISC-Institut der Universitét Linz unter der Leitung von Professor
Buchberger. Im Schuljahr 1987/88 leitete Helmut Heugl einen Unterrichtsversuch mit einem algebratauglichen
Taschenrechner (HP-28C) am Gymnasium in Stockerau. Dabei hatten erstmals alle Schiiler einen algebrat-
auglichen Rechner in jeder Arbeitssituation zur Verfligung, ndmlich in der Schule, zu Hause und in der
Priifungssituation.

Zu Beginn der Neunzigerjahre war Osterreich wohl das erste Land der Welt, das ein Computeralgebra-System -
namlich DERIVE - in Generallizenz fiir alle Gymnasien anschaffte. Nun galt es aber, den Lehrern so rasch wie
moglich nicht nur Disketten und Handbiicher, sondern vor allem didaktische Hilfen anzubieten. Mit diesem
Auftrag wurde vom Bundesministerium fiir Unterricht 1993 ein Forschungsprojekt gestartet. Die Planung und
Ausfiihrung wurde der Arbeitsgruppe ACDCA (Austrian Center for Didactics of Computeralgebra) iibergeben.

Der momentane Schwerpunkt liegt bei der Beriicksichtigung der Ergebnisse dieses Projekts in der
Lehrerfortbildung. In Niederosterreich etwa gibt es Kurse bestehen aus vier halbtégigen Veranstaltungen, die
meist am Schulort fiir die Mathematiklehrer dieser Schule angeboten werden. Am ersten Tag erhalten Anféanger
eine Einschulung in die Handhabung von DERIVE. Danach wird das im Rahmen des Projekts entstandene
Skriptum zur Lehrerfortbildung [ Aspetsberger u. a., 1994] gemeinsam mit Tutoren bearbeitet. Jeweils nach einer
Selbststudiumsphase von zwei bis drei Wochen wird wieder ein halber Tag zur Aufarbeitung entstandener
Probleme und fiir didaktische Diskussionen angeboten.

6.2. Das Forschungsprojekt: Symbolic-computation-unterstitzter Unterricht

Die Idee zu diesem Projekt entstand bei einer Diskussion mit Bruno Buchberger, dem Vorstand des RISC-
Instituts der Universitdt Linz (Research Institute for Sym-bolic Computation). Seither ist Professor Buchberger
unser wichtigster wissenschaftlichen Berater, und zwar nicht nur in Fragen betreffend Computeralgebra,
sondern auch im Bereich der Didaktik. Eine wesentliche Voraussetzung und Bedingung fiir das
Zustandekommen des Projekts ist die Zusammenarbeit mit David R. Stoutemyer, dem Entwickler des
Softwarepaketes Derive. Im Rahmen dieser Kooperation hatten wir auch die Moglichkeit, mittels unserer
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Untersuchungsergebnisse einen Beitrag zur Weiterentwicklung der Software zu leisten, und zwar in Richtung
einer besseren Anpassung an didaktische Erfordernisse des Unterrichts.

Die Ziele des Projekts spiegeln sich im Konzept dieses Buches wieder: Es galt zu erforschen, in welcher Weise
CAS zur Verdnderung und wenn mdglich zur Verbesserung des Mathematikunterrichts in den Schulen
beitragen kdnnen, und zwar sowohl in methodisch-didaktischer Hinsicht, als auch im Bereich der Lernziele und
Lerninhalte, und nicht zuletzt im affektiven Bereich. Auch die Hardwareausstattung sollte hinterfragt werden.
Ein weiteres Ziel, an dem noch immer laufend gearbeitet wird, ist die Entwicklung von Unterrichtsmaterialien.

Zuerst mufiten Lehrer und Schiiler gefunden werden, die bereit waren, beim Projekt mitzuarbeiten. Fiir drei
Bundesldnder wurden Projektlehrer bestellt, und zwar K. Fuchs fiir Salzburg, K. Aspetsberger fiir
Oberosterreich und W. Klinger fiir Niederdsterreich. Thre Aufgabe war, die Versuchsklassen zu betreuen, selbst
eine Versuchsklasse zu fiihren, sowie Unterrichts- und Evaluationsmaterialien zu entwickeln.

6.2.1. Die Durchfihrung der Experimente

Die Hardwareausstattung bedingt natiirlich die Art des Einsatzes. Dementsprechend kann man drei Typen von
Versuchsklassen unterscheiden:

Typ I:

Die Schiiler konnten Derive in jeder Arbeitssituation nutzen und zwar im Unterricht, zu Hause und wéhrend der
Priifung. Dies ist auch deshalb von Bedeutung, da die Priifungssituation - mag man dariiber auch nicht gliicklich
sein - die Unterrichtskonzeption und die Motivation doch sehr stark beeinfluflt. Nur in solchen Versuchsklassen
konnen die Moglichkeiten eines CAS wirklich voll genutzt werden, und zwar sowohl als Rechenhilfsmittel als
auch als didaktisches Werkzeug. Einen nicht unwesentlichen Einflul hatte auch die Hardwareausstattung.
Bevorzugt ausgewéhlt wurden Versuchsklassen, in denen die Mehrheit der Schiiler schon zu Hause einen
Computer hatte. Fiir einen Teil der Schiiler wurden auch vom Ministerium Mittel zum Ankauf von Geréten zur
Verfiigung gestellt.

Es gab folgende Ausstattungsvarianten:

- Alle Schiiler hatten zu Hause einen PC, in der Schule wurde im EDV-Raum gearbeitet. Das bedeutet, dall im
Unterricht oft 2 Schiiler an einem Gerét arbeiteten. Aus dieser Not wurde eine didaktische Tugend, da die
Partnerarbeit auch viele Vorteile bietet. Es gibt wohl selten einen Mathematikunterricht, wo Schiiler so
intensiv iiber Mathematik diskutieren, wie bei Partnerarbeit vor dem Computer.

Bei den Schularbeiten gab es zwei Methoden: Entweder wurde die Priifungsarbeit in zwei Gruppen
hintereinander abgehalten, oder es stand jedem Schiiler der Computer nur fiir die Halfte der Priifungszeit zur
Vergiigung. Diese Methode zeigt, dal es kaum Priifungsarbeiten gab, bei denen mehr als die Halfte der
Aufgaben mit dem CAS zu l6sen war. Die iibliche Arbeitsform war eine Kombination Bildschirm - Papier.

Die Hausaufgaben wurden teilweise auf Disketten geschrieben.

- Die Schiiler besalen Notebooks oder Palmtops (HP-95), die sie in die Schule mitnahmen. Im Unterricht
wurde entweder mit diesen Gerdten in der Klasse gearbeitet oder, wenn die Visualisierung auf einem
Farbschirm didaktisch wichtig war, im EDV-Raum. Die Vorteile des Notebooks wegen der Verfligbarkeit
im Unterricht wurden allerdings durch die Nachteile beim Transport mehr als aufgewogen. Es gab auch
einige Schulen mit Notebookausstattung. Der Vorteil war die Unabhingigkeit vom EDV-Raum, die Lehrer
klagten allerdings tiber das Virus-Problem.

Typ II:

Im Unterricht wurde das CAS so oft wie moglich und unter Berticksichtigung der inhaltlichen und didaktischen
Erfordernisse im EDV-Raum genutzt. Bei diesen Versuchsgruppen spielte Derive als Rechenhilfsmittel nur eine
geringe Rolle. Wenn das CAS nicht zum Uben zur Verfiigung steht und bei der Priifung nicht eingesetzt werden
kann, wird man auf Handkalkiilfertigkeiten nicht verzichten kénnen. Im Vordergrund bei der Nutzung des CAS
stand der Einsatz als didaktisches Werkzeug.
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Typ llI:

Vergleichsgruppen, die gleiche oder dhnliche Inhalte wie die obigen Gruppen »klassisch«, das heift ohne
Verwendung von CAS bearbeiteten. Sie waren vor allem wichtig fiir vergleichenden Tests betreffend die
Erreichung der Lernziele oder die Verdanderungen bei den Handkalkiilfertigkeiten.

Man konnte sagen: Mit den Versuchsklassen des Typs I wurde der Mathematikunterricht der Zukunft
untersucht, mit den Typ II-Klassen der Unterricht der Gegenwart. Natiirlich konnten in dieser kurzen Zeit nicht
alle Inhalte von der 7. bis zur 12. Schulstufe hinterfragt werden. Daher wurden bei regelmifBigen
Besprechungen sogenannte »Beobachtungsfenster« entwickelt, bestimmte Teilkapitel, fiir die dann
Unterrichtsmaterialien und auch Priifungsaufgaben entworfen wurden. Die Versuchslehrer der entsprechenden
Schulstufe mufiten dann diese Kapitel etwa zur selben Zeit durchnehmen.

Insgesamt waren an der ersten Projektphase 39 Versuchsklassen mit etwa 700 Schiilern beteiligt.
Verteilung auf die Typen:

Typ 1:18 Klassen

Typ II: 16 Klassen

Typ II: 5 Klassen
Verteilung auf die Schulstufen:

7. Schulstufe: 5 Klassen

8. Schulstufe: 4 Klassen

9. Schulstufe: 6 Klassen

10. Schulstufe: 10 Klassen

11. Schulstufe: 5 Klassen

12. Schulstufe: 9 Klassen

Ein Auswahlkriterium war, wie schon erwdhnt, die Hardwareausstattung. Ein zumindest genauso wichtiges
Kriterium war, engagierte Lehrer zu finden, die ohne besondere Abgeltung bereit waren, die umfangreiche
Versuchsarbeit auf sich zunehmen. Dies ist fiir die Projektion der Untersuchungsergebnisse auf »Normallehrer«
in »Normalklassen« von Bedeutung. Wir sind realistisch genug, um aus sehr positiven Ergebnissen des Projekts
nicht automatisch abzuleiten, wir hétten mit der Computeralgebra-Lernumgebung das »gelobte
Mathematikland« gefunden, wie es etwa S.Papert von seiner LOGO-Lernumgebung erhofft hat [Papert, 1982,
S.66]. Wir sehen unsere Aufgabe im Entwickeln didaktischer Konzepte und Unterrichtsmaterialien auf der
Basis der Ergebnisse aus den Versuchsklassen. Ob daraus eine gute, befruchtende Lernumgebung wird, hangt
vom einzelnen Lehrer, seinen Schiilern und nicht zuletzt von den verwendeten Hilfsmitteln ab.

Dieses Projekt war eher ein evolutionéres als ein revolutiondres. Damit ist gemeint, dal Ausgangspunkt bei der
Planung der momentan in Osterreich giiltige Lehrplan war und daB am Anfang fast ausschlieBlich die
traditionellen Schulbiicher zur Verfligung standen, in denen diese Art des Computereinsatzes kaum
beriicksichtigt wird. Die neuen Materialien wurden ja erst von den Versuchslehrern parallel zu Untersuchung
entwickelt. Der groe Arbeitsaufwand fiir die Entwicklung solcher Unterrichtsmaterialien zeigt, daB eine breite
Akzeptanz seitens der Lehrer flir ein computerunterstiitztes Unterrichtskonzept nur dann zu erwarten ist, wenn
solche Materialien zur Verfiigung gestellt werden. Damit sind nicht nur Aufgabensequenzen gemeint. Eines
unserer Untersuchungsergebnisse lautet: Die Tétigkeiten der Lehrenden und Lernenden werden sich zumindest
genauso stark verdndern wie die Inhalte. Es miissen also auch didaktische Konzepte, Lernstrategien und Ar-
beitsanleitungen, bis hin zu Modellen fiir Arbeitsblétter und Arbeitsfiles angeboten werden.

6.3.  Die Evaluation durch das Zentrum fur Schulentwicklung

Das Zentrum fiir Schulentwicklung in Graz hat im Auftrag des Bundesministeriums fiir Unterricht die
»AuBenevaluation« des Osterreichischen Computeralgebraprojekts iibernommen. Es gibt zwei Berichte: Der
erste beinhaltet die Ergebnisse der Schiilerbefragung [Grogger,1995], im zweiten wird die Lehrerbefragung
analysiert und es wird eine vergleichende Darstellung mit Ergebnissen der Schiilerbefragung versucht [Svecnik,
1995].
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6.3.1. Ergebnisse der Schilerbefragung

Die Befragung wurde an 549 Schiilerinnen und Schiilern aus 33 Versuchsklassen in 17 Schulen durchgefiihrt.
17 Klassen mit 264 Schiilern waren vom Versuchstyp I, das heifit, diese Schiiler konnten das CAS (DERIVE) in
jeder Arbeitssituation nutzen, also auch zu Hause und bei Priifungen.

AusmalB der Verdnderung der Freude am Mathematikunterricht seit dem Einsatz von Derive:

Ab der 8. Schulstufe nimmt die Freude am Mathematikunterricht zu, am deutlichsten in der 9. und 12.
Schulstufe. Die geringfiigige Abnahme in der 7. Schulstufe ist statistisch nicht signifikant und konnte aus der
noch zu kurzen Beschéftigung mit dem CAS erklirt werden.

Von Interesse sind zwei weitere Befunde:

- Eine deutlich stirkere Zunahme der Freude am Mathematikunterricht bei den ménnlichen Schiilern
gegeniiber den Schiilerinnen.

- Eine bedeutsamere Zunahme der Freude am Mathematikunterricht bei jenen Schiilern, die auch zu Hause
jederzeit mit dem CAS arbeiten kdnnen gegeniiber denen, die diese Mdglichkeit nicht nutzen oder nicht
haben.

Das quantitative Ausmaf3 des Einsatzes von Derive im Mathematikunterricht

84% aller befragten Schiilerinnen und Schiiler wiinschen den Einsatz von DERIVE. 81% der Schiiler des
Versuchstyps I sind mit dem derzeitigen Ausmal des Einsatzes von DERIVE zufrieden. Der Wunsch, das CAS
nicht nur im Unterricht, sondern dariiber hinaus zu Hause und bei Schularbeiten einzusetzen, tritt bei Schiilern
hoherer Klassen hdufiger auf als bei denen niedriger Klassen. Dies ist wahrscheinlich mit dem Ansteigen der
Komplexitit der mathematischen Aufgabenstellungen zu erkldren. In hoheren Klassen kommt es zu einer
Polarisierung: Einem hohen Anteil von Schiilern der 12. Schulstufe (71%), die das CAS umfassend einsetzen
wollen, steht ein Anteil von 20% gegeniiber, die mit dem CAS iiberhaupt nicht arbeiten wollen.

Abhdingigkeit von der Schulstufe

Die Schiiler der Sekundarstufe I (in Osterreich Unterstufe genannt) stimmen stirker als die Oberstufenschiiler
(Sekundarstufe II) zu, da3 der Einsatz von Derive

- den Mathematikunterricht verstdndlicher und interessanter macht,
- die Beschiftigung mit mathematischen Problemen fordert,
- das Interesse weckt, wie Derive arbeitet.

Die Schiiler der Sekundarstufe II zeigen eine weniger »euphorische« Einstellung gegeniiber dem Einsatz des
CAS, andererseits hat die Freude am Mathematikunterricht zugenommen. Es ist zu vermuten, daf3
Oberstufenschiiler das CAS niichterner als Hilfsmittel zur Bewéltigung mathematischer Probleme ansehen und
vor allem auch als Rechenhilfsmittel, wihrend das CAS in der Sekuntarstufe I eher als didaktisches Werkzeug
eingesetzt wird.

Abhdingigkeit von der Leistungsfihigkeit der Schiiler

Gute Noten wirken sich fordernd auf die Einstellung zum Einsatz von CAS im Mathematikunterricht aus.
Schlechtere Schiiler fithlen sich durch das CAS zusitzlich belastet und zeigen ein deutlich geringeres Interesse
an der Funktionsweise von Derive. Gute Schiiler geben héufiger an, da3 sie auch bei Hausiibungen und bei
Priifungsarbeiten mit dem CAS arbeiten wollen.

Die geschlechtsspezifische Auswirkung des CAS

Die ménnlichen Schiiler zeigen gegeniiber ihren Mitschiilerinnen

- ein deutlicheres Ansteigen der Freude an Mathematik,

- héufiger den Wunsch, das CAS auch zu Hause und bei Priifungen einzusetzen,

- daB sie sich durch Derive stirker gefordert fiihlen und dal Mathematik durch das CAS verstiandlicher und
interessanter wird,

- daB sie den Umgang mit Derive weniger belastend wahrnehmen.

Dies ergibt einen deutlich unterschiedlichen Zugang der beiden Geschlechter zum Einsatz von CAS im
Mathematikunterricht.
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Hilfe und Nutzen durch den Einsatz von DERIVE

In diesem Teil der Befragung wurden die Fragen offen gestellt, die Schiiler konnten also in freier Form ihre
Meinung niederschreiben. Es wurden aus den Schiilerdulerungen Kategorien gebildet (Kategorien mit einer
Schiilerzahl kleiner 50 blieben auBler Betracht).

40% der Schiiler betonten den Nutzen im Einsatz von Derive hinsichtlich Arbeitserleichterung und
Zeitersparnis (46% vom Typ I und 33% vom Typ II). Des weiteren wurden angefiihrt (nach Héufigkeit
geordnet):

die Moglichkeit der grafischen Darstellung,

- das Ausrechnen und Umformen von Termen,

die Infinitesimalrechnung,

die Hilfe beim Erkennen und Vermeiden von Fehlern.

6.3.2. Ergebnisse der Lehrerbefragung und Vergleich zu den Schilermeinungen

Es wurden 27 Lehrer befragt, davon waren 8 Frauen. 14 unterrichteten in Klassen des Typs 1,13 in Klassen des
Typs 1. Die Einschéitzung des computerunterstiitzten Mathematikunterrichts durch die Befragten 148t sich
folgendermaf3en zusammenfassen:

Zur Nutzung von DERIVE als Rechenwerkzeug

Den Schiilern wird aufwendigere Rechenarbeit abgenommen, und es wird nun auch moglich, aufwendigere
Rechenoperationen durchzufithren. Es wird nicht erwartet, dal weniger interessierte oder weniger begabte
Schiiler mehr profitieren. Es wird verneint, da3 die Schiiler nun nicht mehr iiber die mathematischen Hinter-
griinde nachdenken miissen.

Neue Schwerpunkte im Mathematikuntericht

Man erwartet eine verstirkte Behandlung anwendungsorientierter Aufgaben. Bei der Inhaltsanalyse der
Untersuchung von Robert Nocker [Nocker, 1994] ist davon in der Praxis noch nichts zu bemerken. Dazu
miifiten erst die ndtigen Unterrichtsmaterialien entwickelt werden.

Der Zeitaufwand fiir aufwendiges mechanisches Rechnen wird deutlich abnehmen, daraus ergibt sich die
Chance, das erworbene Wissen zu vertiefen, also auch mehr mathematisches Grundwissen zu vermitteln.

Didaktisch-methodische Moglichkeiten

Als Leitlinien werden die in der Projektbeschreibung formulierten didaktischen Prinzipien, wie etwa das White
Box/Black Box-Prinzip (siche Kapitel 4.1), angesehen. Als Chancen werden die Mdglichkeiten der grafischen
Darstellung im Sinne der Window-Shuttle-Technik (siehe Kapitel 4.4) angefiihrt. Dariiber hinaus wird die Hilfe
des CAS zu einem motivierenden Einstieg in ein neues Kapitel genannt, sowie die Moglichkeit, in kurzer Zeit
viele Beispiele bearbeiten zu kdnnen und dadurch formale GesetzméBigkeiten besser zu erkennen. Erwihnt
werden auch die Méglichkeiten in der Phase des Ubens.

Nicht wahrgenommen wird bisher die Moglichkeit, in Form einer inneren Differenzierung die Aufgaben vom
Schwierigkeitsgrad her der Leistungsfahigkeit einzelner Schiiler anzupassen. Die Lehrer begriilen einen mehr
individualisierten Unterricht, tragen aber vorldufig noch zuwenig in Form methodischer Konzeption und Art der
Aufgabenstellung bei. Lehrer registrieren den in der Schiilerbefragung signifikant sichtbar gewordenen
geschlechtsspezifischen Unterschied zwischen Schiilerinnen und Schiilern nicht so deutlich.

Die befragten Lehrer sind der Meinung, dafl der Unterricht durch den Einsatz von Derive motivierender und
interessanter gestaltet werden kann.

6.3.3. Vergleichende Darstellung von Ergebnissen der Lehrer- und Schulerbefragung

Der Vorteil von Derive gegeniiber herkommlichen Methoden (dazu z&hlt auch der numerische Taschenrechner)
wird von beiden Gruppen anerkannt, von Lehrern allerdings in wesentlich hoherem AusmalB als von Schiilern.
Die Lehrer halten deutlich mehr Ubung fiir notwendig, um die Handhabung des CAS nicht zu vergessen. Bei
den Schiilern gibt es einen relativ hohen Anteil, die meinen, man vergif3t die Handhabung kaum mehr.
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Bei der Bedeutung des CAS als Rechenhilfe besteht in der Meinung zwischen Schiilern und Lehrern kein
signifikanter Unterschied.

Die Meinung der Lehrer, mit Hilfe des CAS konnte das Wissen stirker vertieft werden, teilen die Schiiler nicht
im selben MaB. Sie wiirden sich umgekehrt 6fter Erkldrungen der Lehrer wiinschen, was wiederum von den
Lehrern nicht als vordringlich angesehen wird.

Im didaktisch-methodischen Bereich nehmen die Schiiler die von den Lehrern diagnostizierten Verbesserungen
nicht so deutlich wahr. Auch die Ansicht, das CAS wiirde das strukturierte und exakte Denken fordern, wird
von den Lehrern optimistischer eingeschatzt.

Diese Unterschiede in der Einschétzung sind einerseits insofern zu relativieren, als die Schiiler ja keine
Vergleiche zu einer Behandlung desselben Themas ohne Computereinsatz anstellen kénnen und so manchen
Lern- oder Verstindniszuwachs nicht explizit wahrnehmen. AuBlerdem ist es nicht iiberraschend, da3 eine Ver-
schiebung zu mehr selbsttitigen, schiilerzentrierten Arbeitsformen nicht von allen Schiilern positiv gesehen
wird. Ein aktiver Lehrer, der alles erklédrt und die wichtigsten Tatigkeiten vorfiihrt, wird nicht ungern gesehen.
Trotzdem sind diese Unterschiede in der Einschitzung des Ertrags sehr ernst zu nehmen und sollten bei wei-
terfithrenden Untersuchungen beachtet werden. Daher ist so eine » AuB3enevaluation« unbedingt notwendig, weil
ja die beteiligten Lehrer, die sich aus Interesse und freiwillig zur Verfiigung gestellt haben, Gefahr laufen, die
Ergebnisse subjektiv zu positiv zu beurteilen. Die auch aus der Schiilerbefragung signifikant positive
Grundeinschitzung rechtfertigt aber, das Projekt positiv zu beurteilen und autbauend auf diesen ersten
Ergebnissen und den aufgetretenen offenen Fragen die Untersuchung weiterzufiihren.

6.4. Ausblick

Wir, das heif3it unsere Arbeitsgruppe ACDCA, haben schon mit der Planung neuer Untersuchungen begonnen.
Auf der Basis unserer Erfahrungen aus dem ersten Projekt konnten wir uns folgende Forschungsgebiete
vorstellen:

- Die Moglichkeiten, die sich aus der Verfiigharkeit einer neuen Generntion algebratauglicher
Taschenrechner, wie etwa dem TI-92, ergeben. Unser Resiimee aus dem ersten Projekt beziiglich der
Hardwareausstattung lautet: Ideal wire ein handlicher Algebrarechner in der Schultasche der Schiiler, der
mit dem CAS im EDV-Raum verkniipfbar ist. Dies scheint nun verwirklichbar zu sein. Seit Mai 1995 gibt es
bereits eine Versuchsklasse in Osterreich, in der jeder Schiiler einen TI-92 besitzt.

- Der Einflup von CAS auf das Curriculum: In Osterreich wird momentan an einer vollkommenen
Neuorientierung des  Lehrplanes  gearbeitet. Kennzeichen sind:  Stirkere Betonung von
Schliisselqualifikationen wie Problemldsefahigkeit, Kooperationsfahigkeit usw. Forderung des vernetzten
Denkens durch Forcieren des facheriibergreifenden Unterrichts. Das Lehrerteam soll eine zentralere Rolle
erhalten. Mehr piddagogische Autonomie fiir die einzelne Schule auch bei der Lehrplangestaltung, den
Stundentafeln und den schulspezifischen Schwerpunktsetzungen. Der neue Lehrplan soll dafiir nur den
Rahmen abstecken. Aus dieser Riicknahme der Gleichschaltung ergeben sich aber auch Chancen,
schulstandortspezifisch Schwerpunkte im Bereich Computernutzung zu setzen.

- Die Lernmedien der Schiiler: Momentan ist das zentrale Lernmedium der Schiiler das Heft. Das Buch wird
eher nur als Beispielreservoir verwendet. Wir erwarten uns fiir die Zukunft eine neue Art von Lernmedium,
das aus einer Verbindung von beschriebenem und bedrucktem Papier sowie Computersoftware besteht.
Ausgehend von einem Kern, der dem Schiiler zur Verfiigung gestellt wird, sollte dieses Lernmedium durch
eigenstindige Arbeit des Schiilers wachsen und dank der Moglichkeiten moderner Softwaresysteme
jederzeit verdnderbar sein und dadurch den individuellen Lerngewohnheiten und Problemen des einzelnen
Schiilers angepalit werden konnen.

Im Vorwort haben wir die Idee, dieses Buch zu schreiben, als Abenteuer bezeichnet. Wie diese Pline zeigen,
haben wir auch fiir die Zukunft eine Menge Abenteuer vor. Der Mathematikunterricht der Zukunft wird durch
die Weiterentwicklung des Computers sicher nicht {iberfliissig, sonden-eher viel interessanter und sinnvoller.
Die ehrbare Zunft der Rechenmeister ist im Mittelalter deshalb ausgestorben, weil die Menschen gelernt haben
selbst zu rechnen. Die Zunft der Mathematiklehrer wird nicht aussterben, wenn sie sich nicht ausschlielich als
Zunft von Rechenmeistern sieht und sich der Herausforderung des Computerzeitalters stellt und die
Maoglichkeiten zur Verbesserung des Mathematikunterrichtes nutzt.
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Verzeichnis der Beispiele

Kapitel 2: Was kann ein Computeralgebra-System

2.1 Numerisches Hilfsmittel
Beispiel 2.1: Heron-Verfahren

Beispiel 2.2: Wechselstromwiderstinde

2.2 Symbolisches Hilfsmittel

Beispiel 2.3: Polynomfunktion - Umkehrung der Kurvendiskussion
Beispiel 2.4: Zusammenhang: Differenzieren - Integrieren

Beispiel 2.5: Berechnung bestimmter Integrale

Beispiel 2.6: Wann ist die Pizza fertig? (Differentialgleichung)
Beispiel 2.7: Die Restschuld

Beispiel 2.8:Das Geburtsproblem

2.3 Algorithmisches Hilfsmittel
Beispiel 2.9: Das Plancksche Strahlungsgesetz

Beispiel 2.10:Algorithmus zur ndherungsweisen Berechnung von Nullstellen

2.4. Methodisches Hilfsmittel

Beispiel 2.11:Freies Wachstum - Variation der Basis

Beispiel 2.12:Freies Wachstum - Variation des Anfangswerts

Beispiel 2.13:Untersuchung exponentieller Anndherung an einen Gleichgewichtswert
Beispiel 2.14:Die innere Struktur des logistischen Wachstums

Beispiel 2.17:Ein gefahrdetes Gleichgewicht?

Beispiel 2.18:Differenzierbarkeit und Linearisierung

2.5 Sprachliches Hilfsmittel

Beispiel 2.19: Prozentrechnung.

Beispiel 2.20: Prozentrechnen 'leicht gemacht'

Beispiel 2.21: Ein Objekt als Baustein der Sprache Mathematik

Kapitel 3: Der Weg in die Mathematik

3.2 Phase 1: Heuristische, experimentelle Phase

Beispiel 3.1:Extremwertaufgaben ohne Differentialrechnung

Beispiel 3.2:Ableitung der Sinusfunktion

Beispiel 3.3:Erforschen der Sinusfunktion

Beispiel 3.4:Uberlagerung von Schwingungen mit gleicher Schwingungsrichtung
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Beispiel 3.5:Optimieren einer Lagerhalle
Beispiel 3.6:Experimentieren in der Priifungssituation

Beispiel 3.7:Der "Geist"

3.3 Phase 2: Exaktifizierende Phase
Beispiel 3.8:Exaktifizierung des Integralbegriffs, Riemannsummen

Beispiel 3.9:Beweisen mittels vollstindiger Induktion

3.4 Phase 3: Anwendungsphase
Beispiel 3.10:Ausbreitung von Luftschadstoffen

3.5 Problemlosen mit Hilfe von CAS
Beispiel 3.11:Roboterkinematik

Beispiel 3.12:Sterile Insektentechnik
Beispiel 3.13:Verzinsung

Beispiel 3.14:Plancksches Strahlungsgesetz

Kapitel 4: Didaktische Prinzipien

4.1 Das White Box/Black Box-Prinzip

Beispiel 4.1:Strukturerkennungsiibungen

Beispiel 4.2:Umformen in ein Produkt

Beispiel 4.3:Anwenden von Formeln

Beispiel 4.4:Vergleichen von Umformungsstrategien

Beispiel 4.5: Visualisierung von Aquivalenzumformungen

Beispiel 4.6:Losungsverfahren fiir Gleichungssysteme

Beispiel 4.7:Eine klassische Aufgabe in traditionellen Schulbiichern

4.2 Das Black Box/White Box-Prinzip

Beispiel 4.8:Die Kettenregel beim Differenzieren

4.3 Das Modulprinzip
Beispiel 4.9:Haufig wiederkehrende Abléufe als Module
Beispiel 4.10:Die "Formel" als Modul
Beispiel 4.11:Die Anpassung des Systems an die Wiinsche der Scgiiler
Beispiel 4.12:Zusammenfassung eines Kapitels - interaktive Formelsammlung
Beispiel 4.13:Erzeugung eine Stabdiagramms
Beispiel 4.14:Modul zur Erzeugung von Webdiagrammen
Beispiel 4.15:Runge-Kutta-Verfahren
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Beispiel 4.16:Ein idealer und ein realer Vorgang

4.4 Die Window-Shuttle-Technik
Beispiel 4.17:Linearisieren von Daten

Beispiel 4.18:Asymptotische Polynomfunktionen an rationale Funktionen

Kapitel 5: Verdnderung in der Unterrichtskonzeption

5.2 Zur Rolle des Lehrers

Beispiel 5.1 :Wertetabelle 1

Beispiel 5.2:Wertetabelle 2

Beispiel 5.3: Ohne exakte Syntaxkenntnis keine Losung in Sicht.

Beispiel 5.4: Verschiedene Ubersetzungsmoglichkeiten fiir einen mathematischen Gegenstand.
Beispiel 5.5: Losen einer einfachen Differentialgleichung

Beispiel 5.6: Funktion und Umkehrfunktion (?)

Beispiel 5.7: Kurvenscharen

Beispiel 5.8: Ableitung von Potenzfunktionen

Beispiel 5.9: Ein Lagetest

Beispiel 5.10:
Beispiel 5.11:
Beispiel 5.12:
Beispiel 5.13:
Beispiel 5.14:
Beispiel 5.15:
Beispiel 5.16:
Beispiel 5.18:
Beispiel 5.18:
Beispiel 5.19:
Beispiel 5.20:

Kriimmungstest

Ein bestimmtes Integral

Die Exhaustion des Kreises

Eine Extremwertaufgabe

Arbeitsblatt 1

Arbeitsblatt 2

Nicht erkannte ‘Ubertragungsfehler’

Geénderte Voreinstellung

Geénderte Voreinstellung

Verzinsungsproblem - geheimnisvoller Formelzauber(?!)

Das Computeralgebra-System verweigert die Dienste

5.3 Die Verdnderungen in der Ubungsphase

Beispiel 5.21:

Beispiel 5.22

Optimierungsaufgabe

Berechnung von Fehlerschranken

5.4 Auswirkungen auf die Priifungssituation

Bespiel 5.23: Priifungsaufgabe aus einer 7.Schulatufe

Beispiel 5.24:
Beispiel 5.25:

Priifungsarbeit einer 10.Schulstufe
Aufgabenstellung einer schriftlichen Reifepriifung
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