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Abstract

Die vorgestellten Beispiele aus den Gebieten Differentialrechnung und Analytische
Geometrie eignen sich zum Unterrichtsgebrauch in der 7. Klasse an Allgemeinbildenden
Hoéheren Schulen (11. Schulstufe).

Bei den Aufgaben handelt es sich zumeist um traditionelle Aufgaben, deren Losungen
ausfihrlich beschrieben und mit Hilfe zahlreicher Bildschirmbilder dokumentieret sind.

Einleitend werden einige sehr niitzliche Werkzeuge kurz vorgestellt.
Anfragen und Kommentare sind willkommen.
Gerhard Pachler email: g_pachler@pgv

St. Polten, Herbst 2001
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Entwicklung von Werkzeugen (Modulen, Bausteinen)

Immer wieder werden im ,,mathematischen Alltag* die gleichen Handgriffe getitigt. Sehr oft
wiederkehrende Aufgaben konnen durch selbstdefinierte Werkzeuge automatisiert werden.

ACHTUNG: Vor der Anwendung der Werkzeuge msek(a,b), sekante(a,b,x), tangente(a,x) und
normale(a,x) muss eine Funktion f definiert werden.

msek(a,b) berechnet die Sekantensteigung einer Funktion f in einem Intervall [a ; b].
Die Sekantensteigung (= mittlere Anderungsrate = Differenzenquotient) ist das Verhiltnis der
Anderung der Funktionswerte zur Anderung der Argumente (x-Werte) im betrachteten Intervall.

B [Nefine msek(a,bj=££%%§{}§l Dore

Fiir eine Gerade durch einen festen Punkt (X, | ya) mit vorgegebener Steigung k gilt
y(X) =y, +Kk-(X=X;).

gerapk(p, k) liefert die rechte Seite der Gleichung der Geraden durch den Punkt (xp | yp) und der
Steigung k. Der Punkt wird in Vektorform [xp; yp] eingegeben!

® Oefine gerapkip. k1 =p[Z. 11+ k-{x—p[1,10)
Done

sekante(a,b,x) liefert die rechte Seite der Gleichung der Sekante von f im Intervall [a ; b].
#0efine sekantela, b, x) =f(a) + msekia, b)-(x - a)

Oorne

tangente(a,x) liefert die rechte Seite der Tangentengleichung im Punkt (x | f(x)) der Funktion f.
Die Tangente im Punkt (a|f(a)) der Funktion hat an der Stelle x = a die Steigung f'(a).

®0efine tangentela, )= flal +[%I:F(K):I | == a]-(x - a)

Do

normale(a,x) liefert die rechte Seite der Gleichung der Normalen im Punkt (x | f(x)) der Funktion

f. Die Normale im Punkt (a|f(a)) der Funktion hat an der Stelle x = a die Steigung — f’(1 3
a
" Oefine normaleda, =) =fla) - d; | = a|-(x-2)
FolFl)
Dore

impldiff(gleich) liefert die Steigung im Punkt einer Kurve durch implizites Differenzieren.

" Define impldiffigleich) =Pight[5nlue[%(gleic.hj |2 (uta) = u, u]]
Dore

|
1

Fiir den Winkel o, zwischen zwei Vektoren 3 und b gilt: cos(a) = |ﬁ| |5|
a .

dotPiua, vkl ]
noE g W) - normeb
Dorne

Befine winkiva,vb)= cnsﬂ[
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Gerade durch zwei Punkte P und Q in der Ebene

Diese Aufgabe kann mit Hilfe der Normalvektorgleichung |11 - (X — P) = O| automatisiert werden.

3
Die TI-Eingabe [3;-4][STO») va liefert einen Vektor va = [ 4}

Einen Normalvektor finden wir durch Vertauschen der Koordinaten und Andern eines Vorzeichens.

4
z.B.: nhv =
N

Wie ermittelt der TI-92 die einzelnen Koordinaten des Vektors va?

Mit va[1,1] (erste Zeite, erste Spalte) wird die x-Koordinate (3), mit va[2,1] (zweite Zeile, erste
Spalte) wird die y-Koordinate (-4) ermittelt.

Ein Normalvektor zu va ist somit der Vektor [-va[2,1];va[1,1]].

Wir definieren eine Funktion gerapp(p,q). Die beiden Parameter p und q sind die beiden Punkte,
durch die die Gerade verlaufen soll. Die Gerade soll in der Form y = k - x + d ausgegeben werden.
Wir brauchen einen Normalvektor n zum Vektor ﬁi =q—-p.
-(q- .0)[2,1]}
(q-p)11]
Das skalare Produkt n-(X — P) berechnet der TI mit dotP.

Fiir die Definition der Funktion ergibt sich somit:

Fiir den TI ergibt sich n wie folgt: {

define gerapp(p.q) = solve(dotP([-(q-p)[2,1];(9-p)[1,1]].[x;y]-p) = O, y)

und der TI zeigt folgende Bestitigung.

Ty - 2,1
Define gerapplp.dq) = snlue[dntF[[ (a-rI ]],[:]—p]=l3,u]

(a-pI[1,1]
Diarne
Test:
o1 1 Soll die rechte Seite der Geradengleichung nun auch noch
. gerapp[[ ) E.Hs ]] u=-2-(x-18) ausmultipliziert werden, so ist noch der Befehl expand
gerapp([8;161,.[12;81) einzubauen.
HMAIW DES AUTO FUMC 1,50

define gerapp(p,q) = expand(solve(dotP([-(q-p)[2,1];(g-p)[1,1]L.[x;y]-p) = O, y))

I’Fi T 5 Tr3v]’ F'ﬁ']’ FE T FE™ ]’]
vﬂ Algesbt-a|lCalc |Other [PramI0|Clean Up
lgerapp[[s ],[12]] y=32-2'x%

[[][ ]

o] [2]

gerappt[-1:31,. [0;01H

MAIH DEG AUTO [T

a]
o
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2

Gegeben ist die Funktion f(x) = —F———
(1+2x)

a) Bestimme die maximale Definitionsmenge D¢ und zeichne den Funktionsgraphen.

b) Der Funktionsgraph schneidet die y-Achse im Punkt P. Eine Gerade durch P soll den

Funktionsgraphen im Punkt Q(u | f(u)) mit u < —% beriihren.

F&r FE* |F7

. . . 1
a) Die Funktion f ist fiir alle reellen Zahlen ohne x = ——
2 Trf;c,e REGFrIlaph Mat.b D20 -

1 Fer
- E ElaTuly}

definiert. Somit ist Dg= R\ {-1/2}. xmin=-3,5

Funktionsgraph: umin=-.5
b) Schnittpunkt mit der y-Achse (x = 0): f(0) = 2; P(0/2) xres=z.

Die Gerade durch P(02) soll f im Punkt Q(u | f(u))
beriihren, soll also Tangente in Q sein.

HMAIN DEG AUTO FUNC

Wir bilden f'(u) und damit die Tangente in Q gemaf der

Formel y =f(u)+ f'(u)- (x —u). Im Funktionsterm, den wir in y2(x) speichern, kommt die
unbekannte GroBe u vor, die wir dadurch bestimmen kénnen, wenn wir den Punkt P(0 | 2) in die
Geradengleichung einsetzen. Wir 16sen also die Gleichung y2(0) = 2 nach u auf.

C . 1
= —_— 1 Few Fzwr Fy=r FE F&r
Die Losung u = 0 entfillt wegen U < 5 [_? AL sebralcate ot her Pram1ojc1em Up| |

3 B Oefine flx) =#2 Done,
Mit der Losung U = - ergibt sich die Geradengleichung |, (1+2x) )
d -2
Ty = =P = _—
gy=x+2. dw | (Zou+ 110
lF(u)+[%{+‘(x)]|x=u]-(x—u]
“Zldx-6-u-1]
(2-u+ 117
- '2'(4'}%—6-%—1]_}‘:‘2(}{) Dore
[2-u+1)
.20 = 2 %:2
2+l
Intersection 206 u+1)
=t I W =1a]c]a]c]a] Sl g=ic]alo]alo] lsnlue[—3=2,u]
FIRIN DEG RUTO FUNC (Z-u+1]
U= o~ u=-3-2
s (poa) [ x= 302 1

.- 3T+ [%I:-F(x)] 5= - 3f2] 3+ 302

®+ 2
LI e R Ty Oore
ol s Ty | 1.2
fC—-3-20
HAIN TEG AUTD FUNE 11,750

Ergebnis: Die Gerade g: y = x + 2 verlauft durch P und berthrt den Funktionsgraph im

Punkt Q(— E

1
2|2
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Umkehraufgabe

Der Graph der Funktion f(x) = iz + b beriihrt die Gerade g :16x+ 9y —54 =0 im Punkt

X
P |yg ). Zeige, dass a=3 und b = 2 ist.

Zuerst definieren wir die Funktion f(x) und 16se die Geradengleichung nach y auf.

16

54 16
X+—=——X
9

+6

Wir stellen die Gerade grafisch dar und bewegen uns im TRACE-Modus zum Punkt P(3 |yg ).

= y, =75 . Diesen Wert kdnnen wir auch im HOME-

Fenster erhalten, wenn wir die Geradengleichung nach y

auflosen und dabei fiir x 3 einsetzen.

mooluellé x+ 9 y=-Sd=0,4)|x=3-2
y= 103

solvetlbx+?u-54=0

HMalH DES EWACT

2| =32

FUHC i/30

Der Beriihrungspunkt liegt sowohl auf der Geraden g als auch am Funktionsgraphen.

Die Steigung des Funktionsgraphen stimmt mit der Steigung der Geraden iiberein.

Es gilt also:
f(3)=Y,
= I: fE)=2und /I: fE)=-18

2

und @)=k

Es liegt ein Gleichungssystem von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten vor, welches auf
verschiedene Arten gelost werden kann. Die nebenstehende Abbildung soll den hier verwendeten

Losungsweg erkldren.

Mit dem Ergebnis a = 3 und b = 2 tragen wir unseren
Funktionsterm als y1(x) im Y= Editor ein und stellen auch
die Funktion graphisch dar. Erfreut konnen wir feststellen,

dass der Graph von f die Gerade im Punkt P(%| Yq)
bertihrt.

T _Fev FEw [ FE¥ [F7

Fz A
w fem 2000 |THace [Rebaph [Math|Draw|«

HMAIH DEG AUTO FUNC

1 Fer Far Fyr F& Far
- E Fllgebr*allialc, Other|PramI0C]lean Upﬁ
"Define fix)=—7%+b Dore
=
meoluelle-x+ 9 9-54 =0, ud)
=28 - 27)
- E]
-2 (8w - 2T .
lexpahd[g=#] =6 - 16 x
E] E]
LR 169' 2, 20w Do
RSy 10-3
P32 = 1003 4;‘ +b=10-3
-16-a
L (F00) | 1= 302 =7
. '12'5_;."5 = - 169 '126?"5 = - 169
“16-a _ _ _
IED].UE'[ == = 16-/'9,.3] a=3
lsnlue[4éa+b=m/3,b]|a=3 b=2
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Ermitteln von Polynomfunktionen

heit Polynomfunktion n-ten Grades.

Eine Funktion der Art f(x)=a, -x" +a, ;- X" +.........

............ +a,-x*+a,-X+a,

Die Seilbahn:

Zwischen den Punkten A und B verlauft
das Drahtseil einer Seilbahn. Die Seilform
wird durch eine Polynomfunktion zweiten
Grades beschrieben. Im oberen
Aufhingepunkt B ist das Seil unter 45°

geneigt. A &
Berechne den Winkel o, den das Seil im

unteren Authdngepunkt A mit der
Horizontalen einschlieft. An welcher

[rviETEF-:-zgm Tr*aceTEeEr*aphTHath D:*E;wr F;pT ]
Bodnog0 45'3
.
4 I
[
HAIN DEG AUTO FUHC

Stelle x ist das Seil am tiefsten? An
welcher Stelle ist der ,,Durchhang® d am grof3ten?

Eine Polynomfunktion 2. Grades lautet: f(x) =

a, x> +a,-x+a, bzw. f(x)=

a-x’+b-x+c.

Es gilt, a, b und ¢ zu bestimmen. Dazu benétigen wir drei Gleichungen.

AQO|0)ef = f(0) =

B40|8)ef = f(40)=8 a-40°+b-40=8
f'(40) =tan(45) =1

f'(x)=2-a-x+b 2-a-40+b=1

Es ist folgendes Gleichungssystem zu l9sen:

I: 1600-a+40-b=8

II: 80-a+ b=1
Mit dem TI losen wir das Gleichungssystem einfach mit
dem rref-Befehl und erhalten a = i b=- 3
50 5
Die gesuchte Polynomfunktion lautet: |f(x) = 5—10 x? — % X
3 x 3. .. . .
Mit f'(x) = — x — — = — — — konnen wir den Winkel a
50 5 25 5
bei A(0]0) berechnen.

f'(0) = —g =tan(a) = a= tan‘(— gj ~ —30,96°

An der tiefsten Stelle des Seiles ist die Steigung der
Tangente Null. Wir 16sen die Gleichung f'(x) =0 im

HOME-Fenster.

Der Durchhang d an einer Stelle x ist die Differenz
zwischen dem Sekantenwert und dem Funktionswert an
dieser Stelle. Wir stellen den Durchhang grafisch dar und
bestimmen das Maximum iiber das Math-Menii.

a-0°+b-0+c=0 = ¢=0

2

Bl=fine f(x)=a- =x“+hbh-x+c Dore
mfEm=0 o=
B4 =8 1l -2 +40-b+c =8
l[%(ﬁx)]|x=4ﬂ]=l 80 a+b=1
- PPEF[[ laoa 4 8]] 1 @ 1-50 ]
=1a] 1 1 g1 -375
" Define £Ox) =150 %% - 305 Dok
d o
") == - 35
s rea) | x = - 3.5
B L anil - 350 30,638
W

lsnlue[H(FEx))=El,xJ x=15
LR b)) 9.2
" sekante(d, 40, <) %%
2

S 4w w
"ot 5 =0

¥ D2 /hlru3 (x|

HMAIN DEG AUTO FUNC 10/30

Mazximum
wCE 2. g 8.

HMAIN DEG AUTO FUNC

Ergebnis: Das Seil ist im unteren Aufhangepunkt unter rund 30,96° nach unten geneigt; an
der Stelle x=15 ist das Seil 4,5m unter A; der Durchhang d an der Stelle x=20 betragt 8m.
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Glatte Kurve

Bestimme ein Polynom p(X) = @, +a,x +a,x* + ......... von moglichst kleinem Grad n so, dass die

- x> +4x fiir x<1
fiirt<x<2
fiir x> 2

Funktion f: x> < p(x)

2X -2

an den Stellen 1 und 2 differenzierbar ist, d.h. dort eine Ableitung besitzt.

Von der abschnittsweise definierten Funktion f kénnen wir
uns am TI-92 sofort ein Bild machen.

Der Term — x° + 4x mit x <1 wurde in y1 gespeichert,
der Term 2x —2 mit X > 2 iny2.

Von der gesuchten Polynomfunktion miissen wir erwarten,
dass sie einen Hochpunkt und einen Tiefpunkt besitzt und
somit den Grad n = 3 hat. Diese Funktion werden wir
anschlieend in y3 speichern.

Zuerst berechnen wir die Funktionswerte an den
Randstellen und die Ableitungen an den Randstellen. Die
gesuchte Funktion muss in den Funktionswerten und in
den Ableitungen mit den gegebenen Funktionen
ibereinstimmen. Es ergeben sich somit 4 Gleichungen zur
Bestimmung der Koeffizienten a, b, ¢ und d.

Die gesuchte Funktion lautet:

p(x)=5x>-22x* +30x-10
AbschlieBend stellen wir die ermittelte Polynomfunktion
grafisch dar.

Das rechte Bild wurde mit ZoomBox erstellt.
Genaugenommen gehort p(x) noch auf das Intervall [1;2]
eingeschrankt.

1 Fev T
E Zoon|Trace EeEr‘aph Math|Draw|- ﬁp i

an CDPHE‘F‘
HoiZ, PedraSe
HAIN DEG AUTD

wcii.3EzIsEs
FLMC

1 Fer FE* | _FGT B
- E Pt Tul] Tr*ac.e REGr*aph Math|Draw|r
&FLOTE
cgl=mw 4wzt b [ / e
wy=Zom -2 |xE2 R R A
3=
o= .. B
o=
= P | A
ye=
RVERE
i
RN TEG AUTD FLMNC
rfi T Fer Trsz ruvT FE T 5 T]
- E Alaebra|Calc|0bher|PramIl|Clean Up
mylily 3
d
"yl [==1 1
g2y 2
szt k=2 2
B Oefine th)=a-x3+b-x2+c-x+d Do
. %EF(K)J + £10x) Dk
=1 =3 a+tb+c+d=3
2= S-a+4-b+2-c+d=2
LE SIS NI J-a+2-b+c=1
mfli2n=2 12-a+4-b+c=2
1 11 1 3 1 @8 a8 3
S 8 4 2 1 2 a1 o a -22
3 21 81 ooa 1 8 30
12 4 1 @ 2 o oa o 1 -1a]
ES g -22+b i Fd*c i -losd -1
) 5x% =22 %%+ 30-x - 10

m5yS - 27w 4 30— 10 3 GI0) Danel

L322 %2+ 30— U+ Cxd

HalN DEG AlTO FLUMC 14,5

gy dx=2.

FMAIN DEG AUTO FLUMC
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Weiteres Beispiel:

. . . - b |z0om|Trace [Retraph Hath|orau) = ¢ [
Bestimme eine Polynomfunktion T
p(x)=a,+a, - x+a, x* +...... von moglichst kleinem | - - - - - //"f :

o LGt |
Grad n so, dass deren Graph die beiden Kurvenstiicke R H;” S SEEEEEREEEY CECEENE SEEEE
»glatt™ miteinander verbindet. B T D T
Beschreibe, welche mathematischen Begriffe hinter dieser |~ - - - - - - - oo o ohe e
umgangssprachlichen Formulierung stehen. - - -
y1(x)=%x+3 (x<1)
y2(x)=—Zx +§x -25x+44 (x>5)
S 2 .
Zur Kontrolle:  pix lﬁE_f - 13;4:{ + 25554x + 9164
StraBenbau
Yy
Beispiel 1:
Die beiden Straflenstiicke s; und s, sollen durch ein S
mdglichst optimales Zwischenstiick miteinander
verbunden werden. 3 4
s1:y=0,x<0 $2y=x-3,x>6
A(0]0),B(6]3) 5 A N
6

Wir wollen A und B durch den Graphen einer

Polynomfunktion p(x) verbinden und fordern ,,glatte* und ,,ruckfreie* Uberginge.

Dabei bedeutet ,,glatt*, dass die Tangenten an den Ubergangsstellen zusammenfallen und unter
»ruckfrei® versteht man die Forderung, dass die Kriimmungen — die durch die zweiten Ableitungen
beschrieben werden — der Kurventeile and den Ubergangsstellen iibereinstimmen.

Folgende Bedingungen miissen erfillt sein.

Anschluss bei A: p0)=0 Anschluss bei B: p(6)=3
Kein Knick bei A: p'(0)=0 Kein Knick bei B:  p'(6) =1
Keine abrupte Bewegung des Lenkrades bei A: p"(0)=0
Keine abrupte Bewegung des Lenkrades bei B: p"(6)=0

(Die Kriimmungen der beiden geraden Stra3enstiicke s; und s; sind jeweils Null)

Es sind 6 Parameter nétig, weshalb wir mit einer [F R lA145tralcatc ofter Prantofciean ue] |
. : aDeri - SR S
Polynomfunktion 5. Grades arbeiten: Define pO)=a x”+bx+oox”+dxt
Mit den folgenden Eingaben definieren wir die "Define pite) =o(p(x) Done
Polynomfunktion p(x), die erste Ableitung p'(X) und |, pciie pison = dzzipix:ﬂ Hone
die zweite Ableitung p"(x). P dx fom
. —_ A*UA *u A *u A * A * mpiEl =3
def!ne p.(x) = a*x \5+b*x M +c*xA3+d*x 2+e*x+f P26 24 1206 b+ 216 c+36-d+ 6.8 + £ = 3
define pi(x) = d(p(x),x) "pi(E)=0 e=0
- i) = "pi(E)=1
define pii(x) = d(p(x),x,2) i 6450 2+ 864 b+ 108 c+ 12 d+e=1
. : "piiCBI=0 zd=0
Da die Variablen e, fund d den Wert Null haben . ;11(5) 0 432084432 b 436 c+2-d=0
verbleibt ein Gleichungssystem aus drei Gleichungen 7776 1296 216 3
mit den Variablen a, b und ¢, das wie iiblich mit dem " rref i;gg j;; ;28 I;
rref-Befehl gelost werden kann. 1088
o1
o 1o i
o8 1 138 |
«B0,.864,.108,.1;4320,.432,36.01
HMAIW DES AUTO FUMC 10,50
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Als Ergebnis erhalten wir:a =0 b= 1 C= 1 ;
432 36
1 4 1 3
1 X)=——=X"+—X
also p(x) 432 36

FEr F&* JF7

1 Fer
—_ ath|0Faw |

Ein kurzer Wechsel in das GRAPH-Fenster bestitigt die ||+ f—|zoon|Tr-ace[Reraphm i

Richtigkeit der gefundenen Polynomfunktion.

HMAIN DEG AUTO FUNE

Beispiel 2:
Die Autobahnen g :y = x und h:y = —x sollen durch ein moglichst sicheres Stra3enstiick
miteinander verbunden werden. Das Straenstiick fithrt von A(1|1) nach B(-1|1).

Der Ubergang kann durch eine Polynomfunktion p(x) beschrieben werden:

Folgende Bedingungen miissen erfiillt sein:

p(=1) =1 p(1) =1
p'(-1)=-1 p'(1)=1
p"(-1=0  p"(1)=0

Da 6 Bedingungen vorliegen, bendtigen wir eine
Polynomfunktion flinften Grades, also

p(x)=a-x*+b-x*+c-x*+d-x*+e-x+f

Eine Vorgangsweise analog zum Beispiel 1 fiihrt zum

Ergebnis: |p(x) = —%x“ + % x? +§ X \

HAlN DES AlTO FUNC

Beispiel 3:

Die Straflen s, :y =-2,x< -2 und s, :y =2, x > 2 sollen durch ein s-formiges Stiick
miteinander verbunden werden. An den Ubergangsstellen soll es zu keiner Verinderung des
Kriimmungsverhaltens kommen. Bestimme die Funktionsgleichung dieses Verbindungsstiickes.
Der Ubergang kann durch eine Polynomfunktion p(x) beschrieben werden:

Folgende Bedingungen miissen erfiillt sein:

p(=2)=2  p@)=2 p(2)=0 p'@A)=0 p(=2)=0 p"2)=0

1T FET Fu FET ?‘;_-p i

Da wieder 6 Bedingungen vorliegen, bendtigen wir eine = §—|7oon[Trace [ReBraph|Math|Draw|
Polynomfunktion flinften Grades, also

p(x)=a-x*+b-x*+c-x*+d-x*+e-x+f

Eine Vorgangsweise analog zum Beispiel 1 fiihrt zum - /
, 3 5 5 5 15
Ergebnis: |p(x) = —x"> ——x" +—Xx
g p( ) 1 28 1 6 8 (RG] KIZI/EG AUTO FUNC
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Beriihrung zweier Kurven
,.Die Neilsche Parabel“ hat die Gleichung y* = a” - x°.
Zeige, dass eine Neilsche Parabel den Graphen der Polynomfunktion p(x) = — % x*+3x-3

berihrt.

Graphische Anniherung an die Losung:

[ 1 FEw T FET
. .. . 2 [2oiom|Trace ReGraph Math|Or e
Wir stellen p(x) und einige Neilsche Parabeln grafisch ‘P{L.,_Ts oI sce Re6raphliathjor 3.
dar, wobei wir fiir a spezielle Werte einsetzen. Aus der Julzlz S
Z
Gleichung y? = a? - x® ergeben sich die beiden o I <
. . u3=.5 xS
Funktionsterme y =a-+x®> und y = —avx® . Die M,;: 3_$
grafische Darstellung von p(x) ldsst erkennen, dass wir 42z
den Kurventeil mit der Gleichung y = a-+/x° benétigen. T EAD AATL

Mit kleiner werdendem a verlduft die Neilsche Parabel
immer flacher. Aus der Grafik erkennen wir, dass a = 0,3 —
zu klein ist. Der Wert von a = 0,35 scheint schon recht gut [frui=——+3x-3

Zu passen. wz=lx3
. o u3=.3 JF
Rechnerische Losung: I

. . . . . yS=. 55 - XS
Wir definieren die Polynomfunktion als p(x) und die H e <

Neilsche Parabel als f(x). FAIN RAD AITD FIE
An der Beriihrungsstelle zweier Kurven muss gelten:
Ubereinstimmung in den Funktionswerten und

Ubereinstimmung in den Tangentensteigungen. a1 debraloonc ot herFramIolc1een U] |
Wenn wir die unbekannte Beriihrungsstelle x mit u "Define £ =a-]x” Dane
bezeichnen, so miissen die beiden Gleichungen = Define P(x)=—5—+3-% -3 Done
f(u)= p(u) und f'(u) = p'(u) erfiillt sein. 2
. . . . . = f{u) = piu) + gll a-lut== 2 +3u-3
Wir erhalten somit zwei Gleichungen zur Bestimmung .
der beiden unbekannten GroBen a und u. Die Losung - [E(F(xhj | = ”] =[ mCE LR “] al
dieses Gleichungssystems dokumentiert die 3aw? L
nebenstehende Abbildung. [-? zm ]
U —E'ut+e
. . . . . lue(ali, =——
Ergebnis: Die Neilsche Parabel mit a ~ 0.36 beriihrt |* =°1vetstt-= : o lad
den Graphen der Polynomfunktion olz]as {uZ-6u+e)
1 . - I3
p(x) = ——x* +3x -3 im Punkt (2,2 | 1,2) 2 [ 5
2 3{u?-6-u+e]
4-u =3-u
w2
1w Fev | F= FE™ | FE™ i I5D1UEM=3—u,u
v = [Zoom|THace ReEPaph Math|Draw|- F? 4-u
u= '3-[ﬁ+ 1] or u=3-[ﬁ— l:l
JuZ-g. 1
u G-u+th
e u=3([E-1)+a
T
.361618973236
m apprax] 33 - 1))+ 0 2. 19615242271
" FL) 1. 17691453624
" piu) 1. 17691453624
J=.B0384758x . 5384503 YY)
HAIN KAD AUTO FUHE HMAIN EAD AUTO FUNC 11,50
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Steckbriefaufgaben — wie seh‘ ich aus?
Beispiel 1: R

Es ist die Funktion f zu bestimmen, deren Graph durch
den Punkt P geht und den Wendepunkt W mit der
Wendetangente t hat.

Aus nebenstehenden Abbildung kénnen wir ablesen:

f(_2) = 0 f(1) = 2 t t t I: t t t t
f(=-2 f"(1)=0 o o
Fiir die Funktion schreiben wir den Ansatz I P
f(x)=a-x*>+b-x*>+c-x+d und speichern den e P
Funktionsterm in y(x) ab. Die erste Ableitung speichern A

wir in yi(x), die zweite Ableitung in yii(x).

Anschlielend setzen wir unsere vier Bedingungen ein

und l8sen das Gleichungssystem mit dem Befehl rref
(Achtung: alle Koeffizienten eingeben, auch die, die Null sind).

(e alcote ot her ramiofc1een Us| | ™ b a|o ot ot her FramI0|c 1o Us] |
la-x3+b-x2+c-x+d+u(xj Dok 1 o8 o 82
o1 oo -89
" FR(400)  wit) Done B e 1@ -1;x9
2
l: 2[u(xjj+uii(x) Doke ool %
N ]
B32F 3 3 8.27
=y -2 =0 Sa+4-b-2-c+d=0 - h
myill=2 atb+c+d=2 "oEsdsb 23
myifl)= -2 FatZbto=-2 "olos3sc - 1a-3
mygiicli=0 E-a+2-bh=0 w299 Aoa
-2 4 -2 10 27 . )
2w 2w 10 = 100G
L= ; ; 1 I; 2_2 e ¥ 3 T3 to
x> g-x% 10-x _ 108
E 2 0 oo 1@ @ @ 827 7 - T - E] - E] + I + gl Do,
’rﬂ i 0 Q -89 ...—B*x“Ez’?—lﬂ*xﬁ?+1ﬂﬂ/2?+91(x)l
a3l ] DEG AUTO FUMNC 14430
B @ 1 @ -1@-9
wl.1,.23;3.2.1.0,"2;6.2.0,0.01> e 1 B L ] FEw T FB™ [F7
MAIN TEG AUTO FUNE 47/50 + f=—|Zoon|Trace [ReEraph |Math |Draw |~
Ergebnis: Die Funktion Y A & A
8 8 10 100 ......... TR A
f(x)= -5 x° ——x*——x+—— gehtdurchP(-2|0) [———————F | "
27 9 9 2r ~ iy
und hat in W(1 | 2) den Wendepunkt, wobei die imilestion L LT
Steigung der Wendetangente -2 ist. el . OROSE . | wefs. DHoes

Beispiel 2:
4y
1° Bestimme die Funktion f, von der man die Tangenten im
I Wendepunkt W sowie im Punkt R kennt.
I f(-2)=1 f(3)=-2
Sl [ reasos r@e
. W. . . . . . . ) f”(—2) =0
5 4 4 2 t 2 3 4 05 X

Wir haben 5 Bedingungen, deshalb lautet der Ansatz fiir
die Funktion:

fx)=a-x*+b-x*+c-x*+d-x+e
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Die Serie der folgenden Abbildungen (jeweils von links nach rechts betrachtet) verdeutlicht die

Losungsstrategie.
e Funktionsansatz speichern
Ableitungen bilden

[
e Bedingungen einsetzen
e Gleichungssystem 16sen

|’F1 T Fev Trsz Fi T FE T FE™
- E AlgebralCalc|0ther PranI0|Clean Upﬁ

I‘Fi T Fer Tr3vT r-n-T 3 T FE™
vaFllgebr*aEachtherPr‘ngDClean Up |

o aw] + giilx) Dare
dxz
la-><4+b-x3+c-><2+d-><+e-}l=l(x) Done| |95 "22=1 lg-a-58-b+d-c-2Z-d+e=1
d ) myiZ= -2 2l a+27-b+9-c+3-d+e=-2
" Tl ) # i) Done| |ayic-2)= -.5
= -32-a+12-b-4-c +d=-. 500000
nd =00+ uiic) Done| [|®witdr=1 102 2+2F-b+é-c+d=1
i Bgiil-2a=10 q8-a-12-b+2-c=0
Bl x, 2)-}911()() gii{~23=0
FAIN DEG AUTO FUMC E/ %0 FAIN DES AUTO FLUMWC B/Z0

|’F1 T Fer Trsz r-rrT FE T FE™ T]
- E AlgebralCalc|0ther PramldfClean Up

|’F1 T Fer Trsz r-rrT FE T FE™ T]
- E AlgebralCalc|0ther PramldfClean Up

16 -8 4 -z 1 1 3
168 080 08 ==
21 2F @ I 1 -2 823
- - - 43
" rref|| -32 12 4 1 8 -1-.2 B 1688 s
mE 27 & 1 @ 1 cq
42 -12 2 @ @ @ B8 100 -S
]
1 8 0 8 0 == _ 1189
] BB 618 -42=2
2'?61!3148 “12 2. 0.0,.01)
Mﬁl DEG AUTO FIJNIZ 11430 (RG] DEG AUTO FUNC 11/30
1 Fer Fxr Fy=r FE F&r 1 Fer Fxr Fy=r FE F&r
|v E Alasbra|Calc|0ther F'r*ngDlEleah LIP-T_\ |v E Alasbra|Calc|0ther F'r*ngDlEleah Llrrﬁ
236 i A=A L]
@ o001 -5 | 1250 250
2 ) - 238
EE ta —635 "Ezm e 625
43 49 ey
"Tzm0 b 1250 3wt 49 e3w? 1189w 23e
.52, &3 EZo 1250 L] 1250 625
Ezo - 5| [+ uic Do
o] O
a3l ] DEG AUTO FUMNC 1630 a3l ] DEG AUTO FUMNC 18430

p.;p EFE,':E

p.;p EFE,':E

IhFlectmn
wct -2, 020060 it 1, DCGGEEL,

u=1. 0OE0EE: -5, BHoooE |

HMAlN DEG AUTO FUNC

HMAlN DEG AUTO

4

49 , 69 , 1189 = 236

Ergebnis: Die Funktion f(x) = 9 X
625

hat die Steigung 1.

+ X X
1250 625 1250 625
den Wendepunkt und die Steigung der Wendetangente ist — . Die Tangente in R(3 | -2)

hatin W(-2 | 1)
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Tangente von einem Punkt an eine Kurve

Vom Punkt P(—6 | —1) soll die Tangente an den Graphen der Funktion f(x

=+/8x gelegt werden.

Bestimme die Gleichung der Tangente und den Bertihrungspunkt T.

Bevor wir diese Aufgabe zunidchst im GRAPH-Fenster
untersuchen, definieren wir die Funktion, weisen den
Funktionsterm y1(x) zu und stellen geeignete WINDOW-
Werte ein.(z.B: xmin =-14, xmax = 21, ymin = 4,
ymax = 11).

Wir stellen die Funktion graphisch dar und zeichnen einige
Geraden durch den Punkt P(—6 | —1). Dazu verwenden wir

1 FEv FE™
- [y r*ai:e- eiGtaph|Ma
E £ T [ E hMath
1:ClrDOraw
21 0r-amFunc
Zi0r-amIng
4
5

tOrawFol
= D3P arm

HMAlN DEG AUTO FUMC

den Befehl DrawSlp aus dem Draw-Menii F6. DrawSlp braucht die drei Eingaben x1, y1, Steigung
und zeichnet eine Gerade durch den Punkt (x1 | y1) mit der angegebenen Steigung mit der Formel

y —y1=Steigung - (x — x1).

(Slp steht als Abkiirzung fiir das engl. Wort slope; slope bedeutet Neigung, Gefille)

Durch systematisches Probieren wollen wir nun versuchen, die Tangente zu ermitteln.

diese Gerade ist zu

1. Versuch: DrawSlp -6, -1, 1
steil und geht an der Kurve vorbei

2. Versuch: DrawSIlp —6, —1, 1/2....diese Gerade ist zu
flach und schneidet die Kurve in 2 Punkten

3. Versuch: DrawSlp —6, —1, 3/4 ....diese Gerade ist
wieder zu steil

4. Versuch: DrawSlp -6,
Zu ,,passen‘.

—1, 2/3 ....diese Gerade scheint

HMAIH DEG AUTO FUNC

Nun wollen wir rechnerisch zeigen, dass die gesuchte Gerade exakt die Steigung k = 2/3 haben

muss.

Losungsstrategie:

e Fiir den Beriihrunspunkt am Funktionsgraphen (den
wir noch nicht kennen) setzen wir T(u | f(u)) und
unsere Aufgabe ist es, die unbekannte x-Koordinate u
zu bestimmen.

Tangentengleichung in T aufstellen; den Term in
t(x) speichern.

Die Tangente muss durch P(—6 | —1) verlaufen, d.h.
t(—6) = —1. Dies ist die Bedingungsgleichung fiir u.
Gleichung nach u lésen; wir erhalten u = 9/2.

Mit der Eingabe t(x) | u =9 /2 erhalten wir den Term
der Tangentengleichung, den wir in y2(x)
abspeichern.

Die x-Koordinate des Beriihrungspunktes ermitteln
wir mit f(u) = 1(9/2) = 6

Ergebnis: Die Tangente von P(—6 | —1) an den
Graphen der Funktion f(x = /8x lautet

ty= %x + 3. Der BerUhrungspunkt ist T(4,5 | 6).

|’F1 T FE™ Trsz G T FE T FE™
- E Algebral|Calc|Other [PrgmI0|Clean Upﬁ

" 0efine fix)=[3 = Do,
= tangentelu, 1) —E .(E*- a
.M EY t_(x:' DC‘I"IE'
Tu
=4 -6) = -1 —E'(ﬁ' I
lsolue[M= 'l,u] =92
Ju

" = 22 2xr3
LR N-Ears| =1
IZL;-? F Y200 Done,
C2¥+ P332 O

HAlN DES AlTO FUHC B30

17 Fer [ FE™

- f=—|Z0omn Tr*ac,E- REGr*aph Mat.h|Dram| -

wo 4, 2000aa

jSi=y]-yyn/e]a]e]a]e]

HMAIN DEG AUTO FUNC
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Steigungswinkel der Tangente im Punkt eines Kreises — Implizit Differenzieren

Beispiel: Im Punkt P(3 | y>0) des Kreises k: (x — 4)> + (y + 2)* = 10 soll die Tangentensteigung und
daraus der Steigungswinkel berechnet werden.
Diese Aufgabe kann auf zwei Arten gelost werden:
a) Der Kreis wird in eine obere und eine untere Hilfte aufgeteilt. Indem die Kreisgleichung nach y
gelost wird, wird die richtige Hélfte durch eine eigene Funktionsgleichung in expliziter Form

b)

b)

beschrieben.
Die Kreisgleichung wird implizit differenziert.

Zuerst speichern wir die Kreisgleichung in einer
Variablen ab und ermitteln die fehlende y-Koordinate
des Punktes P. Anschliefend 16sen wir die
Kreisgleichung nach y auf. Die richtige Kreishélfte
speichern wir z.B. in f(x). Danach berechnen wir f'(3).

Den Steigungswinkel o ermitteln wir aus der Beziehung
f'(3)=tan(«x).
Der Steigungswinkel betrdgt rund 18,4°.

Beim impliziten Differenzieren braucht y nicht explizit
dargestellt werden. Wir miissen darauf achten, y in der
Form y(x) dem TI als Funktion von x zu iibergeben. Die
Kreisgleichung kann direkt differenziert werden. Der TI

liefert eine Gleichung, die nach y' = di (y(x)) gelost
X
werden muss. Wenn wir den solve-Befehl anwenden
und als Variable fiir die Losung di (y(x)) eingeben, so
X

reagiert der TI mit einer Fehlermeldung. Ein kleiner
Trick kann hier Abhilfe schaffen. Wir ersetzen

d (¥(x)) durch eine Hilfsvariable u. Damit kann die

dx
Gleichung nach u gelost werden. Mit x = 3 und y(x) = 1

erhalten wir die gesuchte Steigung.

|’F1 T Fzr TrsvT ruvT FE T 5 T]
- E Alaebra|Calc|0bher|PramIl|Clean Up
wix—a)T +(u+ 217 =105 ke
wZ-Bw+yS+d-ou+20=10

lsnlue[kr|x=3,u] uy=1 or y= -5
B colual bk, 4l

"]'x2+8-><—6+2] ar I=|=J'><2+'8-x—6—2
o I
a =

» ) [ =3

= tandtil-3)

taniCl- 3>
AN DEG ALUTO

Do
1.3
18. 4349458229

FUMC B/EQ

(- 40+ (i) + 209 =10 5 ke
(W) +4- Ul + %2 - 8% + 20 = 10
(2 a0+ 4) (U] + 2 x -8 =8

= (k)

" solue((2 w00+ 4) (U0l + 2% -8 =0,

Ertrori Argurment must be a variable nark

w B w2 ¥ =0, E ) 3D

HMAlN DEG RUTO FUMC /50

[Fi T Fev Trsz r-an 3 T FE* T]
- E Algebra|Calc|[0ther|PramI0(Clean Up

=2y + ) ()] + 20— B =0 | (ut
Zuxl-u+Zox+d-u-5=0
BepluelZ - glxil-u+2-x+4-u—-8=0,u

)
HTana Tz
. ;Ei;jz:' |5=3 and (=1 13

WwH— A+ 23 1 w=3 and wOxd=1]

FMAIN DEG AUTO FUMC 4/En

Zur Automatisierung des impliziten Differenzierens konnen wir eine Funktion definieren.

define impldiff(gleich) = right(solve(d(gleich,x) | d(y(x),x) = u, u))

Beispiel: Von der durch y® = 2x + 3y gegebenen Kurve

soll die Tangentensteigung im Punkten Q(-9 | -3) berechnet
werden.
Hier wére es auflerordentlich aufwendig, die Gleichung

y3

=2x+ 3y nachy zu lésen.

|’F1 T Fer Trsz r-rrT FE T FE™ T]
- E AlgebralCalc|0ther PramldfClean Up

'(':l(ﬂ)s =2-x+3-ulx)+gleich
(H(K)JE =F-ulx +2on
-
3 (ucn? - 1]
112

mimpldiffigleich) + steig

mcteig | ylxi= -3

steiglydxd="3]

HMAIN DEG AUTO FRE /30
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Gleichung der Tangente im Punkt einer Ellipse

Ermittle die Gleichung der Tangente im Punkt P(-2 | y, > 0) im Punkt der Ellipse

ell . 3x*+5y? =32

Vorgangsweise:

Zuerst ermitteln wir die fehlende Koordinate des Punktes
P.

Anschliefend ermitteln wir die Steigung der Ellipse im
Punkt P durch implizites Differenzieren.

Beim impliziten Differenzieren miissen wir darauf achten,
dass in der Ellipsengleichung y durch y(x) ersetzt wird.
Die Gleichung der Tangente im Punkt P ermitteln wir mit
dem Modul gerapk.

Die Ellipse stellen wir im Modus PARAMETRIC dar.
Dazu miissen wir zuerst noch a und b ermitteln.

Wir dividieren die Ellipsengleichung

b? - x*+a’-y* =a®-b* durch a* - b* und erhalten

X2 y2
“ + 2 =1. Die Nenner von x* bzw. y? stimmen dann
a
mit @ bzw. b? iiberein.
2 2
X
3x245y? =32 = X, 4

2 2

X y

32 32
+ :1,d.h.a:1/g; b= /g
32/3 32/5 3 5

Abschlieflend beniitzen wir im HOME-Fenster den Befehl

~ |1 gebra|cale [ofher |Pramio|c1ean Up|

03 xZ+5.9%=3246l1 Ix2+5.9%=32
mell|x=-2 S-ul+1z=32
lsnlve[5-92+12=32,u] gy=2 or u= -2
el |u=ulx 4 ell S-fuixd) + 332 =32

" inpldiffiell %
impldiff<ell >
FAIM DEG AUTO FARE B0

1 Fer Far | FHT FE FE~
- E Alaesbra|Calc|0ther [PraniIdfClean Up
S (gt + 302 =32

mell |y=uixi+ell

, . -3
®impldiffiell) TR
I& = —2 d = 2 3/5

TS |>‘5— and gl =

_2 .
. ger‘apk[[z ] 3/5] 3—5" + 165
DrawFunc 3*x~/5+16.75]
MAIN DEG AUTO FAK 7/ 30

HMAlN DEG AUTO FAFR

DrawFunc zur grafischen Darstellung der Tangente. Nach DrawFunc muss der Term einer

Funktion eingegeben werden.
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Bestimme den Schnittwinkel der beiden Kurven!

Eine Parabel und eine Ellipse (jeweils in 1. Hauptlage) haben einen
gemeinsamen Brennpunkt und gehen durch den Punkt P (3‘ 2.6 )

-~

Wir beginnen mit der Parabel und machen den Ansatz
par: y?=2-p-x.Durch Einsetzen des Punktes

P(B‘ 2.6 ) konnen wir p bestimmen. Wir erhalten so die

Parabelgleichung y? = 8x und den Brennpunkt F(2 | 0)

der Parabel. Dieser Punkt ist auch ein Brennpunkt der
Ellipse, die durch P geht.

Ansatz fiir die Ellipse ell :  b?x* + a’y? = a’b®

Wir brauchen fiir die Bestimmung von a und b zwei
Gleichungen. Eine bekommen wir, indem wir P in die
Ellipse einsetzen.

Der Brennpunkt F der Ellipse ist F(2 | 0) und es gilt:
e’ =a® —b?, d.h. 22 =a® - b?. Dies ist die zweite
Gleichung.

Wir erhalten so die Ellipsengleichung

ell . 32x* +36y* =1152 bzw. vereinfacht

ell : 8x*+9y” =288.

Durch implizites Differenzieren berechnen wir von jeder
Kurve jeweils die Steigung k im gemeinsamen Punkt

P3|2-V6).

Wir bilden die Richtungsvektoren der Tangenten:

k™
ZW. .
kpar kel/

N

Fev Few |_ Fuw FE FE™ T ]
- E AlachralCalc|[0ther|PramI0|Clean Up

lg2=2-p-x+par- I\=|2=2-|:r )
lpar‘|x=3 and u=2[& 24 =6
lg2=8-x+par- g2=8-x
yr2=8¥xrpar

HAIH DES AUTO FUNC =750

1 Fer Far | F4T FE FE™
- E AlgebralCalc|0ther PramldfClean Up

lb2-><2+az-g2=az-h2+ell
b2 2422 22 a2 2
lell|><=3 and I=|=2-JE
24.22+9.p2 =32 2
nz4.3Z+9.bf=5%.p%|af=4+b7
33 bpl+oe=p2[pl+4)

LHat2+ b 2=a"2 %21 a*2=4+h"3|

|’F1 T Fer Trsz r-rrT FE T FE™ T]
- E AlgebralCalc|0ther PramldfClean Up

HMAIN DEG AUTO FUNC B30

3362+ 96=b2 [p2+4)

lsnlue[SS-bz+96=b2'[b2+4]=h]
b=4-JZ or b= -4.[Z

m4.JZab 4-[Z
m4+b2 36
- =
6-+al

(RG] DEG AUTO FUMNC i0/30

1 Fer Fxr Fy=r FE F&r

|v E Alasbra|Calc|0ther F'r*ngDlEleah Llpﬁ
BEF g =1
mcll I2-x2 + 3642 = 1152
-E'Tl‘lﬂll g-x2+9.92 =208

a-(ui)? + 8-xZ = 288
2 (i) +8-x2 = 288

lell|g=g(x)
mell |y=uix)+ell

ellly=uixi+ell

HMAlN DEG AUTO FUNC 14750

Mit dem Modul wink(v1,v2) berechnen wir abschlieBend den Winkel zwischen diesen beiden

Vektoren.
1 Fov Fav | FHT FE FE* rfim‘[ Fer T Far T Fir T FE T FE™ ﬁ
v f=—|Algebra|Calc|Other |PranI0|Clean Up = f=—|Algebra|Calc|[0ther[PramI0|Clean Up
- m j 1dif¥ R —
= impldiffiell) B | (RinPldiffipar) ey
EREE 4 E
-8 -z-J& '—|H(><)=2'J_E~ =
.—B'H(X)|x=3 and wixi=2-J& —5— ':;-(x:l 13
1 1 1
" JE|*uE £
2] g 2 :
2 F oA e winkivi, vz 67 . TI23457014
impldifffell? winktvl _uv23]
[RGIL] DEG AUTO FUMC 1B./20 a3l ] DEG AUTO FUMNC 2230

Der Schnittwinkel der beiden Kurven betragt 67,79°
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Tangenten aus einem Punkt an eine Ellipse

Aus dem Punkt P(18 | -9) sollen die Tangenten an die Ellipse x* +2y? = 54 gelegt werden.

Wir ermitteln die Parameterdarstellung der | £=|p1gébralcsTc|other prantofciein ue
wFLOTE
Ellipse und stellen diese grafisch dar. niZe2 o540l xZ+2.y2=54 [ZEE1ZEIO0=(LS
. . . . 2 Tyl wut2=18
AnschlieBend probieren wir zwei Gerade =24 e nat =i
. . o o = = gt 3=
durch den Punkt P mit den Steigungen . ppopppac[% = 1] i1 | EHE
wha=
k=-1,25 bzw. k =-0,75 (gerapk, =[54+a: [FF+b 3.6 |_utss
. . TG4 2a s T{2702+H ®xt2Ct>=18]
DrawFunc). Keine der beiden Geraden RN RES HITE BE_S72 HAH CER HITE

passt. Eine Gerade hat S = =
vla ng:-ébr*a I:Faglc. D{ﬁEPTPPFQSNIUTCIEFaEH UpT_] JE ZFDsz

gar keinen Schnittpunkt Thin=D.
. . . . 181 _ B ) t,si;,E-E=_2. ’
mit der Ellipse, die ger*apk[[ - 9], 1.25] 13.5-1.25%  [min=-15. i ?\\

andere zwei. Die . I:Ir*al.»JFl.,lr'u:.1 313. 5-1.25x Done, Eﬁ?rl';é‘BSE
lger‘apk[[ ] -.?5] 4.5-.75-x |2MaTy-
gesuchte Tangente darf -8 sscl=1.
X X B OrawFunc 4.5 - .75 - Dot
aber nur einen Punkt mit |drawfunc 4.5—_ 75%x |
Hald DEG AUTOD FRE 430 | MAIN DEG AUTO FAE
der Ellipse gemeinsam
haben.
17" Fzr Fzr Fyr FE Fa*
In der Form y = k - x + d machen wir einen unbestimmten ~ =l 3ebra[c5Te lother roniolciea ”Pm
By=fk-x+d+t gy=k-x+d
Ansatz fiir die Tangente t und es gilt k und d zu bestimmen. "t|x=1% and y= -3 G=d+ 18k
. . . . . Bzolyel -3 =d+ 18-k, d) d=-18-k-9
Wir kénnen den Punkt P(18 | -9) in die Geradengleichung von |u4|a=-15-k-3+¢ G=kox-18 k-9

t einsetzen und die entstehende Gleichung nach d 16sen. Den ~ [*ell]9=k=-18-k-5
(262 1] e 36 k(2 ke + 10+ 16212 ¥

Ausdruck fir d setzen wir in t ein, den neuen Ausdruck ell lu=k¥x—1B8%k—9]
. . X . HAIH UEG AUTO FAE 8770
speichern wir wieder in t ab. -
17 Fer [EAd Fuyr FE FE™
» g=—|[Alaebral|Calc|Other |PranI0|Clean Up
LR FIIE —oBb E 12 K+ I ®F 1622 E-

Danach setzen wir die Tangentengleichung in die Ellipse ein 2 2
' ' . _ . weolvel[2 k24 1] w2 - 36 k(2 k+ 1)+ L
und erhalten eine quadratische Gleichung in der Variablen x, ef[Fl5kve ks )e3kcz k),
w=

die wir nach x 16sen. Es gibt nur dann genau eine Losung fiir 2 k241

- 2 —
. . . 1 315k E-k+1]=0,k
x, wenn der Wurzelausdruck in den Losungen verschwindet. | ** vl [-3 (5426 s ]= . 1/]5 o k= -1

wlueCIC- IR Chxk2+6%k+1 D=0, k|
HARIN BEE AUTO

FAE__ 1130

Aus dieser Bedingung kann das fehlende k ermittelt werden.
Damit sind die beiden Tangentengleichungen gefunden.

Die Beriihrungspunkte ermitteln wir, indem wir die Tangenten mit der Ellipse schneiden.

v i |R1gebralcalc [other Pranioclein up v i |f1gebra|cale [other Pranioclen Up Mit den Befe_hlen

fETE FIUEETITEL =] = DrawFunc right(t1)
wsotvel[-3 (5 kZ+6- k+1)=0, k) "hl|x=-2 ¥y

=-1-5 or k= -1 "t k=-1+1t2 y=9-x ZW. .

't|k= -l il '=I=?x—2?/5 'E'11|t2 3'><2—36'X+162=54 DraWFunC rlght(tZ)
mzolue(ell | L1, =) %= -2 |mzoluel3 =€ -36 %+ 162 =54, x) =5 uberzeugen WIr uns von
mti|x=-2 y= -5 |wt2]x=6 u=3 der Richtigkeit unserer
t1lx="2 t21x=6 .
HAIN X I TEG ALTD FAE_ 14730 MAIN x=b| TEG AUTO FAE_ 18730 Losung.

Ergebnis: /\
x 27
t, Y=g T.(-2-5) t,iy=-x+9; T,(63) &/

HAIN DEG AUTO FRE
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Schmiegungskreis im Punkt einer Kurve

Unter dem Schmiegekreis verstehen wir einen Kreis, der eine Kurve in einem Kurvenpunkt nicht

nur beriihrt, sondern sich auch moglichst gut ,,anschmiegt®.

Es soll ein Kreis gefunden werden, der den Funktionsgraphen von f(x) = — % x* +Xx+5 im

Hochpunkt H bertihrt.

Wir wollen den Mittelpunkt dieses Kreises durch
Schnittpunkte von Kurvennormalen berechnen.

Wir definieren zuerst f(x), speichern den Funktionsterm in
y1(x) ab und zeigen, dass der Hochpunkt H die
Koordinaten (4 | 7) hat. Die Kurvennormale im
Hochpunkt ist parallel zur y-Achse und hat die Gleichung
x = 4. Der Mittelpunkt des gesuchten Kreises muss auf
dieser Geraden liegen.

In einem ersten Versuch probieren wir Normale an den
Stellen x = 8 bzw. x = 7 und schneiden diese mit den
Normalen im Punkt H. Die Abbildung rechts zeigt die
Ergebnisse. Man erkennt deutlich, dass diese Kreise die
gegebene Kurve schneiden und dass der Kreis besser
passt, der zur Normalen an der Stelle x = 6 gehort.
Vermutung: Die Ndherung wird umso besser sein, je
dichter die Normalen an die feste Normale im Punkt H
heranriicken.

Nun wiéhlen wir im HOME-Fenster eine Variable h

(h > 0) und ermitteln die Kurvennormale an der Stelle

x =4 + h. Diese Gerade schneiden wir mit der
Kurvennormalen an der Stelle x = 4. Im Schnittpunkt
kommt die Variable h vor. Nun lassen wir die Stelle, an
der wir die Kurvennormale errichten, immer ndher an die
Stelle x = 4 heranriicken. Dies geschieht, indem wir h

|’F1 T Fev Trsz r-wT FE T FE* T]
- E Algebra|Calc|0ther FramI0fClean Up

WDefine Fixl=-1/8 2 +x+5 Dane
" rormaleld, ® w=3
m-F|x=4 1
94
B rormalelr, K T - 8324
-%—33/24“.::4 158
B OrawFunc = — 3 Done
= Or-awFunc 4;< - 83724 Done

B Or-awParm 4 + 6 cos(t), 1 +6-sinCta, O, 3
Done

B OrawParm 4 + 5,125 cosit), 1,873+ 5. 125 p
Done

AN = A

HMAIN DEG AUTO FUNC

IZw-ho o+ P4 h - 128

B rormaleld + b, x)

Eh
32x-hPr2en-1ze Ah2-24)
B h ®E B

B =n B
mym|h=.1 2.99575
mym|h=.01 2.9999575
m lim um 3
h+8
limit<{um.h 0

HMAIN ERD AUTO FUMC 12750

immer kleiner werden lassen. Wir konnen zunéchst direkt fiir h immer kleinere Werte einsetzen und

so erkennen, dass der Mittelpunkt des Kreises die Koordinaten (4 | 3) haben wird.

Wir fithren nun den Grenziibergang h — 0 mit dem TI durch. Die Eingabe limit(ym, h, 0) liefert

tatsachlich fiir ym den Wert 3. Der Radius des Kreises ergibt sich aus ‘W‘ = 4. Die Gleichung des

Kreises lautet somit (x —4)? + (y —3)* =16 bzw. in Parameterdarstellung

x=4+4.cos(t) y=3+4-sin(t) (0<t<360)
Mit Hilfe des Befehles DrawParm, den wir im HOME-
Fenster eingeben, bekommen wir die Parameterdarstellung

des Kreises gezeichnet. Die korrekte Eingabe lautet:
DrawParm 4 + 4.cos(t), 3 + 4-sin(t), 0, 360, 4

HMAIN DEG AUTO FUNC
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Schmiegekreise einer Ellipse

Wir wollen die Schmiegekreise in den
Hauptscheitelpunkten A und C durch Schnittpunkte von
Kurvennormalen berechnen.

Wir betrachten die obere Halfte der Ellipse als Graph der

b A [

Schmiegekreis im Hauptscheltel A(-a|0):

Wir ermitteln die Gleichungen der Normalen an den
Stellen x = -a und x = -a + h und bestimmen deren
Schnittpunkt. AnschlieBend bestimmen wir den Grenzwert
fiir h—0.

Da die Normale im Punkt A die Gleichung y = 0 hat,

brauchen wir nur die Nullstelle der Normalen an der Stelle
X = -a + h ermitteln.

Funktion f(x

Fiir den Schmiegekreis im Hauptscheitel A(-a | 0) gilt:

2 2
M(—a+b—|0] |
a a

Schmiegekreis im Hauptscheitel C(0 | b):

HMAlN

I‘Fi TrszvT stTrsv
w f=|Algebra|Calc|0ther|PramI0|Clean Up |

" Define F(x)— Slat - =T Done

" prormalel —a + h W

-m-[az

DEG AUTO FAFR

wafa-h)(al- bz]]

a-la-hl'b
[ [z a-rihR az><+(a—hj a —h.

" reros = Ta-F b
{ (a—hj a —hz]}
. m[ (a—h:l ] -[az—bz]

b+ =
|2

lexpand[—[a = b ] b?z_a

expand?t - {a*2-h"2> a)

HMAlN DEG AUTO FUMC 5450

Die Kurvennormale im Punkt C hat die Gleichung x = 0. Diese Normale schneiden wir mit der

Kurvennormalen an der Stelle x =0 + h.
Fiir den Schmiegekreis im Hauptscheitel C(0 | b) gilt:

2 2
Molp-2 | = r=2]
b b

Die Mittelpunkte der Schmiegungskreise kann man auch
konstruktiv bestimmen:

e A mit C verbinden
e durch den Punkt N(-a | b) die Normale n auf AC
e Normale n mit den Koordinatenachsen schneiden

|’F1 T Fev Tr:v]’ ruv]’ FE ]’ FE* T]
- E AlgebralCalc|0ther [PramI0fClean Up

®rormalell + ko, X

Jaz—hz-[a2 W= [az—bz] h]
a-b-h
ST (a2
a-b-h B

2221, s a2 2
- [a b 3 519n(a)|a - [a - b ]
o2 2 2
-expand[—[a m b ]] b_aT

expand?_{a™2—h™2x h>

HMAlN DEG AUTO FUNC &/50
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Der groRte Sehwinkel >
Eine vielfach gestellte Extremwertaufgabe lautet: Auf einem Sockel (Hohe s) ‘(1 ‘}
steht eine Statue (Hohe h). Bei welchem Abstand x erscheint einem Betrachter . ! )
(Augenhohe a mit a <s) die Statue unter dem grofBten Sehwinkel? < [
Im Internet fand ich folgende Variante des Problems (Idee von Hans-Jiirgen g;«

7 (SiSee SESSemciT 1Y)
Kayser):

Ein Student folgt einer Studentin und bewundert ihre Beine. In welcher Entfernung x muss er hinter
ihr hergehen, um die Beine, soweit sie unter dem Rock hervorschauen, unter groBtmdéglichem
Blickwinkel zu sehen?

Die Hohe des Rocksaumes betrage | = 48cm, die Augenhohe des Studenten sei a = 169cm.

Mit der Cabri-
Geometrie des TI-
92 lasst sich das
Problem leicht
veranschaulichen. +

T.23" 9,59 T.2"

FMAIN DEG AUTO FUNC HMAIN DEG AUTO HMAIN DEG AUTO

Analytische Losung:

Mit den Bezeichnungen der nebenstehenden Abbildung ergibt sich
fiir den gesuchten Sehwinkel:

Z(BAC)=Z(OAC)— Z(OAB)

Z(OAC) = tan™ (fj Z(OAB)=tan™ (" -1 j
X X

Fiir den Sehwinkel in Abhéngigkeit von der Entfernung x ergibt sich

somit f(x)=tan" [gj -~ tan*[a — Zj.
X X

Wir stellen die Funktion grafisch dar (MODE RADIAN) und kénnen direkt im GRAPH-Modus
iiber F5 Math das Maximum ermitteln. 8
Bei der Losung im HOME-Fenster werden die
Nullstellen der ersten Ableitung der definierten
Funktion bestimmt.

|’F1 T Fer Trzv]’ Fu= T FE T FG*
- E AlasbralCalc|Other|PramI0|Clean Up

1 Few | F3 & FEx | FE™
- E Zoom|Trace HeEr‘*aphTHathTDr*aw

-

Mazimum

".45 1 =48 | w2i1. 4799998 gct . 16628246

m]. 69343 1.69| |HaiR FAD_AOTO FUMC

" 0efine fix) =tan'1[§]—tan'1[a_ 1] Done " =1.4% ar w= -1.43
m{C1.43) ABRZEZAEETTV

" SDIUE[%EF(}{)] =i, }:]
#=1.43 or x=-1.43
solveCdCf Gl xd=0_x>

MAIN FAD AUTO FUWC 4/30

g - 1BEZEZ4E37FEED - 180 . 5o7oETIN 45

n
-16628246377682%180-n

MAIN FAD AUTO FUMC B30

Ergebnis: Der grofdte Sehwinkel ergibt sich bei einer Entfernung von 1,43 m und betragt
rund 9,5°.




