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Vorwort
Vor geraumer Zeit habe ich in dieser Serie von CAS-orientierten Biichern ein Buch zum

Programmieren mit Derive veroffentlicht. Diesem Buch war ein relativ groB3er Erfolg inner-
halb der deutschsprachigen Derive-Gemeinde beschieden.

Zum Programmieren mit dem TI-92 bzw. Voyage 200 gibt es auch einige sehr gut brauchba-
re Materialien. Leider wird dem Programmieren nur mehr sehr wenig Bedeutung im tagli-
chen Gebrauch in der Schule zugemessen, da es fiir (fast) alle Zwecke zum Teil ausgezeich-
nete fertige Software gibt.

Dabei wird aber nicht beachtet, dass das Umsetzen eines Algorithmus in eine — welche auch
immer — Programmiersprache einen sehr wichtigen Aspekt des Mathematikunterrichts be-
leuchtet, ndmlich das Umsetzen eines an sich bekannten Prozesses in eine andere Sprache.
Dazu ist es aber notwendig, diesen Prozess — und sei er noch so einfach — ganz genau zu
analysieren, inklusive von Sonderféllen, die oft gar nicht beachtet werden (,,weil das eh nicht
passiert, wenn man’s mit der Hand rechnet!*).

Das Arbeiten mit Schleifen und Abfragen, die Beriicksichtigung von Plausibilitdtskontrollen,
eine benutzerfreundliche Eingabe und eine klare Ausgabe der Ergebnisse sind wichtige
Punkte bei der Erstellung eines ordentlichen Programms.

Das Programmieren mit dem TI-Nspire war bis zur Version 1.2 eine sehr mithsame Sache, da
vor allem das Editieren des Programms — auch mit der PC-Version nicht recht bequem von
statten ging. Ab der Version 1.3 wird ein sehr handlicher Editor geboten, mit dem sich flott
arbeiten und testen lésst.

Alles, was in diesem Biichlein mit der PC-Version gezeigt wird, ldsst sich vollkommen iden-
tisch auch am Handheld durchfiihren. Alle Programme/Funktionen kénnen iiber das Link-
Programm von einem Medium auf das andere iibertragen werden.

Als weitere Neuerung gibt es nun die Mdglichkeit, eigene Programmbibliotheken zu erstel-
len, die den Zugriff auf wichtige Hilfsprogramme (zB zur Statistik, Analysis, Geometrie
usw.) aus allen Dokumenten erlaubt.

Der Vorrat an Befehlen ist zwar eine erweiterte Fassung der TI-89/T1-92/Titanium/
Voyage 200/ Befehle aber es fehlt die Moglichkeit, die Grafikseite (die Graphs & Geometry-
Applikation) zu programmieren. Uber Umwege lésst sich aber doch Einiges erreichen. Als
groBBeren Mangel empfinde ich, dass in der aktuellen Version 1.3 eine interaktive Eingabe
iiber selbst erstellte Eingabemasken und/oder —meniis nicht mdglich ist.

Aber auch ohne diese genannten Moglichkeiten bietet TI-Nspire sehr viele Gestaltungsmog-
lichkeiten und es ist zu hoffen, dass dieses Biichlein zum Nachmachen und zum eigenen
Programmieren anregt. Der Leser sollte mit dem elementaren Umgang mit TI-Nspire vertraut
sein, dann wird der Einstieg in das ,,Abenteuer Programmieren® kein Problem darstellen.

Josef B6hm

(Beachten Sie bitte die Download-Adresse beim Inhaltsverzeichnis!)

© bk teachware



Josef B6hm: Programmieren mit TI-Nspire-CAS

1 Anstelle einer Einfithrung: die Finanzen

Stilgerecht wird das erste Problem in den Notes vorgestellt.

erstellt;

verzinst.

werden,

Perioden)
zB:|

Im ersten Programmierbeispiel wird eine finanzmathematische Tabelle

Ein Anfangskapital wird im Verlauf wvon n Perioden gleichmalZig um einen
festen Betrag erhéht. Das angesparte Kapital wird am Ende jeder Periode
Auszugeben ist ein Tabelle mit Uberschrift, in der der Kapitalstand am Ende

eines jeden Jahres (inkl. der eben eingelangten Zahlung) ausgewiesen

Der Aufruf des Programms soll erfolgen tber

fvprog(Startzahlung, fixe Erhéhung, Verzinsung in %, Anzahl der

fvprog(4000, 2000, 5, 5)

Zu diesen moglichen Ausgaben wollen wir kommen:

fopr 03(4000120_00151’?) . . fvall4000,2000,5,5)
"Periode" "Kapitalstand" ["Periode" " Kapitalstand" |
0.00 4000.00 0. 4000,
1.00 6200.00 1. 6200,
2.00 8510.00 2, 8510,
3.00 10935.50 3, 109355
4.00 13483228 4, 13482.3
5.00 16156.39 5 16156.4
Fertig

Ausgabe des Programms

Wenn im Folgenden von Programmen gesprochen wird, sind vorerst immer Funktionen und

Programme gemeint. Auf die Unterschiede zwischen diesen beiden Arten von Routinen, die

Ausgabe der Funktion

aus einer Sammlung von Einzelbefehlen bestehen, wird an gegebener Stelle hingewiesen.

In der aktuellen TI-Nspire Version 1.3 ist ein komfortabler Programmeditor eingebaut. Eine
weitere Neuerung besteht darin, dass Programmbibliotheken eingerichtet werden konnen, in
denen Hilfsprogramme abgelegt werden. Diese Programme scheinen — wahlweise — auch im
Funktionskatalog auf und kénnen aus allen Applikationen aufgerufen werden. Hier gibt es
aber schon einen wesentlichen Unterschied zwischen Funktionen und Programmen: nur

Funktionen lassen sich in anderen Applikationen einsetzen (wie zB auch in Lists & Spread-

© bk teachware



4 bk teachware Schriftenreihe

sheet, Data & Statistics, ja sogar in den Notes), wihrend Programme nur im Calculator aus-
geflihrt werden konnen. Manche Befehle lassen sich nur in Programmen einsetzen. Im All-
gemeinen ist man mit Funktionen flexibler, weil das Ergebnis als ,,Funktionswert™ direkt
weiter verwendet werden kann.

Der Editor kann als eigene Applikation sofort ,,eingefiigt™ oder aus dem Calculator iiber die
entsprechende Schaltfldche aufgerufen werden:

Func...EndFunc Offnen
— Prgm...EndPrgm Importieren =

Local Ansicht

»
Steuerung MName: [fval

Ubertragung »

Disp
Modus » Bibliothekszugriff: Keine v

Meue Zeile hinzufilgen

Als Typ konnen wir zwischen Funktion und Programm wihlen. Den Bibliothekszugriff
werden wir beim ersten Beispiel nicht gleich besprechen. Dass dies am ,,Taschenrechner*
genau so funktioniert, sehen Sie an den nichsten Bildern.

f# 1: Aktionen ] 5 ER |
Heo: 72l (i g BOG AUTO REELL g
i 3: Komplex » | =
y=4: Algebra b 3
25 Aok : (
P inlirhleait b
1: Programmeditor )] Typ:
21 Offnen 2: Func...EndFunc st -
3:Importieren  [3: Prgm...EndPrgm folintheazug i
A Ansicht A Local | Keine v|
5t Steverung ¥
6: Ubertragun M
7o l
2: Modus ¥
9: Meue Zeile hinzufigen 09 ||

Nun 6ffnet sich das Fenster des Programmeditors und wir kdnnen wie in einem gewohnli-
chen Texteditor den Programmcode eingeben. Fiir allfillige Sonderzeichen 6ffnen Sie ent-

weder die Liste aller Symbole oder blenden - am PC - die Taschenrechnertastatur ein.

Al fal 11
EI| fval 1f1| ]li:)efine fval)= =
unc

Define fval()= B i

P_unc EndFunc

EndFunc t BEE
,H S)—(OJN~ K= JE <)
L nls e [ela s )l OO0
I ®m o N MOAG

© bk teachware



Josef B6hm: Programmieren mit TI-Nspire-CAS

Ich vergroBere das Editorfenster und beginne mein

Programm (hier meine Funktion) zu

schreiben. Das Sternchen vor dem Programmnamen (*fval) zeigt an, dass diese Fassung noch

nicht zwischengespeichert wurde und daher auch nicht evaluiert werden kann. Erst die Akti-

vierung des Hikchens in der Meniileiste priift die Syntax und zwischenspeichert das Pro-

gramm. Dann kann es im Calculatorfenster aufgerufen und getestet bzw. verwendet werden.

Ich klicke auf das Héakchen und
bestétige den Meniipunkt

() ¥ (=) ] @ (o) hal

b4 (=) ] [© [

Swntax Qberprifen

In diesem Fall wird kein Fehler
gemeldet — was noch lange keine
Garantie dafiir darstellt, dass alles
in Ordnung ist und dass das Pro-
gramm genau das macht, was wir
wollen. Reine syntaktische Fehler
werden jedoch angezeigt.

Ein héufiger Fehler ist es, nach
einer Anderung auf das Kontroll-
hikchen zu vergessen. Die endgiil-
tige Speicherung erfolgt aber erst

mit dem kompletten Dokument.

Define fval(barw,zahlung,zins,per)=

Func

Local n,kap,tabelle

© FEinstellen des Ausgabeformats

setMode(5,2): sem{ode(l,lé)

kap:=barw

© Uberschrift festlegen

zabeﬁe:=[“Periode“ “Kapitalstand"]

© die Schieife n+t1 mal durchlaufen

For n,0,per

© die Tabelle um eine Zeile erweitern

© mit Zeile O beginnen
zabeﬁe:=colAugment(zabeHe,[n kap])

© ndchste m=n+1

zins
1+—

kap.= 5 skaptzahiung

EndFor
Return zabeHe|
EndFunc

Nun koénnen wir die Funktion testen. Dazu wird das Calculatorfenster auf normale Grofie

aufgezogen und dort die Funktion mit geeigneten Parametern aufgerufen (néchste Seite).

Wir sehen, dass alles bestens funktioniert. Die Zeilen, die mit einem © - erreichbar iiber -

eingeleitet werden, sind Kommentarzeilen, die vor allem der Programmdokumentation die-

nen sollen. Ich mochte gleich hier auf drei wichtige Zeilen aufmerksam machen.

Einstellungen fiir Berechnungs- und Ausgabepa-
rameter werden in setMode()-Anweisungen fest-
gelegt. Im Referenzteil kann man alle Mdoglich-
keiten nachschlagen. Einfacher ist es, aus dem

Editor die —Schaltﬂéche aufzurufen, dann off-
net sich ein Menii. Wenn Sie nun zB die gezeigte
Wahl treffen, wird automatisch die Anweisung
setMode(5,2) in den Programmcode eingefiigt.
setMode(16,1) legt das Format FIX 2 fest.

© bk teachware
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fvall4000,2000,5,5) Al fval 0/15]

[ Periode" "Kapitalstand"_ Define fval(baiw,zahhmg,zfns,per): [=

0. 4000, Func

1. 6200, Local n,kap,tabelle

2. 3510, © Finstellen des Ausgabeformais

5 10935.5 semiode(5,2): setMode(l,ltS)

' ' kap:=barw

4 134823 © Uberschrift festlegen

L > 161564 | fabeffe::{“Periode" "Kapitalstand"]
,ﬁuaf(500,25,2.5,8) © die Schleife n+1 mal durchlaufen

"Periode" "Kapitalstand" | | |[For #.0.per

0. 500. © die Tabelle um eine Zeile erweitern

© mit Zeile O beginnen
1 537.5
2 575,038 zabeﬁe::colAugment(fabeHel[n kap])
' ' © ndchste m=n+1

3. 615,336 zins

4 655.719 kap:=(1+ﬁ ‘kap+zahlung

5. £97.112 EndFor

6. 739.54 Return rabelle

7. 783.029 EndFunc

2. 827.604

Leider scheint die setMode-Anweisung hier nichts zu bewirken. Oder doch? Ich baue in die
zdhlergesteuerte For—EndFor-Schleife und nach ihr eine Disp-Anweisung ein, um das Zwi-
schenergebnis kap und das Endergebnis tabelle ausgeben zu lassen. (Derartige Ausgaben von
Zwischenergebnissen sind vor allem fiir eine allféllige Fehlersuche sehr gut geeignet.) Vor
der Zeile EndFor fiige ich also Disp kap und nach ihr Disp tabelle ein und rufe
fval(4000,2000,5,5) nochmals auf.

10935.50 Lt 16/17]
' Define fval(barw,zahiung,zins,per)= &l

13482.28 Func

16156.39 Local n,kap,tabelle

18964.21 © FEinstellen des Ausgabeformats

. Bl setMode(5,2):SetLIode(lJleS)
"Periode" "Fapitalstand" kap:=barw

0.00 4000.00 © Uberschrift festlegen

1.00 6200.00 fabefie::[”l’eriode" "Kapitalstand"]
2.00 8510.00 © die Schieife n+1 mal durchlaufen
3.00 10935.50 For n,0,per

400 1348228 © die Tabelle um eine Zeile erweitern

© mit Zeile O beginnen

. 5.00 16156.39 . fabe!!e::colAugment[fabeHe,[ﬂ kap])
"Periode" "Kapitalstand" © ndchste m=n+1

0. 4000. kap;:(1+ﬂ}-kap+zahhmg

1 6200. 100

9 8510, Disp kap

3 10925.5 EndFor

4 13482.3 Eistp mf“’feﬁ

eturn tabelle
5 16156.4 EndFunc
i
34‘99' g

© bk teachware



Josef B6hm: Programmieren mit TI-Nspire-CAS 7

Sie erkennen, was passiert: innerhalb der Funktion wird mit der durch setMode bestimmten
Einstellung gearbeitet. Die Ausgabe des Funktionswertes selbst erfolgt aber mit den in den
Dokumenteinstellungen festgelegten Formaten. Um mit dieser Funktion die Ausgabe mit
zwei Dezimalstellen zu erzwingen bleibt uns also nichts anderes iibrig, als die Dokumentein-
stellungen im Datei-Menii entsprechend festzulegen.

Sie werden sich mdglicherweise fragen, warum wir denn nicht nur die Disp-Anweisung
stehen lassen und die Return-Anweisung weglassen? Gute Frage, aber ich lade Sie ein, das
selbst zu probieren. Sie brauchen nur vor das return ein Kommentarzeichen einzufiigen und
die Funktion nochmals aufzurufen.

Ich werde in diesem Kapitel auf setMode nochmals zuriickkommen!

Mein zweiter Hinweis an dieser Stelle gilt der Anweisung colAugment, die es ermoglicht,
Zeilen an eine bestehende Matrix anzufiigen. Das war bisher beim V200 bzw. TI-92 nicht
moglich. In der vorletzten Zeile wiirde auch fabelle anstelle von Return tabelle reichen.

Der dritte Hinweis ist aber der wichtigste:

Alle auftretenden Variablen — inklusive der Schleifenzihler, wie hier das » — miissen in
Funktionen als lokale Variable am Beginn der Funktion als lokale Variable definiert werden.
Sonst handeln Sie sich eine Fehlermeldung ein.

Nun will ich noch ganz rasch die Aufgabe in Form eines Programms behandeln:

Aprog(4000,2000,5,5) 2] fvprog 1/11]
"Periode" "Kapitalstand"- Define fuprog(barw,zahlung,zins,per)= B
0.00 4000.00 f.;%:r':l n,kap,tabelle
100 6200.00 sethode(5, 2] sethMode(1,16)
200 8510.00 kap:=barw:n:=0
3.00 10935.50 fabeife:=["Periode" "Kapitalstand"]
4.00 13482.28 Loop
5.00 16156.39 | If n=per+1:Exit
) zabefie:zcoh&ugment(fabeffe,[n kap])
Fertig m=n+l
zins
Einstellungen kapl_(l-'—ﬁ haptzahlung
ziffern Flief} 6 v | ||[EndLoop
Bagenmali o | ||Disp rabelle
IFormat Mormal w EndPrgm
t komplexes Format Reell v
Maherung E:xakr v

Finden Sie die Unterschiede, wobei ich hier nicht die andere Methode meine, die Schleife
zur Berechnung der jeweils neuen Kapitalien und der entsprechenden Tabellenzeile zu defi-
nieren. Hier sehen Sie die Verwendung einer Loop—EndLoop-Schleife.

© bk teachware
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Da hier nur auf Disp zur Anzeige des Ergebnisses zuriickgegriffen werden muss, wird tat-
sdchlich die Ausgabe mit zwei Dezimalstellen durch die beiden setMode-Anweisungen
erzwungen. Ich habe die generellen Dokumenteinstellungen eingeblendet.

Grundsitzlich kdnnten im Programm », kap, und tabelle auch globale Variable werden, aber
dann bleiben sie auch auflerhalb des Programms bestehen. Das ist manchmal — vor allem bei
der Fehlersuche — niitzlich, aber sonst konnen diese Variablen nur bei anderen Problemen im
gleichen Dokument storen. tabelle wiare moglicherweise auch als globale Variable sinnvoll,
denn dann konnte man mit der tabelle weiter arbeiten. Wir werden dies gleich tun und de-
monstrieren, dass tabelle tatsachlich global ist. Im Calculator sehen Sie, dass mit fabelle das
im Programm gespeicherte Ergebnis aufgerufen werden kann. Und damit kénnen wir es auch
in anderen Applikationen ansprechen. Zur Ausgabe iiber das Programm ist allerdings unbe-
dingt die Disp-Anweisung notig.

Weiters sollte Thnen die Vollzugsmeldung Fertig auffallen, die bei Funktionen nicht auftritt,

denn dort ist die Ausgabe ein Funktionswert.

Ich adndere das Programm minimal, indem ich die Variable tabelle aus der Liste der lokalen
Variablen entferne und das Programm nochmals laufen lasse. AuBerdem mdochte ich Thnen
eine dritte Moglichkeit zur Programmierung einer Schleife zeigen: die While-EndWhile-

Konstruktion:
fAprog1(4000,2000,5,5) Al fuprog! 10/10]
["Periode" "Kapitalstand”- Define fvprog1(baiw,zahhmg,zfns,per)=
0 4000 Frgm
1 6200 Local n,kap
setMode(S, 2) :setMode( 1,1 6)
2 8510
kap:=barw:n:=0
3 21871 tabelle::[“Periode" "Kapitalstand"]
2 While nsper
4 539291 tabelle:=colAugment(tabelle[n kap])
40 m=n+1
5 12925111 kap:= 1+ 4= *kap+zahlung
800 0
: EndWhile
Fertig | |[Disp tabelle
appmx(!abeﬁe) EndPrgm
"Periode" "Kapitalstand"
0. 4000.
1 6200
2, 8510
3 10935.5

Auf der einen Seite miissen wir in diesem Fall wieder auf die — innerhalb des Programms
definierte - Ausgabeform verzichten, aber andererseits steht uns der Wert der tabelle auch
nach Durchfithrung des Programms zur weiteren Verfiigung.

© bk teachware



Josef B6hm: Programmieren mit TI-Nspire-CAS 9

SchlieBlich sehen Sie die tabelle im Programm fett dargestellt. Das ist ein Hinweis darauf,
dass es sich um eine bereits gespeicherte — weil globale — Variable handelt. Auch beim

nochmaligen Offnen des Codes der Funktion wird die tabelle fett auftreten.

Zum Schluss will ich noch die Portabilitdt der Ergebnisse am Beispiel der Nofes demonstrie-
ren.

zB:

fvprog(4000, 2000, 5, 5) l&sst sich nicht evaluieren
fval(4000,2000,5,5) wird nochmals hingeschrieben und dann evaluiert:

[ Periode" "Kapitalstand"-
0. 4000.
6200.
8510.
109355
134823
16156.4

S

Aber wenn wir tabelle markieren und evaluieren, passiert folgendes:
[ Periode" "Kapitalstand"r

0, 4000,
1 6200,
2. 8510.
3 10935.5
4 13482.3
5 1€156.4

el wurde Uberschrieben durch den gespeicherten Ausdruck (globale W.)

<

Die Evaluation erfolgt, indem man die Funktion oder die Variable markiert und anschlieBend

die Schaltfléche im Menii der Notes anklickt. Mit einem Programm ist dies nicht mog-
lich!

Ubungsaufgaben:

Erstellen Sie eine Funktion zur Ausgabe einer Zinseszinstabelle.

Schreiben Sie ein Programm/eine Funktion, die den Verlauf einer Schuldtilgung in einer
Tabelle darstellt.

Im ersten Aufruf wird eine Schuld von 50000 € durch Annuitdten von 8000 € getilgt, wobei
Zinsen in der Hohe von 5% berechnet werden. Die Annuitéten werden erst zur Bedeckung
der Zinsen und mit dem verbleibenden Rest zur Verminderung der jeweiligen Restschuld
verwendet.

Die Ausgabe des Ergebnisses etwa so aussehen, wie auf der niachsten Seite gezeigt wird.

© bk teachware
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"Periode" "Restschuld" "Tilgung" "Zinsen" "Annuitit"
0.00 50000.00 0.00 0.00 0.00
1.00 44500.00 5500.00 2500.00 £000.00
2.00 3872500 577500 222500 £000.00
3.00 32661.25 606375  1936.25 £000.00
4,00 2629431 636694 1633.06 £000.00
5.00 19608.03 668528 131472 8000.00
6.00 12589.48 7018.55 980.45 £000.00
7.00 5218.95 737053 629.47 8000.00
8.00 0.00 5218.95 260.95 £479.90

Fertig
tilgung(2000,500,3.5

"Periode" "Restschuld" "Tilgung" "Zinsen" "Annuitit"

0.00 2000.00 0.00 0.00 0.00

1.00 1570.00 430.00 70.00 500.00

2.00 112495 445.05 54,95 500.00

3.00 664.32 460.63 3937 500.00

4.00 187.57 476.75 2325 500.00

5.00 0.00 187.57 6.57 194.14 =
9/299

Bei Kenntnissen der Finanzmathematik kdnnen Sie auch einen Tilgungsplan entwerfen, der
entsteht, wenn die Hohe der Schuld, die Verzinsung und die Laufzeit gegeben sind. In die-
sem Fall wire zuerst die — gleich bleibende — Hohe der Annuitdt innerhalb des Programms zu
berechnen.

Zur Abwechslung: Versuchen Sie bitte, die eine oder andere Form eines Tilgungsplans in der
Lists & Spreadsheet-Applikation zu realisieren.

g e o e B
Periode Restschuld [Tilgung Zinsen Annuitat Zinsfulg
0.00 50000.00 0.00 0.00 0.00 5.00
1.00 44500.00 5500.00 2500.00 8000.00
2.00 38725.00 5775.00 2225.00 8000.00
3.00 32661.25 6063.75 1936.25 8000.00
4.00 26294.31 6366.94 1633.06 8000.00
5.00 19609.03 6685.28 1314.72 8000.00
6.00 12589.48 7019.55 980.45 8000.00
7.00 5218.95 737053 629.47 8000.00
8.00 5218.95 260.95 5479.90

© bk teachware



Josef B6hm: Programmieren mit TI-Nspire-CAS 11

2 Uber eine Sutra zur ersten Bibliothek

Im schon genannten Biichlein Programmieren in Derive habe ich eine alte indische Weisheit
aus der Mathematik der Veden fiir ein Einfilhrungsprogramm verwendet. Diese Sutra lautet:

Durch Addition — Durch Subtraktion:

Jede positive ganze Zahl > 2 lsst sich als Differenz zweier Quadratzahlen m” und n’

+b a—-b
und n =
2

Die Aufgabe besteht darin, fiir jede Zahl x alle moglichen ganzzahligen Paare (m,n) in einer

darstellen. Wenn x = a - b, dann ergeben sich m und n als m =

geeigneten Form auszugeben. Dazu bendtigen wir vorerst alle Teiler von x. Derive bietet uns
eine Funktion DIVISORS(n), die alle positiven Teiler in einer Liste ausgibt. Diese Funktion
ist Teil einer Zusatzdatei, die eine Menge von zahlentheoretischen Funktionen enthélt. Sie
wurde in ihren wesentlichen Teilen von Johann Wiesenbauer zusammengestellt.

Wir wollen eine derartige Zusatzdatei (= Bibliothek) fiir den TI-Nspire anlegen. Wir betrach-
ten die Funktion von Johann Wiesenbauer niher:

k_
DIVISORS(n) := SORT[VECTOR[H(U_), u_, {[l]}-H[VECTDR[MAP_LIST[[V_ ], k_,
1

{0, ..., v_ }], v_, FACTDRS(n)]]]]
2

Das sieht reichlich kompliziert aus. Selbst, wenn es uns gelingt, diesen Einzeiler zu ent-
schliisseln, stehen wir vor dem néchsten Problem, denn auch die Funktionen FACTORS und
MAP_ LIST haben wir nicht zur Verfiigung. Auf FACTORS wollen wir nachher noch zu
sprechen kommen. Wir erzeugen uns Funktion teiler(n) fiir den Einsatz mit Nspire selbst
(moglicherweise nicht so elegant und auch nicht effizient, aber die Unterschiede in den Re-
chenzeiten machen sich erst bei groen Zahlen deutlich bemerkbar).

Schritt 1: Wir 6ffnen ein neues Nspire-Dokument

und speichern es sofort im Verzeichnis

Eigene Dateien\TI-Nspire\ [ — g
mylib als zahlenth.tns. In diese Biblio- Speichem unter...

thek legen wir die Funktion teiler(n) und Speichern in:

alle zukiinftigen Funktionen, die zu die- Dateiname: [zanert] |

sem Themenkreis gehdren ab. Am PC ge-

schieht dies in der iblichen Art und Weise
und am Taschenrechner Uber das Werk-

zeugsymbol, wie rechts gezeigt wird.

© bk teachware
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Schritt 2:

Schritt 3:

Schritt 4:

Die Funktion wird als eine allgemein

MNarne: |teller

zugéingige Funktion definiert und da-
mit scheint sie nachher auch im Funk- Typ: |Funktion v
Bibliothekszugriff: |[M{sIEVsN{INS

tionskatalog auf. =

Das Programm — in diesem Fall die Funktion — wird editiert und kann auch
schrittweise im Rechenfenster getestet werden. Man darf allerdings nicht verges-
sen, nach jeder Anderung iiber das griine Hikchen die Letztfassung zu speichern.

Diese Speicherung gilt aber nur
im Rahmen der Sitzung. Es

) M =] ) (@ (4 [

empfiehlt sich, in regelmiBigen
Abstinden die ganze Datei zu i

sichern. Damit ist man im Falle
eines Programmabsturzes, der
mit einem Rechnerabsturz ver-
bunden sein kann, auf der siche-
ren Seite.

Das hochgestellte Sternchen vor
dem  Programm-(Funktions-)
namen zeigt, dass die letzte
Anderung noch nicht gespei-
chert wurde. Wir machen das
nun und testen die Funktion

teiler.

][3]

* teiler
Define LibPub teiler(r)-

Func
Local 1k

r={1}

For k, 2,E
2

If mod(n,k}=0

I:=augment(], { k})

EndFor

© die trivialen Teiler 1 und n werden

© hinzugefilgt und die Liste wird sortiert.
I:=augmer1t(a’, 1,n

sortA

EndFunc

(Die Kommentarzeichen fiigen Sie iiber die Editor-Schaltflédche ein.)

Die Funktion muss fallweise verbessert werden. Hier zeigt die Syntaxpriifung

einen Fehler und die Schreibmarke steht an der Stelle, wo er zu finden ist.

L+ teiler

59 Die Sortierroutine kann offen-

Define LibPub teiler(r)=
Func
Loca_l_ 1k

In Funktion oder aktuellern Ausdruck unguttig

=]

If mod(njk
EndFor

fl| sichtlich in einer Funktion nicht

eingesetzt werden. (Die sortierte
Liste wird nicht zuriickgegeben,
sondern nur unter ihrem Namen
gespeichert. Das passt nicht ins

© die trividrerTerer—TmTs
© hinzugefiigt und die Liste wird sortiert.
li=au ment(.’,{l,n})

sor‘tAﬁ'

EndFunc

WETUT

Konzept einer Funktion!)

Dann machen wir es eben anders:

© bk teachware
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teiler(1234) {1,2617,1234} 7| teiler 717
teiler|123456) Define LibPub teiler{n)= 2
Func
{1,23,46,812,16,24,32,48,64,9¢ Loeal Lk
dim|zeiler(123456)) 28 | ||r={1}
teiler{123456789) For k2,
2

{1,3,9,3607,3803,10821,11408, 3%

If mod(n,k):o:af::augment(af,{k})
dim({1,3,9,3607,3803,10821,112* | |EndFor

12 | ||© der triviale Teiler n wird hinzugefiigt
| I:=augment(3, { n })
EndFunc

Es féllt auf, dass das Wort teiler — auch im Kommentar — fett gedruckt erscheint. Damit wird
angezeigt, dass teiler eine gespeicherte Grofie (Funktion, Programm, Konstante, Liste etc)

ist.

Ein Vergleich mit dem Ergebnis von Derive macht uns sicher, dass unser Programm richtig
ist — wenngleich nicht so elegant und rasch.

DIVISORS(123456789)
[1, 3, 9, 3607, 3803, 10821, 11409, 32463, 34227, 13717421, 41152263,

123456789]

DIM(DIVISORS(123456789)) = 12

teiler kann nun in jedem Dokument eingesetzt werden. Da es als LibPub definiert wurde,
wird es auch im Katalog angezeigt. Die Bibliothek zahlenth enthélt — vorerst — nur die
Funktion teiler. Der Aufruf erfolgt entweder iiber den Katalog oder editiert als zah-
lenth\teiler.

zahlenth\teiler12345) {1,3,5,15,823,2469,4115,12345 } |
s 183 [ 2: Jz [ 3088 [ 4: = [ 5000 | 6: 0

factors
next_prime

[ Assistent verwenden

© bk teachware
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Insgesamt stehen drei Bibliotheken zur Verfiigung. Die Bibliothek zahlenth enthélt hier
bereits drei Programme/Funktionen.

Es ist Thnen sicherlich schon aufgefallen, dass
beim Aufruf einer Funktion aus dem Katalog die
Funktionen zumeist noch einen hilfreichen Kom-
mentar zur richtigen Eingabe der Parameter an-

1EA| 2 fz [ 38| 4. =8| 5. | 5: (i

augment(
bal(

v
zeigen. | Assistent verwenden
. . [ augment(Liste1, Liste2
Ein derartiger Kommentar kann zu allen Biblio- gment{Liste )
augment(Matrix1, Matrix2)
theksprogrammen erstellt werden, und zwar ganz

einfach:

Offnen Sie das Programm nochmals und fiigen Sie als erste Programmzeile jenen Kommen-
tar ein, den Sie gerne als (Kurz-)Beschreibung sehen wiirden.

2l teiler 0/8
1B 2: Iz [ 34K | 2 = [ 5. | 6. il X Define LibPub teiler(n)= =
Hzahlenth = Fun(lz .
factors oteiler{n): die positiven Teiler von n
next_prime Local /&
. I:={ 1}

. n
B Assistent verwenden For &2,5

teiler(n): die positiven Teiler von n Ifmod(nlk)=0:£:=augmentfi,{k})

EndFor

© der triviale Teiler n wird hinzugefiist
/ :=augment(fJ { n }:l

EndFunc

Speichern Sie die neue Fassung und frischen Sie die Bibliothek(en) wieder iiber einen Me-

niipunkt des -Meniis im Calculator. oder iiber einen Extrabutton in der Meniileiste auf.

BOG AUTOF

| Akkualisiert die Bibliotheken im Bibliotheksordrer |

Wenn Sie nun wieder auf die Bibliothek in Threm Katalog zuriickgreifen, dann sollten Sie die
Beschreibung vorfinden.

Da wir nun leicht zu den Teilern der Zahl x, die in die Differenz von ganzzahligen Quadraten
zerlegt werden soll, gelangen, konnen wir uns dem eigentlichen Problem zuwenden.

Im néchsten Bildschirmabdruck sehen sie fast den kompletten Programmcode — der Schluss

ist unten angefiigt — mit einigen Testldufe und zusétzlichen Erlauterungen in den Notes (links
unten).
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Sﬂf?'a'(l2:l [4 2:| . sutra 19722
sutral64) [17 15} Define sutral= 1
10 6 Func
Local ltp,i,u,a,b,mn
sufra(%] U= L]’
"keine Zer]_egung mt')glich! il (@] Plausibﬂfc’izsko(n;r‘offe
If x<2 or x#iPart|x|:Goto abbruch
s:uﬁ"a(lloo] 276 274 © alle Teiler werden in einer Liste gesammelt
Gl It:=zahlenthiteiler(x)
36 14 © nur die erste Hilfte der Teiler wird verwendet
| o . [dimln)
4199 pi=1Part| ——
Beachte, dass alle workommenden Forilp '
Variablen als local deklariert werden, a;:ff[j];b:ﬁ;m;:i;; n= Lzb
a

teiler(x) wird von der BlbIIIOthek . © nur bei n,m ganz wird das Faar gelistet
zahlenth angefordert und in der Liste ¢ m=iPart(m) and n=iPar‘t(n):u:=augmer1t(:u,{m,n}
{t gespeichert. EndFor
7] = i~tes Element der Liste = It,. Goto ausgabe

Lbl abbruch

"unméglich! Eingabe priifen!”

Lbl qusgabe

If dim(rﬁb[} Then

1istbmat(:uJ2)

Lbl ausgabe
If dim(j>0 Then
list bmat[h'J 2)
Else
"keine Zerlegung méglich!"
EndIf
EndFunc

Das Problem ist gelost — bei groen Zahlen konnen schon betrdchtliche Rechenzeiten entste-
hen — DIVISORS in Derive beweist da schon seine Uberlegenheit, aber teiler haben wir uns
immerhin selbst ,,gestrickt”.

Wichtiger Hinweis: Uberlange Rechnungen oder fehlerhafte Programme, die zu
Endlosschleifen fithren, konnen Sie abbrechen, indem Sie einige Sekunden auf die
Pause-Taste driicken.

Programme sollen sich auch ,,verkaufen”, d.h. iiber eine beniitzerfreundliche Eingabe verfii-
gen und eine ordentliche Ausgabe der Resultate anbieten. Bei der Eingabe kdnnen wir (noch)
nicht mehr machen, als den Programmaufruf mit den notwendigen Parametern ordentlich
kommentieren (zB in beigefiigten Notes) und Plausibilitdtskontrollen einbauen. Leider ist
derzeit noch keine Interaktion tiber einen Dialog zur Eingabe der Daten moglich. Doch bei
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der Ausgabe haben wir doch einige Gestaltungsmoglichkeiten. So wire es doch schon, wenn
die Antwort flir sutra(1100) etwa so aussehen wiirde.

s:ufr‘ai(llOOJ
"2762 — 274 = 1100"
"60% - 507 = 1100"
"36% — 147 = 1100"

sutra{123456) [30865 30863] g| sutral 2472
15434 15430 dePam[dﬂnUﬂJ 3
10291 10285 2
N
9

7720 7712 | JffFer L.P
5150 5138
3866 3850
2584 2560
1945 1913
1310 1262
| 691 595 |

X

a:=fz[z']:b:=—
a

at+b a—b

m=—" m=—
2 2

© nur bei n,m ganz wird das Paar gelistet

It mziPart(m) and nziPart(n) Then
pr'r:=string[mj&"2 - "c‘icst;t"ing(r:f)&”2 = "&string(mz—nz)
w=augmentlu, | pri
EndIf
EndFor
Goto ausgabe
Lbl abbruch
"unmaéglich! Eingabe priifen!”
Lbl qusgabe
It dim[zﬁ::'[) Then

list Imatfy, 1]

Else
"keine Zerlegung moglich!"
EndIf
EndFunc

sutra1{123456)

1308652 — 308632 = 123456"
1154342 — 154307 = 123456"
102912 — 102852 = 123456"
"T7207 — 77122 = 123456"
"51507 — 51382 = 123456"
"38662 — 38502 = 123456"
"25842 — 25602 = 123456"
"19457 — 19132 = 123456"
13107 — 12622 = 123456"

"6917 — 5952 = 123456"

| 2/9

Sie erkennen leicht den Unterschied: Die Quadratdifferenz wurde mit Hilfe von Zeichenket-
tenoperationen zusammen gefligt. string(x) wandelt die Zahl x in eine Zeichenkette um, die

255

dann mit dem ,,&* mit anderen Zeichenketten (unter *) verbunden wird. Das ,,”’-Zeichen

holen Sie sich aus dem Katalog aller vorrétigen Nspire-Symbole . Vergessen Sie nicht,
prt auch unter die lokalen Variablen aufzunehmen. Wenn Sie die Fehlermeldung /n Funktion
oder aktuellem Ausdruck ungiiltig angezeigt bekommen, dann {iberpriifen Sie bitte zuerst, ob
alle Variablen als ,,local” deklariert sind.

Wir sind in unserer Funktion teiler ohne explizite Primfaktorzerlegung ausgekommen. Ich
will aber trotzdem - wie vorhin angekiindigt - die Funktion FACTORS (n) behandeln, die in
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Derive die Zerlegung in Primfaktoren in einer Form ausgibt, die diese Faktoren leicht weiter
verwenden lassen:

4 2
FACTOR(?20) = 2 -3 -G
2 4
FACTORS(Z20) = | 3 2
5 1

Die FACTORS-Routine kann nicht eingesehen werden. So habe ich in Derive eine eigene
geschrieben, die sicherlich nicht so elegant ist, wie die von Albert Rich oder Johann Wiesen-
bauer. Ich werde diese Funktion dazu beniitzen, um zu demonstrieren, wie man ein Pro-
gramm aus einer anderen ,,Programmiersprache® in ein 77-Nspire-Programm umsetzen kann.

Dieses Programm werden wir auch in unsere Bibliothek zahlenth aufnehmen.

Hier ist mein Derive-Programm faktoren (n) mit drei Testldufen:

faktorenin, k, m, rl =
i 2 4
mo= []
ke iz 2
Loop faktoren(¥200 = | 3 2
Ifn=1
RETURN m =1
ri:i=0
Loop 1m 1
If MOD(n, k) = O
Prog faktoren(164110758] = 353 1
L 4603 1
If MODCn, k OArz0
m :=(APPEE~ID?m, [[k,ir]]:] faktoren(78125) = [[&5, 71]
If MOD(n, k) # O exit
k 1= NEXT_PRIME (k)

Die Erklarung ist nicht so schwierig: Wir dividieren die Zahl n der Reihe nach — mit k£ = 2
beginnend — durch die Primzahlen. Wenn sich die Division ganzzahlig ausgeht — wenn also
MOD(n,k) = 0 — dann wird der Zahler r, der die Vielfachheit des Auftretens von k& mitzéhlt,
um eins erhoht und » wird durch £ dividiert. Die allfdllige mehrmalige Division durch den
gleichen Primfaktor k& erfolgt in der inneren loop-Schleife, der Schritt zur jeweils néchsten
Primzahl in der &ufleren. Die brauchbaren Paare [n, r] bei Auftreten eines Primfaktors in der
Zerlegung werden aneinander gehingt (mit APPEND) und wenn n auf eins zusammenge-
schrumpft ist, wird die Liste in Form einer Matrix ausgegeben, wie aus den Testldufen er-
sichtlich ist.

Eine Schwierigkeit steht uns aber trotzdem noch ins Haus: NEXT PRIME (k) liefert die auf
k folgende néchste Primzahl. Auch diese Funktion ist im TI-Nspire nicht implementiert.
Daher beginnen wir mit der Erzeugung der Funktion next_prime(n) fiir die Bibliothek:
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101

nexf_prr'me(loo)

next_prime(1123456) 1123477
(
(

123456'?89) 123456791

next_primell 12233445566'?'?8899)
112233445566778567

next_prime

next_prime 7f7|

Define LibPub next_prime(n)=

Func

©ne)¢_prime(n):d3’e ndchste Primzahl 2n
Local k&

f=n+1

While not isPrime(k)

fk=k+1

EndWhile

Retumn &

EndFunc

Dabei konnen wir auf isPrime(n) zuriickgreifen. Wir beginnen eine While—~EndWhile-
Schleife mit dem Wert k£ = n+1 und erhohen £ so lange, bis die Antwort auf not isPrime(k)
»falsch® ist. Dann wird die Schleife verlassen und k ausgegeben.

facfor‘s(?20) 2 4
3

5 1]

factors|13+41-57) 3 1]

13 1

19 1

41 1]

factors|123456789) 3 2

3607 1

3803 1

factor{123456739) 32.36073803

factors|1122334455667783899)

"Berechnung unterbrochen"

factors

5/99

0/22]
Define LibPub factors(n)= 2
Func
©factors(n): Primfaktoren,Vielfachheit
Local m kr
k=2
m:={ L }
Loop

If n=1
Goto ausgabe

=0

Loop

If mod(n,k)=0 Then

n
=
k
r=r+l
EndIf
If mod(n,k)#[) and r#0
m:=au ment(m,{k,r})
If modlsz!S#O
Exit
EndLoop
k:=next_prime(x)
=
!

EndLoop

Lbl qusgabe

Return listbmat(mj:l
EndFunc

Die letzte Berechnung hat zu lange gedauert, daher habe ich sie durch einen ldangeren Druck

auf die Pause-Taste abgebrochen.

Wenn Sie nun die beiden Programmcodes vergleichen, werden Sie feststellen kénnen, dass

sie im Kern {ibereinstimmen. In Derive werden die lokalen Variablen in die Parameterliste

aufgenommen, wihrend sie bei Nspire explizit als lokale Variable definiert werden miissen.
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Sie finden auch beide Schleifen wieder. Die Ausgaberoutine habe ich der Nspire-Syntax
angepasst. Die Paare werden zuerst in einer Liste gesammelt (zB {2,4,3,2,5,1} fiir n = 720)
und dann in Form einer zweispaltigen Matrix ausgegeben.

Weil das nun wirklich wichtig ist, folgt nochmals der Hinweis zum Gebrauch der Biblio-
theksprogramme. Ich habe nun ein neues Dokument gedffnet und mochte sowohl
next_prime als auch factors verwenden. Das funktioniert vorerst nicht, auch wenn ich die
Namen der beiden Funktionen im Gedéchtnis habe. Wenn Sie aber zuerst den Katalog und
dann in der Bibliothek den ,,Band* zahlenth 6ffnen, konnen Sie beide Funktionen und auch

teiler verwenden:

nexzﬁprime(l?ﬁ%) nexzﬁprime(l?ﬁ%)
factors{720) 1:B@ | 2: J2 [ 3: 68 [ 4: =" | 520 | 6: X factors(720)
i [Flinalgcas =
[+ trigo
[Ezahlenth
factors
next_prime
teiler =
L —.- vl

Sie konnen die Funktionen auch mit einem voran gesetzten zahlenth\ direkt aufrufen.

Ich wiederhole einen wichtigen Hinweis: Vergessen Sie bitte nicht, die Bibliotheken ,,aufzu-

frischen®. Das geschieht iiber einen Meniipunkt des [L=]-Meniis im Calculator oder iiber eine
spezielle Schaltflidche in der Meniileiste.

nexf_prime(l2345) nexf_prime(l2345) =

facfor‘s(?ZO) facfors(?20)

zah!enfhyfacfors(m[)) 2 4
32
51

zak!enzk1nexf_prime(12345) 12347

|

Nun funktioniert alles so, wie wir es gerne haben wollten.
Aufgabe:

Mit Verwendung von factors(n) lasst sich die Funktion teiler(n) wesentlich effizienter pro-
grammieren. Versuchen Sie dies.

Erkunden Sie alle Meniis, die iiber die Schaltflichen des Editors gedffnet werden kénnen.
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3 Das Chaos - Spiel

Unser ndchstes Programm wird eine ganze Menge neue Mdoglichkeiten ansprechen. Wir
werden mit Zufallszahlen arbeiten, die erzeugten Daten im Spreadsheet unterbringen und
schlieBlich auch graphisch darstellen. Alle angesprochenen Applikationen werden sich als
untereinander verlinkt heraus stellen.

Das ,,Spiel” verlauft folgendermaBien: In der Ebene wird ein gleichseitiges Dreieck gezeich-
net. In der Ebene wird ein beliebiger Startpunkt P, festgelegt. Nun wird eine der drei Ecken
des Dreiecks zufillig ausgewéhlt und diese mit Py verbunden. In meiner Skizze ist das der
Punkt C. Der Mittelpunkt der Strecke — hier PoC — ist der neue Punkt P,. Es wird wiederum
eine Dreiecksecke zufdllig gewihlt, wobei dies natiirlich nochmals C sein konnte und der
Mittelpunkt der entstandenen Strecke ergibt den Punkt P,. Probieren Sie, etwa 20 Punkte auf
diese Weise hindisch zu erzeugen. Fiir die Zufallsauswahl reicht ein normaler Spielwiirfel
und die Augenzahlen 1 und 2 entsprechen dem Punkt A, 3 und 4 dem Punkt B und 5 bzw. 6
dem Punkt C. Die Punktmenge scheint sich chaotisch innerhalb der Dreiecksgrenzen auszu-
breiten!

AY

/ ~ AY
~

~

i \\hEi

Wenn wir sehen wollen, wie dieses ,,Chaos* nach 100, 1000 oder noch mehr Schritten aus-
sieht, werden wir wohl den Computer bemiihen miissen.

Vorher werde ich die Eigenheiten -
rand() 943597 1]
des Zufallszahlengenerators be-
e R rand(3) { 908319, 146688, 514702}
sprechen, die fiir uns hier wichtig
o randInt(1,6,10) {351,3625623}
sind:
_ rndBoly(z7) 47 0564755474020 7 2egerg
rand() erzeugt eine Zufallszahl
. randBin(10,.7,10) {7,6,87786795}
zwischen O und 1,
randNorm(2, .5) 1.54194
rand(n) erzeugt n derartige Zu- randNorm(2,.5,6)
fallszahlen, {2.84882,2.544?5,1.21 173,1.66408,2,36781,1.01701 }
ds 1,2,3},10 1,1,2,2,2,2,1,3,3,3
randInt(u,0,n) erzeugt n ganze e amp& },10) ] ){ { {
. randSampl11,2,3,4,5,6,7,8,9,10},5,1 5,7,1,8,3
Zufallszahlen z mitu <z <o, P AMERIS AR LS S
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randPoly(v,n) erzeugt ein Polynom vom Grad # in der Variablen v mit ganzzahligen Koeffi-
zienten von -9 bis +9,

randBin(n,p,z) erzeugt z Ausfille einer Binomialverteilung mit der StichprobengréfBe » und
dem Merkmalsanteil p. In der Abbildung auf Seite 20 wurden 10 Stichproben vom Umfang
10 aus einer Grundmenge gezogen, in der 70% Merkmaltrdger vorkommen,

randNorm(m,s) erzeugt eine normalverteilte Zufallszahl mit dem Mittelwert m und der
Standardabweichung s,

randNorm(m,s,n) erzeugt eine Liste von n derartigen Zufallszahlen,

randSamp(Liste,n) erzeugt eine Zufallsstichprobe vom Umfang n aus der vorliegenden
Liste, wobei ,,mit Zuriicklegen* gearbeitet wird,

randSamp(Liste,n,1) erzeugt ebenfalls eine Stichprobe, wobei die gezogenen Elemente
aber nicht wieder zuriickgelegt werden.

Das sieht ja alles recht schon aus und funktioniert auch bestens. Wenn Sie aber Ihre nédchste
TI-Nspire-Sitzung ero6ffnen und wieder die Zufallszahlen aufrufen, oder wenn Sie in einer
Schulklasse mit 25 Schiilern das vorfiihren wollen, passiert folgendes:

rand() 1943597 7
rand(3) {.908319,.146688,514702}
randInt(1,6,10) {351,3,6256,23}

Die Zahlen erweisen sich als tiberhaupt nicht zuféllig, sondern iiberall treten die gleichen
Zahlen auf. Wir wissen natiirlich, dass es sich um Pseudozufallszahlen handelt, die nach
einem mehr oder weniger effektiven Algorithmus erzeugt werden, aber so kann es nicht
gehen. Leider ist es beim TI-Nspire nicht — oder noch nicht — moglich, eine Grofe, die mit
dem Prozessor (zB mit der CPU-Zeit) verbunden ist, als Initialziindung fiir den Zufallsalgo-
rithmus zu verwenden. Diese Initialziindung muss von au3en kommen. Dazu verwenden wir

hier die Anweisung randSeed:

RandBeed 111145 Fertig
rand(4) { 352051,.065329, 635782,.470726 }
randInt(1,6,10) {2646341,1,1,3}
RandReed 1234 Fertig
rand(4) {.021993,.181264,094224,.028736 }
RandBeed 111145 Fertig
rand(4) {352051,.065329, 635782,.470726 }
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Das ist natiirlich auch nicht ganz zufillig, da gleiche ,,Samen‘ immer wieder gleiche Zufalls-
zahlen als Friichte bringen. Aber damit lasst sich der Zufall ,,steuern, was natiirlich ein
Widerspruch in sich ist. Da diese Startzahl nicht {iber einen Dialog abgefragt werden kann,
wie es zB beim V200 oder TI-92 programmierbar war, muss sie als Parameter in den Pro-
grammaufruf eingebaut werden. Oder man beginnt die Sitzung mit randseed Ganzzahl.

Das Startdreieck stdr ist ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenldnge 1, einer Ecke im
Koordinatenursprung und einer Seite auf der x-Achse.

chaos(20,12345) 2l chaos 16
) i =
x-Werte in x|, y-Werte in yl | [Pefine chaos{n,s)= 0
Frgm
Fertig | ||Local stdr kze,xnyn
FandSeed rs

x/
0 0
{1.84321,.921603,.960802,.480401, | |szdr:= Lo

}’f 5 -5'\]5
{‘-723564,‘-3517821‘-180891,‘-0904’ © Der Startpunkt PO wird erzeugt.
| xn:=3'rand( —1:yn:=3'rand()—1
xl:=1xn pyli=wn
© n weitere Punkte werden konstruiert.
For k1,m
© Eine Zufallsecke mit 1 = ze = 3 wird aqusgesucht.
ze:=std r[randlnt( 1, 3)]
© Der Halbierungspunkt wird ermittelt.
xn+ze[l,1] yr:r+ze[1,2]
xm= Lyni=
2 2
© Die Koordinatenlisten werden ergdnzt,
xl:=augment(xl, { xn }):yl :=augment|yl, { v })
EndFor
| ||Disp "x-Werte in xl, y-Werte in y1"
M EndPrgm
3/99 ™

Ich arbeite hier mit einem echten Programm, weil die Listen, in denen die Koordinaten der
,»chaotischen® Punkte gesammelt werden, extern in globalen Variablen x/ und y/ abgespei-
chert werden sollen. Alle anderen Variablen deklariere ich als lokal, um Datenmiill zu ver-
meiden. Im Rahmen des Programmierens — und vor allem bei der Fehlersuche — wird man
die eine oder andere Variable global machen, um ihren Inhalt {iberpriifen zu kénnen.

Sie konnen auch an geeigneten Stellen Disp-Anwei-

sungen einbauen und dann im Calculatorfenster den c }? a0s(20,123456)
Fortgang des Programms beobachten. Wenn ich zB [0 o]

nach der Zeile ze:=stdr[randInt(1,3)] die Anweisung [1 o]

Disp ze einbaue, dann erhalte ich im Calculatorfenster [0 o]

eine Ausgabe, die so beginnt, wie rechts gezeigt wird. [5 866025]
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Nun wollen Sie ja sicherlich das Chaos auch sehen. Dazu teilen Sie das Fenster {iber das
Seitenlayout-Menii vertikal und fiigen Sie in die rechte Hélfte eine Graphs & Geometry-
Seite ein, in der Sie gleich den Grafikmodus auf ein Streudiagramm (= Streu-Plot) dndern.

Ly E.! ] L [
@ FParametrisch

30.56 |V
Eg Strau-Plot ®l, yv—Werte in y[
Fertig
x/
{1.84321,.921603,.960802,.480401,.7402,.’
w
{'.723564,'.361782,'.180891,'.090446,'.04’
U
2
=20 2

Dann brauchen Sie nur mehr unten in die Felder x<— und y< die Variablen x/ und y/ einzu-
tragen. Sie sehen einen Kniuel von Punkten, in den Sie sich ,,hineinzoomen*:

chaos(20,12345)

x—Werte in
%1, v—Werte in vyl

Fertig

xl
{1.84321,.921603, 960"

vl

{-723564-.361782,-.1»

Rufen Sie nun der Reihe nach im Calculatorfenster das Programm mit steigenden Punktan-
zahlen auf : chaos(200,12345), chaos(400,12345), chaos(1000,12345) ein und beo-
bachten Sie bitte, wie sich das ,,Chaos* entwickelt. Uber einen Rechtsklick auf einen Dia-
grammpunkt und die Option Attribute konnen Sie die Gestalt der Punkte verédndern.
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chaos(20,12345) chaos(500,12345) chaos(2000,12345)

Die Daten lieBen sich auch in die Lists & Spreadsheet Applikation iibertragen. Das soll nun
zur Demonstration geschehen. Fiigen Sie eine entsprechende Seite in Thr Dokument ein und
iibernehmen Sie die Listen x/ und y/ in die Spalten A und B. Uber die Var-Schaltfliche wer-
den Sie eingeladen, die Spalten mit x/ und dann in Spalte B mit y/ zu verkniipfen. Nachdem
dies erfolgt ist, sollte ihr Blatt so aussehen, wie unten rechts gezeigt:

Al Byl C

*
AD “/ariable speicherm ‘ F 1 1.84321 -. 723564
- 2 921603 -.361782
‘|= 31 .960802 -.180891
, [ B R = e 4| 480401  -.090446
5 7402 -.045223
6 8701 -.022611

Aufgabe:

Ausgehend von einem regelméBigen p-Eck
mit p > 3 ergibt sich der jeweils nichste
Punkt nach der Vorschrift:

=f- Fn +(1—- f)- Zufallsecke
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4 [Eine Bibliothek fiir Dreiecke

In diesem Abschnitt wollen wir eine Bibliothek mit dem Namen trigo zusammenstellen, die
zur Losung von trigonometrischen Grundaufgaben, dh. vor allem zur Aufldsung von allge-
meinen Dreiecken herangezogen werden kann. Die dort bereit gestellten Programme sollen
mehrere Kenntnisstufen der Schiilerinnen und Schiiler beriicksichtigen.

In den Notes steht die Beschreibung der Programme, die zuerst natiirlich geschaffen, aber
dann angeboten werden. Es folgt eine Kopie der Notes:

Bibliothek TRIGO
Sinus- und Kosinussatz

cosw(s1,s2,s3) berechnet den Winkel, der der Seite s2 gegenuberliegt, wenn die
drei Seiten s1, s2, und s3 gegeben sind.

coss(s1,w3,s2) berechnet die dritte Seite s3, wenn zwei Seiten s1 und s2 und der
von ihnen eingeschlossene Winkel w3 gegeben sind.

sins(s1,w1,w2) berechnet die Seite s2, die dem Winkel w2 gegeniberliegt, wenn
ein korrespondierendes Paar s1, w1 gegeben sind.

sinw(s1,s2,w1) berechnet den Winkel w2, der der Seite s2 gegeniberliegt, wenn
das Paar s1 und gegeniiberliegender Winkel w1 gegeben sind. Fir den Fall, dass
der Winkel der kleineren Seite gegenuberliegt, werden beide méglichen Winkel aus—
gegeben - falls sie existieren.

Auflésung von Dreiecken,

wenn drei Bestimmungsstlcke vorliegen und der Fall nach SSS, SWS, WSW, SWW
oder SSW angegeben wird. Auch der Fall WWW wird behandelt. Hier werden die
Seitenlangen mit einem Proportionalitatsfaktor ausgegeben. In den Funktionen wird
auf die Unterprogramme von oben zurtickgegriffen.

sss(s1,s2,s3)

sws(s1,w3,s2)

wsw(w1,s3,w2)

sww(s1,w1,w2)

ssw(s1,s2,w1)

www(w1,w2,w3)

liefern jeweils eine Matrix, die in der ersten Zeile die Seiten und in der zweiten Zeile
die den Seiten gegeniiberliegenden Winkel ausgibt.
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Das Programm trigo(s1,s2,s3,w1,w2,w3) liefert die Auflésung des Dreiecks, wenn
drei der Parameter mit Zahlen belegt sind. In diesem Programm (eigentlich wieder
Funktion) wird auf die "Unterprogramme" sss bis www zurlickgegriffen.

Ich werde hier nicht alle Programme des Pakets trigo erklaren, sondern einige davon Thnen
zum Programmieren {iberlassen. An Hand der vorgestellten Programme sollte Thnen das
nicht schwer fallen. Das komplette Paket wird Thnen aber gerne zur Verfiigung gestellt.

Offnen Sie bitte ein neues Dokument und speichern Sie es sofort unter dem Namen trigo —
oder unter einem anderen Namen, der Thnen besser gefillt — im Verzeichnis Eigene Da-
teien\TI-Nspire\mylib, wie im Abschnitt 2 gezeigt worden ist. Fiir unsere Zwecke
werden wir mit Funktionen auskommen, da keine Notwendigkeit besteht, globale Variable
einzufithren. Dann 6ffnen Sie aus dem Calculator den Programmeditor zur Erstellung einer
neuen Funktion und machen sie allgemein zugéngig und auch im Katalog auffindbar.

MName: |coss

Typ: |Funktion v
Bibliothekszugriff: |LibPub (in Katalog anzeigen) «

Die erste Funktion coss ist rasch geschrieben und auch getestet. Sie soll jene Seite berech-
nen, die dem Winkel w3, der von den Seiten s/ und 52 eingeschlossen wird, gegeniiber liegt
— der Kosinussatz wird eingefordert.

coss|5,90,12) 13 coss 1/5
i i = =]
6083(102,60,102) 102, Define LibPub coss(si’,wfs‘,s?)—
Func
coss|5.32,121.35,16.28) 19.5822 | locossla,y,b) - Seite gegeniiber y
coss(a, gamma,b) sethode 2,2}
9 2 sethlodel5,2
Ja —2.'a'b'cos[.m§amma)+b setlode 1,18)
L 51 2+s22 —2s7 's?'cos(w_?)
EndFunc

Uber die drei setMode-Anweisungen, die wir iiber die letzte Schaltfliche - - erhalten,
werden jene Einstellungen festgelegt, die unabhéngig von den getroffenen Dokumenteinstel-
lungen fiir die Ausfiihrung dieser einen Funktion gelten sollen: Rechnen im Gradmaf3 und
eine approximierte Ausgabe mit 4 Dezimalstellen. Damit werden die Grundeinstellungen des
Dokuments nicht veréndert!

Frage an die SchiilerInnen: Wie kommt die Zahl 0.017453 in der letzten Ausgabe zustande?
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Die tibrigen Schaltfldchen dienen der raschen Eingabe der wichtigsten Programmierbefehle.
Klicken Sie die Schaltflichen einfach an und sehen Sie sich die angebotenen Unterpunkte
nochmals an.

Bei der Erstellung von cosw(s1,s2,53) werden wir eine Uberpriifung der Sinnhaftigkeit der

Eingabe einbauen, denn die Seiten miissen die Dreiecksungleichung erfiillen.

coswl5,13,12) 90. 1| cosw 2/g|
cosw(lOO 100, 100) 60 Define LibPub cosw(si’,s?,sfs‘): =

Func
COSW(5 55 J_ 45 e cosw(a,b,c) — Winkel gegeniiber b
cosrw(lO 15 30) "Dreiecksungleichung!" setMode 2,2):semiode(5,2)

setMode(1,18)
cosrw(12 18 30) 0. | ||z s7+s2<s3 or s1+s3<s2 or s2+s3<s7 Then
cosw(12 30 18) 180. Return "Dreiecksungleichung!"

El
coswl10,25,30) 513178 | |0 .

s]7+537—s2
| Return cos?| ————
25153
EndIf
EndFunc

Beide Return-Anweisungen miissen nicht geschrieben werden, sie machen aber den Code
leichter lesbar. (Frage: Wie sind die beiden Ergebnisse 0 und 180 zu interpretieren?)

Jetzt fehlt uns noch der Sinussatz in seinen beiden Formulierungen: Zwei Winkel und eine
zugehorige Seite sind gegeben und die zweite Seite s2 ist gesucht: sins(s1,w1,w2) und die

heiklere Sache mit zwei Seiten und einem gegeniiberliegenden Winkel, denn hier kann es
eine, zwei oder gar keine Losung geben.

Ich iiberlasse Thnen gerne das Programmieren von sins(s1,w1,w2) und beschrianke mich auf

sinw(s1,s2,w1):

o 113 Beachten Sie bitte die geschachtelte
Define LibPub sinw(ELsQ,wI )= fal If-Else—EndIf-Anweisung.
Func
© sinw(a,b,a) — Winkel gegeniiber b
Local 4 i B BOG AUTO REELL B
setMode(SJ 2) :setMode( 1,1 8) :setMode(Z 2) ™
sosin(wi) sinwl30,15,6.5) 3.24477 [
="
s1 sinwl 15,30,6.5) {13.0856,166.914
If i>1 Then
Return "kein Dreieck" sinwl103,97,115.34) 58.3355
fflssemg Then sinwl 103,97,115.34) 58.3355
Return sin () sinwl 15,35, 46.38) "eain Drefeck"
Else
Return {sin"[h),lSO—sin"(h)} |
EndIf i
EndIf 599
EndFunc
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Nun haben wir die Grundformen von Sinus- und Kosinussatz als Funktionen definiert und

konnen eine Stufe hoher steigen.

Der einfachste Fall liegt wohl vor, wenn alle drei Seiten des Dreiecks gegeben sind:

| SsS 1/6] sss(5,12,13)
Define LibPub sss(s7,52,53)= 5 12 13|
Func

(@] sss(ajb,c) - Winkel a, §, y
If s1+s2<s3 or sHs3<s2 or s24+s3<s7 Then
Return "A-Ungl. verletzt!"

Else 80.1661 53.3472 46.4866|

Return s1 s2 s3 sss(50,20,30) [ 50 20 30]
cosw(sQJsIJsj’) cosw(sLsQJsB‘) COSW(SI,.S‘SJSQJ 180. 0. O.]

EndIf

EndFunc sss(50,20,29)

22,6199 €7.3801 90|

sss(102.17,83.19,75.2)

[102.17 83.19  75.2

"A-TUngl. verletzt!"
sss1(50,20,29)

[ 50

"Dreiecksungleichung!"

3
"L

Die Abfrage im Zusammenhang mit der Dreiecksungleichung fithren wir nochmals durch.

Wie es aussehen wiirde, wenn wir das der

Calculatorfenster unter sss1(50,20,29).

,,Unterfunktion® cosw tiberlassen, sehen sie im

sws(s1,w2,s3) ist ganz einfach. Das kann ich getrost Thnen iiberlassen. Sie miissen nur

zuerst die Seite s2 mit coss berechnen - vergessen Sie nicht, s2 als lokale Variable zu defi-

nieren - und dann sind Sie ja schon wieder beim Fall SSS!

Der Fall wsw(w1,s3,w2) ist auch nicht schwierig. Nach Berechnung des dritten Winkels,

konnen iiber zweimalige Anwendung von sins die restlichen beiden Seiten leicht gefunden

werden. Die Ausgabematrix ist zu definieren. Eine Plausibilitdtskontrolle ist vorzusehen.

Betrachten Sie bitte die Ausgabe am Taschenrechner.

[ s BOG AUTO REELL i
|z
wswl90,5.5,60) 11, 9.52628 55| [
90.  60.  30.
wswl105.3,258,52.8)
667.196 550,969 2583,
1053 523 219
wswl105.3,258,82.8) "Winkel priifen!”
| L
[
g
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Auch der Fall sww(s1,w1,w2) lésst sich problemlos 16sen, nachdem der fehlende Winkel

w3 gefunden wurde, kann auf wsw(w3,s1,w2) zuriickgegriffen werden.

Problematisch ist wiederum nur der Fall, wenn zwei Seiten und der einer Seite gegeniiberlie-
gende Winkel vorliegen, wobei die Parameter in einer eindeutigen Weise eingegeben werden

miissen ssw(s1,s2,w1). Hier tritt wieder die Fallunterscheidung auf:

1 ssw 13/13]
Define LibPub ssw(sIJsZwI)= =
Func

© ssw(a,b,a = Winkel gegeniiber a)

Local w3 kausg

setModel 2,2 :semiode(5,2):semiode(l,18)

If M>l: Return "keine Losung!"

s

If 57252 Then
w3:=180-wI-sinw(sZ,s2,wI]
sws(s I,w_%’,s?)

EndIf

If s7<s2 Then
w3:=180-wI-sinw(s7,s2,wI]

ausg: colAugment(sws SIW?[] J[ ——=" "2 Lésung" "———"])
Return colAugment(ausg, sws(si’ w%’[2] 32))

EndIf

EndFunc

Und hier sind einige Testdreiecke:

sw(35,15,46.5) 35, 435911 15
465 115388 18.112]
swl35,15,133.5) 35. 229405 15, |
1335 28.388 18.112]
sw(15,35,56.3) "keine Lésung!"
sw(15,35,10.3)
15, 48,0682 as,
103 145042 246583
"'——=" "3 Lésung" "-—-"
15, 20,8038 as,

10.3 14,3583 155,342

Vergessen Sie bitte nicht, immer wieder zu speichern.
Jetzt ist es schon langst an der Zeit, die Funktionalitét der Bibliothek zu {iberpriifen.
Offnen Sie bitte ein neues Dokument und rufen Sie den Calculator auf.

Wir wollen das Dreieck ABC mit @ = 105,33, b = 82,17 und o = 110,13° nach seinen restli-
chen Bestimmungsstiicken auflosen. Wir erkennen, dass der Fall SSW angesprochen ist.
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Aktualisieren Sie zuerst die Bibliotheken und 6ffnen Sie anschlieBend den Katalog.

s (i) B 4] (@) (X] [&) (Ead

Unter Option 6 wird Thnen Ihre eigene |[f

i

Bibliothek trigo angeboten. Wenn Sie auf

das +-Zeichen klicken, sehen Sie alle
darin enthaltenen Programm und Funktio-

X
nen. }
. . ] sss1 il
Doppelklicken Sie auf ssw. 1 H }
Im Calculatorfenster sehen Sie den Funk- . SWs CIF
tionsaufruf vorbereitet und Sie konnen die ' Assistent verwenden |

erforderlichen Parameter eintragen. s e, = ] A

Wir erwarten eine Losung.

Es liegt am Benutzer, die Lo-
trigo\ssw|105.33,82,17,110.13)

10533 43,4302 8217
110,13 227765 47.0935

sung richtig zu interpretieren,
wobei das hier nicht schwierig

sein sollte.

In der ersten Zeile stehen die drei Seiten und darunter die jeweils gegeniiber liegenden Win-
kel. In der Standardbezeichnung ist demnach ¢ = 43,43, f# = 47,09° und y= 22,78°. Wir er-
kennen, dass die Funktion, wie auch alle anderen bisher definierten, von iliberall her recht
bequem aufgerufen werden kdnnen.

Jetzt hitten wir aber noch einen Fall vergessen: was tun, wenn drei Winkel vorliegen. Ich
weill, dass dies meist iibergangen wird, aber es ist doch ein interessanter Fall. Hier gibt es
unendlich viele Losungsdreiecke, die alle zueinander dhnlich sind. Das werden wir auch am
Ende des Kapitels noch nidher behandeln.

So weit, so gut. Aber das Bessere ist des Guten Feind. Es wire doch noch einfacher, wenn
wir die Auswahl der richtigen Funktion auch dem Computer iiberlassen konnten! Dann
konnte die Durchfithrung so aussehen:

trigo\trigo(105.33,82.17,ab,110.13,87)
105.33 43,4302 82.17
110.13 22.7765 47.0935

Oder vielleicht noch freundlicher? Was sagen Sie dazu:

trigo1(105.33,82.17,seite_c,110.13,w_beta,w_gamma)
seite_c 82.17
w_beta 22,7765
w_gamma 470935
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Hier will ich nicht die ganze Prozedur
nachvollziehen. Es geht natiirlich zuerst o o o a1l 1 7
einmal darum, aus den vorliegenden Daten sww of of 1| o | 1] 1
herauszufiltern, welcher der Kongruenz- sw | 0 0 1 1 0 1 13
. . . . of of 1| 1| 1 o 14

sdtze anzuwenden ist. Dann sind fallweise e

i . s sww |0 1| o of 1| 1| 19
die Seiten oder Winkel zu vertauschen, wan I ol Al ol Al o 4l =
dass sie auch richtig verarbeitet werden. sww of 1| o 1| 1 o 22
L ) ) ) o ssw of 1| 1 o o 1| 25
Fiir die Klassifikation habe ich mir ein ssw 1 s s
Schema zu Recht gelegt, das jedem mogli- sws of 1| 1| 1| of o 28
chen Angabefall eine eindeutige Zahl wsw| 1} 0p O O 1} 1} 35
suordnet sww | 1| o o 1| o 1| 37
' Sww 11 o o 1 1 o0 38
Nach den Regeln der Kombinatorik kann ssw | M o 1o o 1 oM
. sws 110 1 o 1| o 42

man auf 20 verschiedene Arten 3 Elemen-
. . SSW 1 0 1 1 0 0] 44
te — ohne Wiederholung — aus 6 auswéh- s A4l o ol o il 4
len, weil (6) - 0. ssw| 1 1| o o 1] o s0
3 SSw 11 o 1| o o 52
585 i1 1| o o o s

Diese Tabelle habe ich natiirlich auch gleich mit Nspire angelegt. Fiigen Sie eine Seite Lists
& Spreadsheet ein, tragen Sie die Uberschriften und Daten in die Spalten A bis G ein. In die
Zelle HI schreiben Sie bitte die Formel =32*bl+16*cl+8*dl+4*el+2*f1+gl und
kopieren diese — wie in Excel in die restlichen Zellen der Spalte H.

Leider finde ich kein deutliches Muster, das ich fiir eine effiziente Programmierung ausniit-
zen konnte.

Daher mache ich es auf die ,,einfachste” Art und Weise, wie dann der nachste Programmaus-
schnitt zeigt.

In der Zeile, die mit v[1,i] beginnt, werden den Elementen des Vektors v die Werte 1 oder 0
zugewiesen, je nachdem, ob der Eingabewert mit einer Ziffer oder dem Dezimalpunkt be-
ginnt (ASCII-Code <=57) oder nicht. Damit erhalte ich die Zeilen der obigen Tabelle. Wenn
die Summe der Elemente nicht mit 3 iibereinstimmt, liegt ein Eingabefehler vor. Dieser Vek-
tor wird skalar mit dem Vektor [32, 16, 8, 4, 2, 1] multipliziert und fiihrt so zum Code jedes
einzelnen Falles. Dann wird nach jedem Code einzeln verfahren, wobei einige zuerst grup-
penweise zusammengefasst und dann in den durch Sprungmarken (= Labels) mit 1bl gekenn-
zeichneten Programmteilen einzeln behandelt werden. Ich glaube, dass Sie das leicht nach-
vollziehen konnen. Es ist sicherlich eine interessante Aufgabe fiir Schiilerinnen und Schiiler,
diese Fille zu analysieren.
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trigo 20/2
Define LibPub trigo(s 1,32,35’,54,55J36)=
Func
©trigo(a,b,c,a,,8,y) - 3 GrdfSen gegeben
Local v,r',dc:v:z[o 0000 O]
Foril6
v[l,:’]::When(ord(left(string(#(“s"&string(z‘)))))SST,1,0)
EndFor
If sum(mat)list(v))#S:Retum "Eingabefehler!"
de=dotPlv[32 16 8 4 2 1))
If a’c=56:sss(sIJ82,sj’):If dc='?:www(s4,s§,36)
If dc=28 or dc=42 or dc=49:Goto sws_If dc=14 or de=21 or dc=35:Goto wsw_
If de=11 or de=13 or de=19 or dc=22 or de=37 or dc=38:Goto wsw_
© Fall SSW
If dC:52:SSW(SI,82,S4):If a’c:44:ssw(sl,53,s4):lf a’c:26:ssw(32,33,85)
If de=50:s5Wls2,57,55):If de=41:55W(s3,57,56):If de=25:s5wW(s3,52,56)
Lbl sws_
If de=28:sWs(s2,54,s3).If de=42:sws(s1,55,53):If de=49:sws(s1,56,52)
Lbl wsw_
If de=14:wsw(s,53,55):If dc=21:wswis4,52,56):If dc=35:wswis5,57,56)
If de=11:Wswi(s5,53,180-s5-s6):.1f dc=13:WSW(s4,53,180-s4-s6)
If de=19:WsWl{180-s5-56,52,56):If dc=22:WSW(s4,52,180-54-55)

If de=37:wsw| 180—s4—s6,57,56):1f dc=38:wswl180—s4-s5,51,55)
]EndPunC

Im néachsten Bild zeige ich eine Moglichkeit, die Ausgabe noch angenehmer fiir den Anwen-
der zu gestalten. Fiir jeden Fall wird die spezifische Ausgabematrix gestaltet und nach dem
Label ausgabe im Calculatorfenster ausgegeben.

trigo1(100,123,135,bac,abc,ach) [bac 453139| 7| _trigo 45/51]
g al
abc 609851| | |I1f de=49:swsls7,56,52) o

ach 73701 i

U
trigo1(105.33,82.17,seite_c,110.13,w_beta,w_garn | |[LP] wsw_
, If dc:14:wsw(s4,sj]sﬁ)
seite_c - 8217 ke g 21:wswis4,s2,56)
o= H S4,5£ 8
beta 227765 o
w-berd If dc=35:WSWIs5,51,56)
w_gamma 470935 o

|
-

trigo 110,b,¢,20,beta, 40 b 253209] ||[If de=11:wsw(s5,53 180-s5-56)
¢ 187939 | |[1f de=13:wswis4,53180-54-55)
beta 120 If dc=19:WsW(180~s5-56,52,56)

If de=22:Wswis4,52,180—s4-s5)

trigo 1(102. l,s_ar:,s_ab,2OJw_abr:_, 40) oIf dc=37'wsw(180—s4—36 o 56)

S—az 258.526\ 1 lrp 70=37 Then

s-ab 191,885 er‘g::matb1ist(wsw(l80—s4—36,sl,sc
w_abc 120. i
o 52 erg[l]

trigo1(102.1)s_ac,s_ab,35.56,w_abc,72.76) ausgi=ls3 erglz]

s_ac  166.665 s5 ergld]

s ab 167.676 Goto qusgabe
\w_abe 7168 | |||EndIf

If de=38:Wsw(180—s4s5,51,55
= Lbl ausgabe
5/99 Ret}i_m ausg

<
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Jetzt bin ich Thnen noch den Fall WWW schuldig! Ich fithre den Proportionalitétsfaktor ¢
ein und gebe die Seiten mit diesem Faktor behaftet aus.

i

www(30,120,30) t 173205 £
30. 1200 30.
www{30,30,120) ff 1732051
30. 30. 120,
WWW(BOJ3O,3O) "Winkelsumme!"
www(25.3,115.7,180-25,3-115.7)
£ 210848+ 1.47258_
253 1157 39,

Zum Abschluss 16sen wir mit dem Werkzeug eine
komplexere ,.traditionelle Vermessungsaufgabe®:

Von einem Fiinfeck ABCDE kennt man:
AB =30, BC=52, AE=30, AD =65,
BD =60, EC =68

und den Winkel EAB = 106,1°.

Berechne ED und CD.

WWW 1/7
Define LibPub www(w 1 ,w2,w3)= S
Func

© www(a,ﬁ,y)—»Seifen a, b ¢ abh vont_
Local £1,52,85

If wi+wZ+w3£180:Return "Winkelsumme!'
setMode(S, 2) :setMode( 1,1 8) :setMode(2, 2)
sl=t

<msi Sin(WQJ 5ims7 Sin(wj’)
sin(wl) Sin(wf)
Return | §1 s2 s3
wi w2 w3
EndFunc

Wir bearbeiten die Aufgabe gleich in den ,,frischen* Notes und evaluieren darin die Funktio-

nen. Auch die Zuweisungen eb:= und bec:= konnten in den Notes erfolgen.

trigoMtrigo(30,s_eb,30,w_abe, 106.1,w_aeb)
[ 30, 47.9496 30, }

36,95 1061 36.95
EB = 74.9496; damit ins Dreieck EBC
trigotrigo(eb,52,68,w_bce,w_bec,w_egbc)

47.9496 = 68
446762 496844 856394

trigoMrigo1(30,60,65,w_adb,w_dab,w_abd)

(w_adb 27.3904
w_dab 66.9817
|w_abd 85619

trigoMrigo(30,65,ed,w_ade,w_aed,ead)
[ 30, 458171 5

24,4006 39.1183 116.481

ED = 45.8171, usw|

Aus dem Dreieck EAB berechnen wir die Strecke EB:

EAD =106.1 - w_dab und ins Drejeck ADE

3 eb:=47.9496 47,9496 =
bec:=49.6844 49,6544
2qd:=106.1-66.9817

39,1183

!
i

BEC=49.6844; damit ins Dreieck ABD (mit trigo1!)
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5 Wir haben ein CAS: ein Programm fiir Extremwertaufgaben

Die Extremwertaufgaben sind wohl ein Dauerbrenner unter den Anwendungen der Differen-
tialrechnung. In meiner Lehrerlaufbahn habe ich immer Fragen gefiirchtet wie diese: ,,Wo
brauche ich im wirklichen Leben die quadratische Pyramide mit dem groften Volumen, die
man einer Kugel einschreiben kann?* Hand aufs Herz, wissen Sie eine ehrliche Antwort auf
diese Frage?

Wenn man mit einem CAS arbeitet, reduziert sich bald der mathematische Gehalt dieser
Aufgaben auf das Auffinden und Formulieren von Haupt- und Nebenbedingung(en) und auf
das Interpretieren der Ergebnisse. Alle iibrige Arbeit (Reduktion der Anzahl der Variablen in
der Hauptbedingung, Nullsetzen der ersten Ableitung und Losen der entstehenden Gleichung
usw.) wird dann rezeptartig vom CAS iibernommen.

Ich finde, dass es eine sehr reizvolle Aufgabe ist, dieses ,,Rezept” in die Form eines lauffahi-
gen Programms zu gieBen. Damit konnten auch die Extremwertaufgaben eine ganz neue
Qualitét erhalten. Erst damit wird man ja gezwungen, jeden Schritt genau zu analysieren und
auch allfillige Sonderfille in seine Uberlegungen mit einzubeziehen.

Betrachten wir eine Standardaufgabe, die aus der Hauptbedingung (mit zwei Variablen) und

einer Nebenbedingung besteht:

Einem geraden Kreiskegel mit » = 6 und % = 9 ist der volumsgrofite
Kreiszylinder einzuschreiben. Die Achsen der beiden Korper fallen zu-

sammen.
V(r,h) =r? r h = Maximum Hauptbedingung
o__4 Nebenbedingung
6 6-r

Das Rezept besteht darin, aus der Nebenbedingung eine der beiden Variablen herauszu-
rechnen und dafiir in die Hauptbedingung einzusetzen, die entstandene Funktion nach der
verbleibenden Variablen zu differenzieren und die Nullstellen der ersten Ableitung zu fin-
den. Damit sind die lokalen Extremwerte gefunden. Die restliche Aufgabe ist, aus der Ne-
benbedingung den Wert der anderen Variablen zu berechnen und schlielich den Maximal-
oder Minimalwert der Hauptbedingung anzugeben. AbschlieBend wird iiber die zweite
Ableitung die Art des lokalen Extremwerts bestimmt.

Ich versuche nun, meinem Programm extrem die Losung des Problems zu entlocken:

9k
extrem|r-n hjgzi,hj r exfi‘em(rz'wh,—:—J T, }:)
6 6-r 6 6-r
hor "Optimum" r h "Optimum"
90 0 4 3 48w
3 4 481 09 0
Fertig Fertig
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Als Parameter sind zuerst die Haupt- und dann die Nebenbedingung einzugeben, gefolgt von
den beiden Variablen, wobei die Reihenfolge bestimmt, welche Variable aus der Nebenbe-
dingung herausgerechnet wird, dh. nach der zweiten Variablen wird schlussendlich differen-
ziert.

Wie im ,,wirklichen Leben“ kann diese Reihenfolge fiir die bequeme Losbarkeit entschei-
dend sein. Die Bestimmung der Art der Extremwerte ist in die Minimalfassung des Pro-
gramms noch nicht aufgenommen.

Ich habe das Programm so kompakt geschrieben, dass es sich auf einer Bildschirmseite voll-
stindig darstellen l&sst.

extrem 1417
Define extremlIfid,nbwIw2]= =)
Pregm

© e)ctrem(Haypfbed., Nebenbed., 1. Var., 2. Var.)

Local i,nz,vi,v2solsisolsvinsolsi,quxvi kbl sols2,qusg

© Uberschrift der Ausgabe, Lésungen vorerst in Spalten
wl

qusg:= W2

"Optimum"

vii=wl v2i=w2

© die NB wird nach wl (=v1) aufgeldst und die Ldsungen in solsl gesammelt

so!sI:=zeros(1eft(nb)—right(nblvI :rrso!sf:=dim(so!s?)

For i,1,nsols1

aun’i’::sofsi[f]:hbI:=Frb|v1=auw]

© die HB heift nun hb1, nach v2 differenziert u. nach v2 aufgeldst

solsZ, =cZeros(if hb I)JVQJ
dv2

© die Werte fiir die erste Variable werden bestimmt

solsvii=quxvilv2=sols2

hb1:=hbIvZ=sols2:nz: =dim(hb I): hb I:=augmentfaugment(soisv I,sofs2),f:b I:l

hb.?:zlist)mat[}:b an):a::sg:zaugment(ar:sg,hbI)

EndFor

Disp ausg'

EndPrgm =

Die Uberschrift kénnen Sie entweder iiber eine Eingabemaske eingeben, oder Sie schreiben
ausg:=[wl;w2;"Optimum”]. Zum Schluss transponiere ich die entstehende Ausgabetabelle
und erhalte das oben gezeigte Ergebnis.

Aufgabe

Schreiben Sie das Programm extrem um in eine Funktion.
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Da wir mit einem CAS arbeiten, sollte es auch moglich sein, mit allgemeinen Werten fiir
Hohe und Radius des gegebenen Kegels zu arbeiten. So nehmen wir nun anstelle von 9 und 6
die Variablen Ak und rk. (AuBlerdem arbeite ich mit der Funktion!)

extrem }(r‘2 T fi, Ezij hr
rk rk-r

h r "Optimum"
hk 2k 4hkrkie
3 3 27
hk 0 0

Hurra, das scheint ja wirklich zu gehen!

Aufgabe: Erginzen Sie das Programm oder die Funktion um die Ausgabe der Art des Ex-
tremwerts, wie das folgende Bild zeigt:

9 ok
exfr'emex:(r'2 M —=—) ?'J
& 6-r

hor "Optimum" "Art des Extremwis"
9 0 0 "lok. Min."
3 4 48 "lok. Max."

Es folgen nun einige Beispiel, die mit diesem Werkzeug bearbeitet werden.

Lassen sich auch Aufgaben mit Wurzeln bearbeiten? Eine Standardaufgabe fithrt mich zu

diesem Modell:

. . w @ie HE ReYSI NN No 1, Nach V4 ai
3 4 481 lok. Max.

d
15 sofs?:=cZeros(—(th)Jv2)
extrem 15O'J152+x2 +25O-Jz5+y2,i:—ny dvz
5 x © die Werte fiir die erste Variable

solsvii=auxvi|v2=sols2
hbI.=hbIv2=so0ls2

"Fehler: Bereichsfehler"

Der angezeigte Fehler lasst sich darauf zuriickfiihren, dass der term /b1 aus einer Wurzel-
gleichung stammt und die sign-Funktion enthélt, die auch in der ersten Ableitung erhalten
bleibt. TI-Nspire kann die entstehende Gleichung nicht 16sen. Wenn wir ins Programm ein-

greifen und eine Zusatzbedingung einbauen, dann lauft es (zumindest teilweise):

aynJI:zsost[r'J

) 15 e
exfr'em}(l50',)‘152+x2+25O'J25+y2,}g=—,b hb1:=hblvI=auxvI
X
X

approx
© die HE heift nun hb1, nach v2 di

¥ "Optir
-6.16553+10.6794 -3.0411-5.267341 274434+

-6.16553-10.6794 -3.0411+5.26734% 2744.34— Q|© die Werte fiir die erste Variable 1
12.3311 65.0822 488" SOFS’L’?F(JIJB’I'RQ:SOFSQ

hbi1:=hbiv2=s0ls2

sols2:=cZeros (i( hbi ), v2)
dv?
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Damit entgehen uns aber mogliche negative Teillsungen und die Losung 0. Ich habe noch
keine Moglichkeit gefunden, dieses Problem zu 19sen. Lassen Sie ich bitte wissen, wenn Sie
eine Idee dafiir haben. (Mit Derive geht es problemlos!)

Zwei weitere Aufgaben:

Einem gleichschenkligen Trapez (a =4, 2= 1,5 und ¢ = 3) ist das
a) flichengrofBte
b) umfangsgroBte Rechteck einzuschreiben.

extrem b-ﬁjl=4;bj b,k b h "Optimum
32 203 [

e'xfr‘er;'sj(2'b+2'.;’:J izﬂJ b,h)
3 2

"Fehler: Bereichsfehler"

Wenn man das erste Ergebnis richtig interpretiert — und nicht nur glaubig abschreibt — wird
man erkennen, dass es ein derartiges Rechteck mit der Hohe 2 = 3 in einem Trapez mit der
Hohe 1,5 gar nicht geben kann! Hier liegt offensichtlich ein Randextremum vor. Beachten
Sie bitte in diesem Zusammenhang die gestellte Aufgabe!

Bei der zweiten Aufgabe wird ein ,,Bereichsfehler angegeben. Hier hat die erste Ableitung
gar keine Losung, es gibt keine lokalen Extremwerte! Auch dazu gibt es eine Aufgabe.

Aufgabe: Erginzen Sie das Programm fiir den Fall, dass es kein lokales Extremum gibt um
eine entsprechende Ausgabe.

Zum Schluss soll noch eine rechentechnisch recht aufwindige Aufgabe dem CAS iiberlassen
werden. (Wie wichtig die Losung fiir uns ist, ist eine andere Frage!)

Aus 40cm Draht soll das Kantenmodell einer geraden Pyramide mit quad-
ratischer Grundflache gefertigt werden. Bei welchen Abmessungen hat
die Pyramide das grofite Fassungsvermogen?

=
ah ah
V=
3 3
nb1=4~a+4-k=40 dra+4-k=40
2 2
. a
nb2:i=kl=h’+ QJ §2287 52
2 2
Solve(nbfjk) k=10-a
nb2:=nb2k=10-a 2
(a—10)2=%+k2
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exfr‘emﬂv, nhb2, a,h)

"Optimum"
0

2000~ E—z-(s-@—w)

-2000- ,|| 3

19

-2000+,/13 J_+19

10413 50
3 3
10-/13 50 |' J13+2 200013 J_+19 _
3 3
approz(ans| =
6/99]

Nach Erledigung der Vorarbeit (= Reduzierung auf zwei Variable) erhalten wir eine sehr

ausgebreitete Antwort, die am besten approximiert wird.

a h "Optimum" ]

0. -10. 0.
464816 -4.22368 -30.4181
464816 422368 30.4181

0. 10. 0.
28,6852 -7.89202+41 -2164.624
|28.6852 7.892024  2164.621 |

a h

0. -10.
464816 -4.22368
464816 422368

0. 10.
28,6852 -7.89202+
|28.6852 7.892021

"Optimum"  "Art des Extremwts" |
0. "lok. Max."
-30.4181 "lok. Max."
30.4181 "lok. Min."
0. "lok. Min."
-2164.624  "komplexe Lésung"
21646241 "komplexe Losung" |

Die Lénge der Seitenkante £ muss dann noch berechnet werden.

Weitere Aufgaben

Erstellen Sie ein Programm zur Bearbeitung von ,umgekehrten Kurvendiskussionen®

(= ,,Steckbriefaufgaben‘), wie zB die néchste:

Der Graph einer Polynomfunk-
tion hat in den Punkten P(-2|3)
und Q(2|3) Wendepunkte, wo-
bei die Tangente in Q die Stei-
gung 4 hat.

Lesen Sie die Matrix so:

»die nullte Ableitung an der
Stelle -2 ist 3, die nullte Ablei-
tung an der Stelle 2 ist 3, die
erste Ableitung an der Stelle 2
ist 4 usw.

3

912 1Y

U 4 u
funkls 1 g
01 -1
11 2
023
02 3
funkly 5 4
220
220

ﬁ+3'x

16 2
00 2
200
fnH|0 1 -3
210
04 4
240
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Losen Sie die folgenden Extremwertaufgaben. Eine grafische Aufbereitung kann auf einer

Graphs & Geometry-Seite mit Hilfe dynamischer Geometrie erfolgen. Die entsprechenden

Bildschirme sind abgebildet.

Ein 3 m hohes Bild héngt an der Wand; sein
unterer Rand ist 2,50 m iiber dem Fuf3boden.
Wie weit muss sich ein Betrachter, dessen
Auge sich 150 cm iiber dem Boden befindet,
von der Wand entfernen, um das Bild unter
einem moglichst groen Sehwinkel bewun-
dern zu kénnen?

. | Ar=354u

\ D :': Fliche=13.21
Umfang=16.86

ic

o)

Al 5 T B

Die nach rechts offene Parabel mit dem

Scheitel in (-8|0) geht durch den Punkt (0|6).

Die Parabel und die Gerade g: 3x + 2y = 12

begrenzen mit y = 0 in der oberen Halbebene

einen Bereich, dem ein achsenparalleles

Rechteck eingeschrieben werden kann.

a) Bestimmen Sie das Rechteck mit dem
grofBten Flacheninhalt.

b) Bestimmen Sie das Rechteck mit dem
grofiten Umfang.

. OFB=7.46 u
3m ., Winkei=20.57°

0.5 o

5
Ziehe B auf der x—Achse!

Gegeben ist das Viereck ABCD mit A(0]0),
B(5|0), C(5,5]2,5) und D/-1]2,5). T ist ein
beliebiger Punkt auf AB. Auf AD ergibt sich
der Punkt D’ mit AD’ = AT und auf BC der
Punkt C’ mit BC’ = BT. Fiir welche Lage
von T hat das entstehende Viereck ABC’D’

a) groBten Umfang und

b) grofiten Inhalt?

Bewege ¥ auf der y-Achse!
h=425u

Umfang=18.81
Fldche=21.91 u?

AN

T

Schreiben Sie ein Programm fiir eine Funktionsdiskussion. Versuchen Sie es zuerst nur fiir

Polynomfunktionen. In der Ausgabe sollen Nullstellen, Extremwerte und Wendepunkte

ausgewiesen werden (eventuell mit Bestimmung der Art der Wendepunkte und der Ausgabe

der Steigung in den Wendepunkten). Eine allfillig vorhandene Symmetrie kann auch ange-

geben werden.

Erzeugen Sie eine Bibliothek analysis und nehmen Sie extrem() usw. in diese auf.
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6 Trainingsprogramme fiir Grundfertigkeiten

Man kann ein CAS auch sehr gut dazu niitzen, um mathematische Grundfertigkeiten zu trai-
nieren. Meine Erfahrung hat gezeigt, dass Schiiler damit in Eigenverantwortung viel lieber
arbeiten als mit Listen von Ubungsbeispielen aus Lehrbiichern und Aufgabensammlungen.
Ich méchte Thnen hier ein erprobtes Ubungsprogramm zum Trainieren des Vieta’schen Wur-
zelsatzes vorstellen:

w‘era()
a%+10:a+9=0

Fertig

anf(l,Q)
"falsch: -9, -1"

Fertig

anf(-l,-g) =
1/3

| vieta 1/7] ant 1/8
Define vietal)= Define ant(z7,22)=
Prem Prgm
© Vieta(): Lise die quadr. Gleichung © ant(l. Lésung, 2. Ldsrmg)
Local prob lp:={zI,22
aufg:=aufg+1 SortA lp:Sorta zp
zp:=randSamp(z_,2,1) If Ip=zp Then '
Vp::expr(r‘andSamp(v_,1){1]) Disp "richtig!":richtig:=richtig+1
probi=expand|{vp-zp[1]Hvp-zp[z]l}=0 || Eise
Disp prob Disp "falsch: "&string(zp[l])&'[ "&string(:
EndPrgm EndIf

EndPrgm

Als Ubungsprogramm kann das nur dann richtig geeignet sein, wenn nicht immer die glei-
chen Aufgaben angeboten werden — da kommt wieder der Zufall ins Spiel — und wenn eine
gewisse Kontrolle angeboten wird.

In der globalen Variablen aufg werden die gestellten Aufgaben mitgezédhlt — siehe néchste
Seite die Beschreibung der Initialisierung mit start(). zp ist eine Zufallsauswahl (ohne Wie-
derholung) von zwei Zahlen aus der Liste z und vp ist eine zufdllig ausgewihlte Variablen-

bezeichnung aus der Liste v .z und v_ werden ebenfalls durch start() generiert.

Im obigen Bildschirm miissen Sie sich noch den Befehl randseed Zahl wie in Abschnitt 3
nédher beschrieben wurde dazu denken. Damit werden immer andere Aufgaben gestellt, vor-
ausgesetzt Sie nehmen nicht immer dieselbe Zahl.

Mit ant(1.Losung, 2.Losung) teilt der Benutzer seine Vermutung dem Rechner mit und
bekommt sofort die Riickmeldung. Im Hintergrund werden die richtigen Antworten in der
globalen Variablen richtig mitgezahlt.

Das néchste Bild zeigt start() und den Beginn einer Sitzung.
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| start

444

szarf() 3

Define start():

Prem

aufg:=0:richtig:=0

V_:=seq(char(r’), 1,97, 122)
z_:=augment(seq(k,k,-15,-1),seq(k,k,1,15))
Disp "randseed ganze Zahl eingeben!"
EndPrgm

randseed ganze Zahl eingeben!

Fertig

RandSeed 103040 Fertig

V_
{“a“J“b“J“C“J"d”J”e”J“f“J“g“l“h“J“i"J“\j“’

Z

{-15,-1413,-12-11,-10,-9,-8,-7,6,"5,-4,

Beachten Sie, dass weder vieta() noch start() einen Parameter benétigen!

Sie sehen auch noch die beiden generierten Listen v_und z_(globale Variable). So kénnte

dann eine Sitzung ablaufen:

w-efa() gesamt Of1|
3 Define gesamt():
17+2-3=0 Func
Fertig "Aufgaben gestellt” aufg
"davon richtig:" richtig
am(S,-l) bt
; L ) richtig-100
"falsch: -3, 1" das sind in %: approx ng
Fertig EndFunc
gesamf() "Aufgaben gestellt" 4
"davon richtig:" 3
"das sind in %:" 75

Wenn die Sitzung beendet wird, kann sich der Ubende mit gesamt() eine Ubersicht seiner

Bemiihungen ausgeben lassen:

w'efa()
242:-3=0

Fertig

anf(S,-l)
"falsch: -3, 1"

Fertig

gesamr() "Aufgaben gestellt" 4
"davon richtig:" 3

"das sind in %:" 75.

gesamt Of1|
Define gesamt()=
Func
"Aufgaben gestellt” aufg
"davon richtig:" richtig
"das sind in %:" approx(in‘:htlglloo)
aufg

EndFunc

Ich stelle Thnen noch eine zweite Variante vor, in der dem Ubenden gleich ein Block von

Ubungsaufgaben angeboten wird. Mit vietas(k) wird eine Liste von k quadratischen Glei-

chungen mit ganzzahligen Losungen ausgegeben. Die Antworten miissen im Programm ants

in Form einer k x 2 Matrix eingegeben werden.
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w-gms(gl) =| wvietas 011 |
2 Define vietas(cmz): =
z7+202+75=0 Prgm

S‘2+5'S‘F6=O Local prof_)s k_

217043020 p:‘obs:={Li]‘: loe5:={Li}
) For k_,1,anz
g£7-4=0 zp:=randSamp(z_,2,1)
vp: =expr(r‘and5amp(vﬁ, 1 )[ 1 ])
probs: =augmer1t(probsj {expand((vp—zp[ 1 ])(
Sorth zp
ants|| 15 loes:=augment{loes, zp)
2 -15 L) =
2 2 ants E
Define ants(fs): =
Frgm
Local d_,vgltxt,k_tir]
vglh= U
ausg:={ ||
Fertig | [d_=dim(is)[1]
Fork_1d_
=k ]
i1 =mat Hlist(t])
Hlsorta o
2/99 |7.~matp list(loes| & ) ™

Fertig

-5 -158

"richtig!"
"falsch: -3, -2"
"falsch: 2, 15"

"richtig!"

Aufgaben

Ergénzen Sie start(), vietas() und ants() um Kommentare, die im Katalog aufscheinen und
richten Sie eine Bibliothek training ein, in die sie die Programme, die in den nichsten Auf-
gaben gestellt werden, aufnehmen kénnen.

Erstellen Sie ein Ubungsprogramm zum Faktorisieren von Termen (zB zum Herausheben
von gemeinsamen Faktoren, zum Zerlegen von vollstindigen Quadraten, der Differenz zwei-
er Quadrate, von Summe und Differenz von Kuben usw.)

expand(dr'b(S)) 35 mv2ez® 400 m 2 ey 2ez2 17
24082 m*p?-54046m%p?
560k “n°-z>~875kn>z” |
25-m 220 —400m° 0222 25emm2er2ulz—zemMze e am?)|
Bctor]| ) 40+ 2embp2 54046+ m2ep> —60-}:2-(3-h2—2-m)-(3-h2+2-m)-m2-p2
560k *n>z>-875-kn>z° EPR: N ) RPN PR
expand{()) 900-g°+h>~900-g*#>~900-g7 k>
factor(900+g5+h>~000+g 44 3-000+53+4°) 900-g>-(g2-g-1)-°
expand(sk()) 224rc%kz-28c 2zt
factor(ans)

Erstellen Sie ein Ubungsprogramm zum Ausmultiplizieren von Quadraten und Kuben von
Binomen usw.
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7 Wir iiberwinden die Regression 4. Grades

Weithin bekannt - neuerdings auch in der Schulmathematik - sind lineare und quadratische
Regression, die auf dem Prinzip der , kleinsten Quadrate beruhen.

Zur Erinnerung:

Gegeben sind empirische Daten als Zahlenpaare {(x,y1), (X2,)2), -...., (Xu¥n)}. Nach Darstel-
lung dieser Daten als Streudiagramm in einem geeigneten Koordinatensystem liegt oft der
Schluss nahe, dass zwischen den x- und y-Werten ein linearer Zusammenhang bestehen
konnte. Die Regressionsrechnung sucht nun eine lineare Funktion f{x) = k x + d so, dass die
Summe der Quadrate der Differenzen aus den tatsdchlichen und theoretischen Funktions-
werten minimal wird:

n

Qk,d) = Zn:(f(xl.) - )P = Z(kx, +d — y,)* = Minimum

i=1
Das erweist sich als eine Extremwertaufgabe mit den beiden Variablen & und d. Man findet k&
und d, indem man Q(k,d) partiell nach £ und d differenziert und das entstehende lineare Glei-

chungssystem nach & und d auflost.

Dieses Verfahren wird nun verallgemeinert. Es wird an einem Beispiel demonstriert:

xi 1-20 |[-1,1 1,4 2,1 2,8 4.4 5,0 6,0 7,0 8.4

v |-2,5 -0,15 13,6 2,8 0 -2,0 [-2,0 (05 3,4 3,1

Wir speichern die Daten in den beiden Listen x/ und y/ und machen uns eine Bild in Form
eines Streudiagramms:

BOG AUTO REELL Cimu e EE BOG AUTO REELL B
=

be={-2,1.1,1.4,2.1,2.5,4.45,6,7,8.4 ) 84 |7
{-2-1.1,1.4,2.1,2.8,4.4,5,6,7,8.4 } e
O -

d e P T | | I 6 G © 6 5 8 o Oc ¢ & 6 o o

i={-2.5, .{1,3.6,2.8,0, 2,2,5,3.4,3.1} e Citter
2.5,741,3.6,2.8,0,2,72,.5,3.4,3.1 S SR SEERT
8.57 s b oo o0o00ee e e e a 14.43
ooooo e

-

I RS R RS

2/39

Hier ist lineare Regression sicher nicht mehr angebracht. Eine Polynomfunktion hoéherer

Ordnung konnte passen, die Lage der Punkte erinnert aber eher an Winkelfunktionen. ,,Zu-
falligerweise™ liegt die Periodenlédnge zwischen 6 und 7 (= 27).

Wir suchen eine approximierende Funktion ®(x) als Linearkombination der Funktionen
{1, sin(x), cos(x)}.
D(x) = a-1 + b-sin(x) + c-cos(x)

Damit ergibt sich eine Extremwertaufgabe mit den drei Variablen a, b und c:
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(D(xi) = a 1(x)+ay [,(x)+ a3 f3(x;)

N
Q(a,b,c) = 3 ( a-1+ b-sinx, + c-cosx, — yl.)2 = Minimum
i=1
o N .
— = > (2(a + bsinx. + ccosx. — y.) - 1) =0
Oa i1 i i i
o0Q . .
a5 i§1(2(a + b sinx, + ¢ cosx; — yl.) . smxl.) =
o N
Ze > 2(a + b smx + ¢ cosx, — yl.) . cosxl.) =
¢

i=1

Alle drei Gleichungen lassen sich durch 2 kiirzen, ausmultiplizieren und umordnen:

a>l-1+ szinxl.~1 + chosxl.~l = Zyl.-l
N N N
aZl~sinxl, + szinxi~sinxl, + chosxi~sinxi = Zy smx
N N N
aZl~c0sxl. + szinxl.-cosxl. + chosxi-cosxl. = Zyl.-cosxl.
N N N N

Wir stellen fiir die vorliegenden Daten (N = 10) das Gleichungssystem auf, 16sen es nach den
Variablen a, b und ¢ auf und bestimmen die approximierende Funktion. Die so entstandene

Regressionslinie tragen wir zum Streudiagramm ein.

Hinweis: sum(Liste) ergibt die Summe aller Listenelemente. Dabei konnten wir die Zahlen-

werte einzeln ausrechnen (lassen) und dann das Gleichungssystem 16sen, oder wir iiberneh-
men die Summen direkt zB in die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems.

-.068539

-.068539

1.1 BOG AUTO REELL i| [ 1.1 [2]E BOG AUTO REELL i|
: = =
{sum(sm(fx)),sum(cos(fx?}295214 068539} sum(sm Ix-sin !x ) 6.51466
sum(fy) : — e sum(sm Ixl-cos Ex ) 806092
sum(sm c-sin (e ) 6.51466 sum(fy infix ) 16.8913
sum(sm e)-coslix ) - 806092 sum(c ix)-coslix ) 348554
sum(fy sin fx ) sum(fy COS fx ) 167422
O | v
17| 999 |
BOG AUTO REELL i| [ T2 EOG AUTO REELL |
10 sum(sin(fx)) B )) sum(cos( )) sum fy B
=| sumlsinlec))  sumlsinloc)-sinlee))  sun® k) sumlsinlixc)-cos Ix Sur !y sin Ix
&5 cumfein(pe)] - cumlsinlc)-sinlzx]) (5¢)) - suralsin ) )
sum(cos(fx)) sum(sin(fx)-cos(fx)) Sutr s(fx ) sum(cos bej-cos Ix ) sum Iy oS Ix
10 S295214 -.068539 6.5 10 S295214 -.068539
S295214 651466 - B06092 165913 S295214 651466 - B06092 165913
-.B06092  3.48534  1.67422 -.B06092  3.48534  1.67422
i

1. 0. 0. .769506 1. FEO506
0. 1. 0. 2.76822| ™ 0. 1. 0. 2?6822
322|| 2||
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[ e BOG AUTO REELL i

g.84 | ¥

(1. [ BOG AUTO REELL

10 -.295214 -.068539 6.8
~295214  6.51466  -B06092 16,3913

068539 ~.506092 3.48534 1.67422) ~\

rref{g/s) 1. 0. 0. .769506] \ 1//\\ /\ /.‘
0. 1. 0. 2.76822 .

0. 0. 1 1.13573] -S.SFVI 144?

#1lx):=.769506+2.76822-sinlx]+1. 13573 -cosl !

3] B

1721 @ ® fl-769506+2.76822-sinlx)+1.132 |3

Mit den Werten fiir @, b und ¢ definieren wir die Ndherungsfunktion und ihr Graph im Streu-
diagramm zeigt, dass wir gar nicht so schlecht liegen diirften.

Zum Vergleich wenden wir aber die eingebaute ,,Sinusformige Regression an:

frz 1: Aktionen ML il fir - Aletinnen i L i
Lis 2 Zahl | e 1 Statistik mit einer Wariablen »:
i 3: Komplex & = 2: Statistiken mit Zwwei Wariablen ,"8”3 =
?: 4: Algebra y| 67422 3: Lineare Regression {mx+b) y| 67422
4 51 Analysis » 4: Lineare Regression (a+hw) ol 7
6 Wahrschelnllchkelt )| 69506 o Medlaanedlan—L|n|e . d 69506}
% 7 Statistij e B hnungen... 6: Quadratische Regression Ingen... M
9 &: Matrix |2: Statlstlkergebmsse 7: Kubische Regression
811 9: Funktiq3: Listen Mathe " i Regression vierter Ordnung »
f1lx)i=.76994: Listenoperationen ’ 9: Potenzregression . ]
5: Yerteilungen... N ArExponentielle Regression A
&: Korfidenzintervalle... ) B Loarlthmlsche Regression A
7: Statistische Tests... M C:Sinusformige d
] D:Logistische Regressmn {d=03 —
21454 - 21448
(1.7 |2 BOG AUTO REELL B
=~ ;
¥-Liste: | [ v| SinReg bl 8: CopyVar stal. RegEgn f2: stat.»®
v—Liste: | ly v| "Titel" "Sinusférmige Regression'
—-— o tore "RegEqn" "a*sin(b*r+c)+d"
Bfeqn sSpeichern Unter. ngn 31633
2 ~] " 9324
e TR __ 1 "dn L7595 I
22199

Die Regressionsfunktion wurde unter dem Namen f2(x) gespeichert und kann nun zu f1(x)
ins Streudiagramm eingetragen werden.

AnschlieBend werden wir die Prozedur in einem kurzen Programm zusammenfassen.
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f2(x) wurde strichliert gezeichnet.

Das oben gezeigte Verfahren kann unter
Einsatz von Matrizen auf elegante Weise

durchgefiihrt werden. Dazu erzeugt man
zuerst eine Matrix M - die so genannte
Normalmatrix:

L) fi(n) A05) o filx) 1 1 1o 1
M =|f(x) f,() f(x) .. fi(x)]| =|sin(x) sin(x,) sin(x;) ... sin(x,)
L) f(5) L) o fi(x) cos(x,) cos(x,) cos(x;) .. cos(x,)

Es ist nun leicht zu sehen, dass das Produkt M - M" (= die Transponierte von M) genau jene
Matrix ist, die wir oben Element fiir Element bestimmt haben. Im Zentrum des Programms
wird daher der Aufbau der Normalmatrix liegen. Wir zeigen das Programm der besseren
Lesbarkeit halber wieder auf dem PC-Schirm.

Als Eingabeparameter habe ich die Liste der erzeugenden Funktionen, sowie die Listen der
x- und y-Werte vorgesehen.

11,5MmLX),CoslX] [ A

genreg 171 7|
f1{x):=.769506+2.76822sin{x}+ 1. | [Define LibFub genreg|fTisz, xw,yw)= =
Fertig | |Func

Local nm,rs k1
© die leere Normalmatrix
nm:=new1\t[at(dim(ﬂisfjl,dim(xw))

genre, g(ﬂ, Ix, Iy)
1.13573cos(x}+2.76522sin(x)+.7»

10 sum(sin[!x: © die leere rechte Seite
glsi= sum(sin(b()) sum(sin(bc)-sir’ ?‘s:=new1\.f.[at(c1irn(ﬂ:'sf),1)
sum(cos(!x)) sum(sin(bc)'co: For £, l,dim(ﬂr’sf )

10 -295214 -06g530 | ||For 41dimlxw) , ,
© Erzeugung der k—ten Zeile der Normalmatrix

-.295214 651466 -85060%92 1 nm[k,a’]: lim _(ﬂisf[k])
-.068539 -.806092 3.48534 1 i

rrefigls) 1. 0. 0. .769506| | |zndFor
0. 1. 0 276822 © rechte Seite der k—ten Zeile
00 1 113573 rs[k,1]:=dotP(1ist>mat(}w,dim(}w)),nm[k:|)
Filx)i=.76950€l2.76822-sin(x}+1.» [§{EndFor

© Ldsung des Gleichungssystems
rs:=(nm'an)_1'rs

© Bestimmung der Funktion und Ausgabe
Return dotP(r'sT[1],listbmat(ﬂ'isf,dim(ﬂisz)))
L w| EndFunc

222 =

x-*xw[f]:--'

Fertig

genreg(fl,lxly)
1.135728-cos{x +2.768219-sin(x}+

Sie erkennen die Ubereinstimmung.
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Fir die polynomiale Regression vom Grad g muss die Funktionsliste der Potenzen von x

programmintern generiert werden, diese wird dann an genreg iibergeben.

gem‘eg(ﬂ,fx,fy) | polreg 174
1.135728cos(x+2.768219+sin(x}+.769506 || Define LibPub polreg(g,xwyw)=
poh‘eg(é Ix, fy) Func
B © polreg(GJ‘ad, x—Liste, y—LI’sfe)
,000417x° - 013638x°+.121950x*-.178" | | Local fl

k

6_ 013637522 ﬂizseCI(I J’EU@)
Fertig genreg|fl,xwyw

= EndFunc

f3lx):=4.1672464691058-4+x

]
[

3/99]
t 881 Y

\ w,
L/ARVARY;

6.15 5

Ich habe hier durch die 10 Punkte eine Polynomfunktion vom Grad 6 gelegt (punktierter
Graph) . Im Bereich der Datenpunkte wire die Funktion noch akzeptabel, die mogliche Peri-
odizitdt kommt natiirlich iiberhaupt nicht zum Ausdruck.

Etwas — was fiir viele vielleicht {iberraschend ist — interessantes passiert, wenn man mit dem

CAS Derive diese selbst gemachte ,trigonometrische Anpassung® mit Hilfe der FIT-Funk-
tion ausfiihrt:

FIT([x, a + b-SINCx] + c-C0OS(x]], pktel
1.135727044. C0S50x) + 2. 708218762 5IN(x) + 0. 7695068028

Hier ist offensichtlich auch dieser Algorithmus implementiert!

Wenn Sie die Datei unter dem Namen statistik im Folder mylib abspeichern, steht Thnen
diese Regression aus allen iibrigen Applikationen zur Verfligung und allfillige andere Statis-

tikwerkzeuge konnen spiter auch dazu genommen werden (wie zB die, die wir im néchsten
Abschnitt erzeugen werden).
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Aufgaben

Im obigen Beispiel konnte eine Periodenlinge von ca 2 angenommen werden. Andern Sie
diese ,trigonometrische Regression™ so ab, dass sie auch eine vermutete Periodenlénge p
beriicksichtigen konnen. Dabei miissen Sie die Periodenldnge als weiteren Parameter in die
Parameterliste aufnehmen.

Der Aufruf konnte lauten: trigreg(xListe,yListe,p).

Die Daten fiir eine ,,Lorenzkurve® (= Quintilwerte) sind gegeben durch die folgenden Daten-
punkte: (0]0), (0,2]|0.04), (0.4/0.12), (0.6/0.35), (0.8]|0.6) und (1|1). Die Kurve muss durch den
Koordinatenursprung verlaufen. Suchen Sie mit Hilfe der vorliegenden Programme eine
geeignete Funktion 4. Grades und vergleichen Sie mit einer kubischen Regressionslinie
durch den Ursprung.

Vor allem im angelsdchsischen Bereich ist die Median-Regression — abgekiirzt MedMed-
Regression — recht verbreitet. Auch die TI-Taschenrechner und daher auch TI-Nspire bieten
diese Regression an.

Das Ergebnis ist eine Gerade, die durch die Punktwolke der Datenpaare zu legen ist. Man
berechnet dieser Gerade auf die folgende Art und Weise:

Die vorliegenden Datenpaare werden nach steigenden x-Werten sortiert. Dann wird die
Menge der Datenpaare in moglichst gleich grole Gruppen geteilt. Falls die Anzahl der Da-
tenpaare nicht durch drei teilbar ist, hat die mittlere Gruppe entweder ein Datenpaar mehr
oder weniger als die beiden Randgruppen.

Fiir alle drei Gruppen wird der Medianpunkt bestimmt, dessen Koordinaten die Medianwerte
der jeweiligen x- und y-Werte in den Gruppen sind. Wir bezeichnen diese Punkte der Reihe
nach mit M1, M2 und M3. Die MedMed-Gerade verlauft parallel zur Verbindung von M1
und M3. Der Abschnitt auf der y-Achse dieser Geraden heifle d1. Durch M2 ist eine Parallele
dazu zu legen und deren Abschnitt auf der y-Achse zu bestimmen, d2. Von der endgiiltigen
Geraden kennt man nun bereits die Steigung. IThr Abschnitt d auf der y-Achse ist ein gewich-
tetes Mittel aus d1 und d2, namlich (2-d1 + d2)/3.

Erzeugen Sie Programm zur Bestimmung der MedMed-Regression. Erfinden Sie einen Satz
von Daten und zeichnen Sie die MedMed-Gerade dazu. Uberpriifen Sie Thre gewonnene
MedMed-Gerade mit der entsprechenden Funktion des TI-Nspire.

(Fiir die Berechnung des Medians gibt es eine Nspire-Funktion. Auch das Sortieren von
Datenpaaren nach dem x-Wert ist moglich. Informieren Sie sich bitte im Referenzhandbuch.)
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8 Mit dem TI-Nspire zum Lottohaupttreffer

Eine der attraktivsten Einsatzmdglichkeiten des Computers ist die Durchfithrung von Simu-
lationen. Das reicht vom kleinen Wiirfelspiel bis zu hochkomplexen Simulationen von Wirt-
schaftsabldufen, Simulationen von Auswirkungen von Umweltverdnderungen, Flugsimulato-

ren usw.

Wir wollen im letzten Abschnitt das iiberall bekannte Lottospiel simulieren und gleichzeitig
auch die auftretenden Héufigkeiten graphisch darstellen.

Ich habe dazu ein selbst erstelltes Programm fiir den TI-92/Voyage 200 gefunden. Da sieht
die Sache so aus:

1 1 1 i Fzw Fzw Fyv F& Far
Auf den genannten Rechnern ist die Eingabe k1 fitr o oot e i ther FramTo|c 1em Ue] |
iiber einen Dialog mdglich.
Hier werden 300 Ziehungen simuliert, dann Dein Tipd @ [£3.41.11,19,8,7
. . R . . . u| Wieviele Spiele?! o
wird eine Ubersicht der Anzahl der Richti- a| (Enter=0K ESC=CHHCEL Y bk
. . . B lottols, 45 Error: Break
gen und ein Histogramm der absoluten Hau- . lnttoEG, 45; Latbaté, 459
i lotto{h 45>
figkeiten der gezogenen Zahlen ausgegeben. L - SIE S
i Fzw Fz Fy Fow Faw 7
- E Zoom|Trace |Rebraph|Math |Oraw |«
Dein Tip: i e
e
£23,41,11,19,8.72 e
Jert s
IO {34,17,13,27,9,83 T der:
Ser
set
[EMTER ]
SIMULATI RAD ERACT FUNE 4730 T EIMULATI RAD_EAALT FUME Py el

Hier wird die dsterreichische Version des Lottospiels, ndmlich ,,6 aus 45 simuliert: auf 6
Zahlen zwischen 1 und 45 wird gesetzt. Bei der Ziehung wird dann auch noch eine Kugel mit
einer ,,Zusatzzahl* gezogen, die wir hier nicht beriicksichtigen wollen.

In diesem Programmlauf werden 300 Ziehungen von 6 aus 45 durchgefiihrt, wobei mein
personlicher Tipp aus den Zahlen 23, 41, 11, 19, 8 und 7 besteht.

Mit TI-Nspire miissen wir auf den Eingabedialog verzichten. Alle Parameter sind in der
Parameterliste des Programms anzufiihren. Ich denke an einen Programmaufiruf mit der Syn-
tax:

lotto(Klassenzahl, Anzahl aller Nummern, Anzahl der Ziehungen, Tippliste, Startzahl
fiir den Zufallsgenerator).

Wir kénnen dann nicht nur 6 aus 45 sondern auch 2 aus 10 oder 10 aus 100 spielen. Die
jeweiligen Ergebnisse bilden die Grundlage fiir weitere statistische Untersuchungen bzw. fiir
Bestitigungen von wahrscheinlichkeitstheoretischen Uberlegungen.
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Auf diese TI-Nspire-Version des Lottoprogramms wollen wir hin arbeiten:

Iotto(3,6,2000,{1,3,5 },1234567)

"0 Richtige:" 109
"1 Richtige:" 839
"2 Richtige:" 949
"3 Richtige:" 103

Zahlenhaufigkeiten in Ix und ly
Trefferhaufigkeiten in ltx und lty

Fertig

Iotto(6,45,1000,{ 23,41,11,19,8,7 },112233)

("0 Richtige:" 415]
"1 Richtige:" 417
"2 Richtige:" 140
"3 Richtige:" 28
"4 Richtige:" 0
"5 Richtige:" 0

|"€ Richtige:" 0

Zahlenhaufigkeiten in [x und ly
Trefferhaufigkeiten in ltx und Ity

Dies sind die auBBerhalb des Programms gespeicherten Werte der globalen Variablen, deren
Beschreibung gleich folgt.

Ix
{ 1,2,3,456,7,8910,11,12,13,1415,16,17,18,19,20,21,22,23,24, 25,26,27,28,29,30,31, 32,3

E}J

{127,119,127,132,134,141,153,127,125,119,128,146,126,129,124,150,135,138,1 14,105, 1»
Tex {01,23,456)
Ity {415,417,140,28,0,0,0}

| @

Die Ergebnisse der Simulationen von 2000 Ziehungen von 3 aus 6 und von 1000 Ziehungen
von 6 aus 45 kann man aus der Matrix herauslesen: Bei 6 aus 45 habe ich 3 Richtige insge-
samt 28 mal erreicht, 2 Richtige 140 mal, 417 mal habe ich eine genau eine Zahl erraten und
bei 415 Ziehungen habe ich keine einzige Zahl richtig auf meinem virtuellen Lottoschein
angekreuzt. Die absoluten Haufigkeiten des Auftretens der Zahlen von 1 bis 45 sind in der
Liste /y gespeichert, wéhrend in /x die Zahlen von 1 bis 45 selbst abgelegt sind. Dies brau-
chen wir dann fiir die grafische Darstellung.

Itx und /#y sind die entsprechenden Listen fiir die Zufallsvariable ,,dnzahl der richtigen Zah-
len bei einer Ziehung*.

Bevor wir uns das Programm ndher ansehen, wollen wir die Gewissheit haben, dass die Si-
mulation auch richtig ist. Dazu ist es notwendig, die theoretischen Wahrscheinlichkeiten mit
den experimentellen relativen Haufigkeiten zu vergleichen.
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Bei den Ziehungen handelt es sich um klassische Experimente, die mit der hypergeometri-
schen Verteilung beschrieben werden. Aus einer Grundmenge von N (= 45) Elementen, in
der sich 4 (= 6) Merkmaltrager (meine Zahlen) befinden, werden Stichproben vom Umfang
n gezogen. Wir suchen die Wahrscheinlichkeit, dass in der Stichprobe genau a (=0, 1, 2 ,3,
4, 5, 6) Merkmaltriger enthalten sind.
A (N-4
[ (5=)

N
n
Erwartungswert und Standardabweichung der Verteilung sind gegeben durch:

}zi-n und o2 = ni(l—é) N-n

p(X =a)=

N N N) N-1°
nCr‘( 6, x) 'nCr( 39, 6—x]
,x,0,6
nCr{45,6)
155363 82251 82251 9139 741 39 1
387860 193930 543004 407253 543004 1357510 8145060
ooy | 155363 82251 82251 9139 _ 741 39 1 )
PP 387860 193930 543004 407253 543004 1357510 8145060

{ 400,565,424.127,151.474,22,4406,1,36463, 028729,,000123 }
nCr(6,xJ'nCr(39,6—x]
nCr{45,6)

approx|seq

,x,o,s)-sooJ

{120.169,127.238,45.4422,6.73218,.409389,.008619,.000037 }

Beachten Sie den Einsatz der seq-Funktion zu Berechnung der Folge von Wahrscheinlichkei-
ten! Mit nCr(k,n) berechnen Sie den Binomialkoeffizient (ij
Die theoretischen Erwartungswerte fiir die beiden durchgefiihrten Zufallsexperimente sind

1,5 bzw. 0,8. Die beiden Experimente liefern die Mittelwerte 1,52 und 0,78. Den Vergleich
der theoretischen und experimentellen Varianzen iiberlasse ich dem Leser.

An den Anfang des Programms stellen wir die Vorbereitung der Ausgabematrix:

lotto 20/20
Define LibPub lotto(kiasse, los,spiele,tipp, rdseed): g
Frgm

© lottolKI, Los, Spiele, {Tl’pp }erseedj
Local treffer lose,ziehung,ir i kj
RandSeed rdseed

treffer: =newMat(kfasse+ 1, 2)

For i,0,klasse

z?‘eﬁer{ﬂl,1]:=string(f)&" Richtige:"
EndFor
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Wir 6ffnen den Editor fiir das Programm lotto mit den angezeigten Programmparametern. Es
ist denkbar, dass wir noch andere Simulationsprogramme erstellen, die in der Bibliothek
simulation zusammengefasst werden, daher ermdglichen wir den 6ffentlichen Bibliotheks-

zugriff.

Alle nicht weiter bendtigten Variablen werden als lokale Variable definiert. Mit treffer er-
zeugen wir eine zweispaltige Matrix mit Uberschrift, in der wir die Haufigkeiten der aufge-
tretenen Treffer — von keinem bis alle Nummern (6) werden gezogen — zusammengefasst
ausgeben werden. Vorerst sind alle Elemente dieser Matrix 0. (Davon kdnnen Sei sich mit
der Anweisung disp treffer unmittelbar vor Beginn der For-EndFor-Schleife iiberzeugen.)

In dieser Schleife generieren wir die Beschreibung der Ergebnisse, beginnend mit ,,0 Richti—

ge:

lose:=seqll_,I_,1,los):lx:=lose: ly:=newList{/os)
For i,1,spiele
zz’ehzmg:r‘andSamp(Iose, klasse, 1J:SortA ziehung
tr:=0
For k 1,klasse
ly[zr‘efnmg[k]]:=Iy[z:’efrrmg[}f]]+l
For j,1,klasse
If z:'efrrmg[k]=fr'pp[j]:fr‘:=f3+1
EndFor
EndFor
freﬁer[fr*—l—lj2]:=fr'eﬁer'[fr+1,2]+1
EndFor
Disp treffer
ltx:=seqlk_k_ O,kfasse:l
lty:=rnat)list(:reﬁer”[ﬂ)
Disp "Zahlenhdufigkeiten in lx und ly
Disp "Trefferhdufigkeiten in ltx und lty"
EndPrem =]

lose ist eine Liste der Zahlen von 1 bis /os (45). Fiir die Beschreibung der absoluten Haufig-
keiten der gezogenen Zahlen werden die Werte der Zufallsvariablen (1 — 45) benétigt, fiir die
ich die Liste /x anlege, die ja inhaltsgleich mit /ose ist. Die Liste /y mit gleich vielen Elemen-
ten wird vorbereitet, in der die Haufigkeiten an den entsprechenden Stellen abgelegt werden.
In diesen beiden Listen finden wir dann die Koordinaten der Punkte fiir die Darstellung der
Haufigkeiten zumindest in einem Streudiagramm.

Dann wird eine For-EndFor-Schleife ge6ffnet, die insgesamt spiele-mal durchlaufen wird.
In jedem Spiel wird eine ziehung von klasse Elementen aus der Liste lose vorgenommen. Da
ist der randSamp-Befehl mit dem dritten Parameter 1 fiir das Ziehen ohne Zuriicklegen ein
ausgezeichnetes Hilfsmittel (siche Seite 21). Das Sortieren der Zahlen ist nicht notwendig,
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aber wenn Sie die Ziehungen mit einer Disp-Anweisung ausgeben wollen, dann sieht eine
geordnete Liste einfach besser aus. AuBlerdem will ich darauf hinweisen, dass innerhalb eines
Programms Sortierungen vorgenommen werden koénnen, innerhalb einer Funktion aber nicht.
In der Variablen # wird fiir jede Ziehung die Anzahl der Richtigen mitgezdhlt. Vor jeder
Ziehung wird ¢ auf 0 zuriick gestellt.

Bleiben wir bei 6 aus 45 und nehmen wir an, dass die Ziehung {4, 12, 19, 38, 40, 42} erge-
ben hat. Fiir alle 6 Elemente wird die Haufigkeit des Auftretens in der Liste /y um eins er-
hoht. (Wenn zB & = 3, dann wird /y[19] um eins vermehrt.

In der nichsten Schleife wird nun das k-te gezogene Element mit allen Elementen meines
Tipps verglichen und wenn eine Ubereinstimmung auftritt, dann wird die Trefferanzahl # um
1 erhéht. Am Ende eines jeden Spiels wird das entsprechende Trefferfeld — in der zweiten
Spalte der Ausgabematrix — um eins erhdht.

In den Listen /tx und /¢y sammeln wir die Koordinaten zur Darstellung der Héufigkeiten der
ZufallsgroBBe Anzahl der Richtigen bei einer Ziehung.

Wenn alle Ziehungen durchgefiihrt worden sind, bleiben nur mehr die Ausgabe des Ergeb-
nisses und ein Hinweis, in welcher Form die zusétzlich gewonnenen Daten abgerufen werden
konnen.

Nun soll unsere Simulation auch noch graphisch dargestellt werden. Da die H&ufigkeiten
bereits vorliegen, werden wir nicht auf die Data & Statistics-Applikation zuriickgreifen,
sondern auf einer Graphs & Geometry das Diagramm selbst erstellen.

Nach dem Offnen der Applikation legen Sie zuerst
wie auf Seite 23 gezeigt, die Darstellungsform
Streuplot fest. Dann stellen Sie den Zeichenbereich @ @ E @
ein. Uber die Schaltfliche mit dem Héndchen errei-
chen Sie den Meniipunkt Dialogfeld Achseneinstel-

lungen. Nach den Daten der Listen /x und Iy legen Fensterparameter X
Sie die Fensterparameter etwa so fest, wie daneben seMin: [5

ezeigt. '
& g Khax: |50
Nun miissen Sie nur noch fiir die x- und y-Werte die in: =20
Listen x/ und y/ festlegen. Vivax: B8

|
sl xe[_=] < Ewo |

2 xe[_~] » o]

[ A
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Sie kdnnen die Skalierung gestalten, die Achsen beschreiben und nach einem Wechsel in die
Darstellungsform Funktion auch noch den theoretischen Erwartungswert fiir das Auftreten
6000

aller Zahlen zwischen 1 und 45 als waagrechte Linie y = ~133,3 eintragen. Die Gra-

fik sollte dann etwa so aussehen:

180 .
160 ¢ absolute Haufigheit .
140 . e L, v e, . e
1201 . . * . et
100 *
5 Zahlen
-5 2 10 20 30 40 465 50

Die Darstellung der Verteilung der ,,Richtigen” beim Tippen kénnen Sie sicherlich selbst
erreichen. Entweder arbeiten Sie im gleichen Zeichenfenster oder Sie 6ffnen ein neues.

500
absolute Haufigkeit

400

300

200

100

20 * Richtige
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Wie bereits oben bemerkt, lassen sich mit der Data & Statistics-Applikation Histogramme
und Kastendiagramme nur von einer Variablen erzeugen. Wir hitten daher im Programm
ganz einfach Listen mitschreiben miissen, in denen gezogene Zahl um gezogene Zahl, bzw.
die Richtigen bei jedem Spiel eingetragen werden. Diese Listen konnen dann statistisch
aufbereitet werden. Leider sind wir da auch am PC den Beschrankungen des Taschenrech-
ners unterworfen, denn die Tabelle der Lists & Spreadsheet-Applikation gestattet nur bis zu
maximal 2500 Zeilen. Bei 1000 Ziehungen von je 6 Kugeln miisste fiir die gezogenen Zahlen
eine Liste von 6000 Elementen eingetragen werden, und das sind eindeutig zu viele.

Wir wollen aber die Gelegenheit nutzen und unabhéngig von den angebotenen Werkzeugen
ein Programm zur Erstellung eines Stab-, bzw. eines Histogramms schreiben, das aus einer
Werteliste mit zugehoriger Haufigkeitsverteilung diese Diagramme ins Graphs & Geometry-
Fenster zeichnen lésst.

Wir beginnen mit dem Stabdiagramm, wobei ich drei Eingabeparameter vorsehe. Die Listen
der x- und y-Werte (wenn es sich um keine Héufigkeiten handelt, konnen diese auch negativ
sein!) und den senkrechten Abstand in dem ich einzelne Punkte ,,male®, die in Summe dann
die Stibe darstellen sollen.

stx: =augment(5tx,seq(m[f]b;r] 1,z+1))

sty:=augment(5ty,seq(j,j, O&w[f],absf'sign(}w[f])))
EndFor
Disp "Zeichne stx und sty im Graph & Geometryfenster!"
EndFrgm

Ferrzg =
testxi={1,2,3,10 }1testyi={ 28,35,50,-29 } {28,35,50,-29}
sfabd(fesfx, fesfy,.25)

Zeichne stx und sty im Graph & Geometryfenster!

Fertig
| o

28/99 |
| stabd 5/9]
Define LibPub stabd(xw,yw,abst)= B
Prgm
© stabd({x—Werfe},{y—Wer'Ie} , Abst)
Local r',_g‘ "
stX:={ L }:sty:z{ i__i}
For i,1,dim \:'W%

z:=|floor] i I])
abst
=

Die interessanten Zeilen des Programms sind die beiden Zuweisungen fiir Stx und sty, in
denen die Listen der x- und y-Werte in Einzelpunkte zerlegt werden. Der erste y-Wert ist 28,
daher machen wir draus 28/0,25 = 112 + 1 = 113 Punkte (weil auf der x-Achse soll ja auch
ein Punkt liegen), deren y-Koordinaten Werte von 0 bis 28 mit dem Abstand 0,25 annehmen.
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Wie sieht das Stabdiagramm, das zu den Listen festx und festy generiert wird, aus?

62.26 1V
(sex,sty)
5 N X
-17.23 1 22.77
sl x¢[stx  ~] Ye[sty  ~|
52 x¢ v] Y -] ¥

Den Punkten des Streudiagramms — in Wirklichkeit ist es ein solches — verleiht man das
Attribut ,,voller Kreis*. Natiirlich muss man auch hier aufpassen, dass man nicht zu viele
Punkte erzeugt, denn sonst iiberschreitet man wieder die Kapazitit des Programms.

Und nun zum Histogramm:

PRy

hfsfo(fes!x, testy,. 8)

Zeichne histx, histy als Streuplot mit verbundenen Punkten

Fertig
| =
31/99

| histo 1/8]
Define LibPub histolxwyw,br)=
Prgm
© histol{x-Werte }, {y-Werte },Breite)
Local i

histx:={ [} }:histy:={[_ }
For i,1,dimlxw,

hist)(::augment(hist)(, .w.'[r'}— br L XW) f]—%,m-[r‘}%,m{ihﬂ ”

histy:=augment/histy, O&w[r’]&w r'lo})

EndFor

Disp "Zeichne histx, histy als Streuplot mit verbundenen Punkten"
EndPrgm
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Hier zeichnen wir ganz einfach Punkte, die, wenn sie verbunden werden, einen Linienzug

ergeben, der die Rechtecke mit den verbindenden Strecken auf der x-Achse darstellt. Diese
Rechtecke haben die Hohe der jeweiligen y-Werte und sind mit der Breite b» symmetrisch
um die x-Werte ausgestattet.

Wir zeichnen das Histogramm zum Stabdigramm fiir die Testwerte von vorhin:

589 |V

(sex,sty)

(hr’s!x, hr’s.{}’)

-17.23 1 22.77

& s7 xebix v Y[y~

s2  x¢|histx ~v| Y<[histy ~]|

Nachdem wir diese beiden Dienstprogramme in der Bibliothek statistik gespeichert haben,

Offnen wir wieder die Simulation, aktualisieren die Bibliotheken, rufen stabd auf und zeich-
nen das Stabdiagramm:

statistik\stabd|lx,}y,3)

Zeichne stx und sty im Graph & Geometryfenster!

Fertig
B =
| 4/99 ]
232.48 1V
(sﬁcsf}
775 2 47.25
sI X< [stx v| relsty |
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Und das ist nun die Darstellung der absoluten Haufigkeiten in einem Histogramm:

sta fisfik‘lhfsfo(ﬁ.n 1y, 1)

Zeichne histx, histy als Streuplot mit verbundenen Punkten

Fertig
L 1
| 5/99]
21225 1Y
[hr’sfx,hr’s.{y)
20 X
6.7 2 48.3
=1 XG‘SIX v| y€|5tv v|
s2 x¢|histx v| Y¢|histy *] R

Hier zeige ich Thnen noch die Darstellung der Haufigkeit der ,,Richtigen bei einem abgege-
benen Tipp. Eine geeignete Beschriftung der Achsen kann noch hinzugefiigt werden.

sfafr'sfr'klhfsfo(f 1,1ty 8)

Zeichne histx, histy als Streuplot mit verbundenen Punkten

Fertig
L 1
7/99]
498,11V
(hr’sfx, hr's_fy)
50 — .
-2.76 0.5 9,36
s] X€|Stx v‘ y(—|5tv v|
s2 xelhistx | Y<¢lhisty *|

Von den gingigen Diagrammtypen fehlen noch Kasten- und Kreisdiagramm (Boxplot und
Pie Chart). Auch das lieBe sich programmieren.

Die gewonnenen Listen konnen fiir statistische Untersuchungen verwendet werden. Machen
Sie dazu mit mir einen kleinen Ausflug in die beschreibende Statistik.
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Uber die X -Schaltfliche gelangen Sie zu den Statis—
tischen Berechnungen und dann weiter zur Statistik
mit zwei Variablen:

%] [X] [ £

Statistikergebnisse

Statistik mit einer Variablen

Listen Mathe »  Lineare Regression (mx+h) —

Ligtenoperationen »  Lineare Regression (a+hx)

Statistiken mit zwei Variablen

!

H-Liste: |Ix
] Y—Liste: |ly
Haufigk eitsliste: m
Kategorieliste:

Mit Kategorien:

Abbrechen

In einer Ausgabematrix finden Sie alle interessanten Ergebnisse, die auch einzeln abgefragt

und somit weiter verwendet werden konnen.

TwoVar Ix,ly,[y: stat.results [ "Titel" "Statistiken mit zwei Variablen" | M
"X 23,1927
"Zx" 139156,
" Zxe 4.23489€6
"sxX 1= snx" 12,9593
"ox = onx" 12,9582
"n" €000,
"y 134571
"Zy" 807428,
"Zy2" 1.09665E8
"sy = snay" 12,9663
"ay = any" 12,9652
"Zxy" 1.88791€7
"MinXK" 1.
O 12
"Median¥" 24
"QEHE" 34
"MaxX" 45,
"MinY" 103,
stat. QX 12,
statMedianX 24
stat. QX 34

Das konnen Sie natiirlich mit den Trefferlisten wiederholen und erhalten die statistischen

Daten fiir die Anzahl der ,,Richtigen* bei den vorgenommenen 1000 Ziehungen.
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Aufgaben

Ergénzen die das Programm lotto um wichtige Plausibilitdtskontrollen:

a) der Umfang der Ziehung darf nicht groBer sein als der Vorrat aller Zahlen,

b) Die Anzahl der Elemente im abgegebenen Tipp muss dem Umfang der Ziehung ent-
sprechen,

c) Die Zahlen im eigenen Tipp miissen im Vorrat aller ,,Kugeln“ enthalten sein.

Schreiben Sie das Programm so um, dass Sie die ,,Ein-Variablen-Statistik” in der Data &
Statistics-Applikation einsetzen konnen und auch das Nspire-Histogramm und das Nspire-
Kastendiagramm direkt einsetzen konnen (Hinweis auf Seite 55).

Verwenden Sie das Grundgeriist von lotto zur Simulation von zahlreichen weiteren Zufalls-

experimenten, wie zB:

e nur gerade/ungerade Gewinnzahlen werden gezogen

e mindestens 1, 2, 3, ... Gewinnzahlen bei einer Zichung werden erreicht, wenn ein Jahr
lang jede Woche 6 Tipps abgegeben werden

e der Geburtstag eines Spielers sei der 5. Dezember. 5 und 12 sollen gezogen werden

e die Zahl m sei die kleinste/groBte unter den gezogenen Zahlen

e s werden zwei/drei aufeinander folgenden Zahlen gezogen (Zwillinge/Drillinge)

Programmieren Sie eine Serie von Miinzwiirfen und analysieren Sie die Anzahlen von
WAPPEN und ZAHL.

Programmieren Sie eine Serie von Wiirfen mit einem Wiirfel und analysieren Sie die Ergeb-
nisse. Verallgemeinern Sie auf einen ,,Wiirfel mit n Seiten®.

Simulieren Sie eine Binomialverteilung und erzeugen Sie eine passende graphische Darstel-
lung: Auf dem Voyage 200 sehen die Dialogeingabe und die graphische Aufbereitung so aus:

ngebr‘a Cal-:. Dther‘TPr‘ngDTClean Upﬁ v1E Zrnchm Trace Regraph Math |Oraw|~ f;?

- h Einemialusrbsilund UHE:::
w | Merkralanteil o2 |48 -

Stichprobenardfe: [Z0
"7 davon Merkmaltrager: [F 40
n 1| Anzahl der Uersuche: [58 50
T 26
B hypergeai) Done & o
hinomial > ]
HAHRECH RO ERACT FUHC 249,50 HAHRECH FAD ERALT FUHEC TS|

Vielleicht gelingt Thnen gar die Programmierung eines Kastendiagramms (siehe Bild vom
Voyage 200 auf der ndchsten Seite). Sie miissen den Abstand iiber der x-Achse und die Brei-
te der Box unter die Programmparameter aufnehmen.
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1 Fev | F¥ &l FEw |_FE™ [F7
- E Zoom|Trace|ReGraph|Math|Draw| -

Med® 45, QOO
HAIN KAD EXACT FUNE

(Tipp: Erzeugen Sie die Figur als ein mit Strecken verbundenes Streudiagramm.)
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