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bk teachware Schriftenreihe

Vorwort

Im zweiten Band meiner ,,Neuen Aufgaben® finden Sie wieder ,,Alte Aufgaben®, die den
Erfordernissen eines technologie-gestiitzten Mathematikunterrichts entsprechen. Selbst abge-
standene Themen konnen wieder attraktiv werden. Nehmen Sie als Beipiel den ,, Tilgungs-
plan®. Diese finanzmathematische Anwendung ist — zu Recht — aus fast allen unseren Lehr-
biichern verschwunden, weil sie nur eine Sammlung von Formeln darstellte. Nun kdnnen wir
das wichtige Prinzip der Rekursion anhand dieses Tilgungsplans behandeln und unsere Schii-
ler in eine andere Denkweise wie frither einfiithren.

Aus Zeitgriinden blieb friiher die geforderte Vernetzung von mathematischen Teilgebieten
meist auf der Strecke. Entweder wurde das eine Thema behandelt, oder eben das andere.
Eine Aufgabe aus einer ,,Problemslose- und Gruppenschularbeit™ soll zeigen, wie sich in
einem Beispiel Trigonometrie und analytische Geometrie ergéinzen kdnnen.

Fast alle dieser Aufgaben sind im Zusammenwirken mit meinen Kolleginnen und Kollegen
an der Handelsakademie St. Polten fiir Reifepriifungen (Matura, Abitur) entstanden. Ich
moOchte Thnen allen — Tania Koller, Giinter Schraik, Beate Sochurek, und Susanne Waach —
fiir die langjéhrige freundschaftliche und fruchtbare Zusammenarbeit danken. Sie teilten
mein Interesse fiir eine stetige Weiterentwicklung des Mathematikunterrichts an unserer
Schule. Es ist aber auch der Schulaufsicht, der Schulleitung und nicht zuletzt den Schiilern
zu danken, dass sie immer fur unsere Ideen offen waren.

Die Aufgaben sind auf meinen beiden bevorzugten CAS-Plattformen — DERIVE und die
Famile der 7/-Symbolrechner (77-89/92/92+/Voyage 200" dargestellt. Sie konnen aber
leicht auf jedes andere gédngige CAS iibertragen werden.

Wenn Sie den einen oder anderen Trick hier erfahren kdnnen, dann ist dies ein angenehmer
Nebeneffekt, wenn Sie eine intensivere Einflihrung ins Arbeiten mit diesen Technologien
wiinschen, dann mochte ich Sie auf das sehr umfangreiche und kompetente Material von
bk teachware hinweisen.

Ich mochte meine Aufforderung aus Band 1 an Sie, geschitzte Leserin und geschétzter Le-
ser, gerne wiederholen: Nehmen Sie das eine oder andere Beispiel als Anregung, um Ihre
eigenen Schétze ein wenig aufzupolieren und sie werden sehen, dass sich mancher matte
Stein als wahrer funkelnder Edelstein entpuppt.

Ich freue mich tiber jeden Kontakt.

Schreiben Sie mir

0

nojo.boehm@pgv.at

U Im weiteren Text werden alle TI-Modelle gemeinsam als 77 angesprochen, auier wenn das eine oder
andere Modell Besonderheiten aufweist.
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Bohm: Neue Aufgaben flr das Unterrichten-Band 2

Kliometerthal Euer Urpokal

Teilaufgabe b) macht DERIVE fiir die Bearbeitung besonders attraktiv. Mittels ge-
eigneter Ungleichungen ldsst sich der Querschnitt des Pokals sehr schon darstel-
len. Beim Tl ist die shade-Funktion einzusetzen, wobei man entweder mit stiickwei-
se definierten Funktionen arbeitet, oder die Flichen teilweise schraffiert. Die In-
tegrationsaufgaben sind Standard, wobei aber die CAS-Ausgabe in d) eine an-
spruchsvolle Frage aufwirft. Die Frage nach der diinnsten Stelle fiihrt zu einem
nichtlinearen Gleichungssystem und erfordert einige Uberlegungen, bzw. einiges
Experimentieren.

Ein Messingpokal entsteht durch Rotation der Hyperbel A: x* —y* = 4 und der beiden

2

5
Parabeln: p,: y= % und p,: y=-a x? —1 fir—4 <y <6 um die y-Achse.

a)

b)

<)

d)

Wie lautet die vollstandige Gleichung von p,, wenn der als Standfldche des Pokals
auftretende Kreisring eine Dicke von 1 aufweist?

Stelle mit Hilfe eines geeigneten Werkzeugs den Querschnitt des Pokals dhnlich wie in
der vorliegenden Abbildung dar.

Welche Masse hat der Pokal, wenn alle Malle Zentimeter sind und das spezifische Ge-
wicht von Messing den Wert 8,4 hat?

Wieviel Fliissigkeit fasst der Pokal, wenn er randvoll gefiillt wird und wie hoch steht
die Flissigkeit, wenn 1/16 Liter hineingeleert wird? Begriinde, warum es hier zu zwei
Losungen kommt und finde fiir die zweite Losung eine Erklarung.

Wie gro83 ist die Flache des Querschnitts?

Wie diinn ist der Pokal an seiner diinnsten Stelle?
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4 bk teachware Schriftenreihe

Losungsvorschlag:

a) Die Parabel p, geht durch den Punkt (2\/§ —1/—4) . Daher ergibt sich ihr Funktions-
term wie folgt:

2 12 -J5 63
SOLUVE{— a-{2-J5 — 1) -1 = -4, a) = |la = +
361 361
12-J5 63 2
y = - + x -1
361 361

b) Die Ungleichungen beschreiben den angegebenen Bereich:

2
2 2 5-x 12-J5 63 2
vy -dAyplhax —y L4yt ~ oy E - + x -1
16 36l 36l

C¢) Zuerst werden das Volumen des Drehhyperboloids und des oberen Parabol oids berech-
net, anschlieflend die Gleichung der unteren Parabel nach x* aufgel6st und das entspre-
chende Integral bestimmt.

6 6
J‘ 2 16 -y 408 - 288 n
n- (4 + y ) dy. “-J‘ dy| = .
—4 5 3 5
a
12-J5 63 {y + 1)-{4-J5 — 21)
SO0LVE|y = — + ‘t -1, t] = |t =
361 361 3
(v + 1)-{4-J5% — 21> b3
n-I dy = m-|—— — 6-J5
3 2
—4

Das Gesamtvolumen des Pokals ist 181,11 ¢cm®, seine Masse ist 1521 Gramm:

—— - 645
2

488 - n 288 -m 63
p—
3 5

181.11286834
181.1128034-8.4
1521 .348828

d) Das Fassungsvermogen ist ein Teilergebnis von c) nimlich 288 /5 ~ 180,96 cm”.

t
16-y 16888 25 25
SOLUE u-I dy = s E] =]t = - v £ o=
i6 4 - Jn 4-Jn
HPPROH[ ] = 3.526184897
4-Jn

Die Fliissigkeit steht etwa 3,5cm hoch.
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Bohm: Neue Aufgaben fir das Unterrichten-Band 2 5

Die negative Losung entsteht aus der zugrunde liegenden quadratischen Gleichung. Wenn
man die negative Losung in das Integral einsetzt, dann entsteht zwar vorerst ein positives
Volumen fiir einen Parabelteil, den es unterhalb der x-Achse nicht gibt. Da die Grenzen ver-
kehrt eingesetzt sind, ist aber das Vorzeichen des Integrals umzukehren, und das fiihrt zu
einem negativen Volumen. Dies ist Hinweis genug, dass fiir die zweite Losung ein nicht
reeller Kurvenast verantwortlich ist.

e) Hier ist es einfacher, ldngs der y-Achse zu integrieren:

2 2
SOLVECh, xy = (6t = — J{y + 4) v x = J(y + 43>
4-J5 -Jy 4-J5-Jy
SOLVE pl, x) = |x = - ————————— v 3 = ——————
5 5
3 2-J15 2-J15 N3
SOLUE(p2. x) = [x = [—3 - T]-J(—y =1} v x = J{-y - 1}- [T - —3]]

Bei Parabel p, muss noch der positive Ast identifiziert werden (die zweite Losung).
Damit ergibt sich der Flicheninhalt fiir den ganzen Querschnitt mit 19,94 cm®.

6 [ -1
APPROR |2 - .r ki dy — .r k2 dy — I k3 dy = 19.94141583
—4 a -4

f)  Die diinnste Stelle liegt wohl zwischen dem oberen Ast der Hyperbel / und der Parabel
p1. Sie liegt dort, wo der Normalabstand zwischen den beiden Kurven am kleinsten ist.
Als Hauptbedingung definiert man das Abstandsquadrat, wobei aber zwei Variable
bleiben. Man miisste einen Punkt auf einer Kurve fixieren, um den Punkt mit extrema-
lem Abstand auf der anderen zu finden. Als Nebenbedingung legt man fest, dass die
Anstiege in den Punkten auf beiden Kurven gleich sein miissen. Die Strategie ist ein-
fach, die Rechnung recht kompliziert und die entstehende Gleichung nur mehr nume-
risch 16sbar.

InputMode :== lord

2 2
2 5-xd 2
ahst_2 = {x1 — x2) + — J{x2 - 4)
16
18-x1 w2 8 -2
SOLUE = ¥l = |l = —m——
16 2 2
J{x2 - 4) S5-d{x2 - 4)
8-x2
abhst_d := SUBET |abst_2, x1, ———m
2
S5-d{x2 - 4)
ahst_d = @
d x2
d
NSOLUVE abst_d = B, x2, 8.5, 4
d x2

x2 = 2.646271127
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6 bk teachware Schriftenreihe

Durch Riicksubstitution erhélt man die Stelle auf der anderen Kurve, bzw. die Wand-
stirke. Hier wurde mit SUBST () gearbeitet, es lasst sich aber auch mit definierten

Funktionen vorgehen.

Die Wandstarke betrégt an ihrer diinnsten Stelle 0,24 cm.

B-x2

ﬂPPROH[SUBST[ . X2, 2.6462?112?]] = 2.443488563

2
S-d{x2 - 4)
. X. 2. 44]]

2
[2.646. SUBST(J{x — 4}, x. 2.646)]
[2.646, 1.732430662]
APPROA ( J{SUBST{abst_d. x2, 2.646271127)3) = B.2424957514

L x
2.443, SUBST

[2.443. 1.8685]

Die Ubertragung der berechneten Punkte und
eine VergroBerung der Graphik bestétigen die
Ergebnisse.

(Dies ist nicht die einzig denkbare Vorgangsweise: Im Rahmen eines Seminars arbeiteten Kollegen
tiber die Kurvennormale an die Parabel in einem allgemeinen Punkt (x,, y), schnitten diese mit der
Hyperbel und erhielten mit dem Abstand der beiden Punkte die Hauptbedingung. Die Gleichungen
werden dann noch ,,gewaltiger®, aber das Ergebnis wird bestatigt.)

So konnte der Querschnitt auf dem 77 aussehen. Im linken Bild wurden die Begrenzun-
gen des oberen und unteren Teils durch abschnittsweise definierte Funktionen beschrie-
ben. Im rechten Bild wurde nur die linke Hélfte Schritt fiir Schritt von links nach rechts
schattiert.

1" _Fer FE* FE*

- f—|Foom Tra-:e Regr‘aph Mat,h Dr‘au -

FFIN FFIN KAD AUTO FURNC
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Bohm: Neue Aufgaben flr das Unterrichten-Band 2

An einem Silvesterabend zu rechnen!

In dieser Aufgabe wird eine optisch ansprechende Figur erzeugt. Schwerpunkt ist
aber der Umgang mit Transformationen von Funktionsgraphen (Spiegelung an
den Achsen, Spiegelung an der Mediane und schlieflich anspruchsvoller: eine zen-
trische Streckung oder Stauchung).

Dariiber hinaus ist eine ausreichende Kompetenz im Umgang mit verschiedenen
Darstellungsformen von Funktionen nachzuweisen.

Die Ausfiihrung in DERIVE ist sehr dhnlich der hier angegebenen TI-Ausar-
beitung.

2
Von einer Funktion 3. Grades kennt man die 2. Ableitung y" = _?x und einen Punkt

P (6/-6) des Graphen. Der Funktionsgraph ist symmetrisch zum Ursprung.

a)  Wie lautet die Funktionsgleichung?

b) Zeichne den Graphen fiir —3\/5 <x< 3\/5 . Spiegle diesen an der ersten Mediane und
spiegle dann die so entstandene Figur an der y-Achse. Dokumentiere genau, wie die
Graphen am Schirm entstehen.

c¢) Beschreibe die entstandene Figur mit eigenen Worten.

d) Dieser Figur ist ein Quadrat zu umschreiben. Wieviel Prozent der Quadratflache wer-
den von der Figur eingenommen?

e) Die in a) gefundene Funktionsgleichung ist durch eine Streckung oder Stauchung mit
dem Koordinatenursprung als Zentrum so zu verdndern, dass die entstehende, zu c)
dhnliche Figur genau ein Drittel der Quadratflidche bedeckt.

Wie heift die neue Funktionsgleichung?

Losungsvorschlag:

x3
a) Der Funktionsterm lautet y(x)= —; +3x.

1 Fav R FE FE™ T ]
- E AlaehralCalc Dt.her*TPr‘ngDTClean Lp
lsoluel g o x=uU,C |x=6 and u= -&
c =73
-3
et I3 ul(a Done
3 -3 .
i Glizd,x = -3-[Z and x23-[Z
-solue[ 5 +-:-><=u,-:]|><=6 and u=-g .{unde.‘r’e]se * U2(x)
o= Dot
IFlec—x™2/3, x,.d) Drawlnu vw2(x>
MAIN RAD_AUTO FUNEC =750 MAIN FRAD_AUTO FUNE ZB/30

J(-2x/3,x,d) erzeugt die Integrationskonstante d.
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b) Der gespiegelte Graph entsteht als
Umkehrfunktion, kann aber auch
iiber eine Parameterdarstellung
erhalten werden (siche Punkt ¢)).

Ein Achtel des entstandenen Kleeblatts wur-
de Uber shade schraffiert und das umschrie-
bene Quadrat mit dem 11ine-Befehl darge-

FRIN FRD ALTO FIHC
stellt.
1 Fer i FE [ 1 L & FEx | FE™ [F7
- E AlgebralCalc EILher‘TF‘r‘ngDTClean Upﬁ - E Zoom |Trace |Rearaph|Math|Draw |-
[ ] -z + 3w gl Done /
Glizd,x = -3-[Z and x23-[Z
.{undef“,else * Rl
Diare|

B Orawlny 920x) Daone

L A S KT Daone

B Ol 3= Done /-/
drawine v3<x)|

HAIH RO AUTO FUNL Fi7z0 RN AD_AUTO FUNC

Fi"w;rl’ Fer ]’ 5 T ad T FE T FE™ T ]

v f==|Alaebral|Calc|0ther |PramI0|Clean Up C) ES entsteht ein Kleeblatt

mline “Ga.6,6,6 Dorne .

mline "6, "6,6, "E Dot

mline "6, "6, "E.E Dot

"Line &, "6,6,6 benel d) Die Flache des Kleeblatts ist 72 und
= zoluelylix) = x, ®) .

%=3JZ or x=-3-1Z or x=0 nimmt daher 50% der Flache des um
3z

we [ 300100 - gax 72 schriebenen Quadrats ein

BRL (ol Cxd—x .2, 0, 3%TC2D] Q

HAIN AL AUTO FONE 20720

Ein kurze Uberlegung zeigt, wie die zentrische Streckung/Stauchung mit dem Faktor k
zustande kommen kann. Als Illustration dienen die nidchsten beiden Bildschirme.

Jeder Punkt (¢, f{(£)) geht Giber in einen Punkt (k - ¢, k - f{¥)).
Aus der Parameterdarstellung [x =k - ¢, y = k - f{£)] kann leicht der Parameter ¢ elimi-
niert werden und es ergibt sich die explizite Darstellung:

X
y(k,x) —k-.f(ﬂ

1 Fzv Fav | FuT FE FAT
bl E AlasbralCalc DLher‘TPr‘ngDTElean Upﬁ
IXT—Q'X+!=II(X:I Done
% s lm—d-k)
LN Ul[—k] — =T
l%| k=124 9200 Done
_><-(><—4-k)||__r = o
X C— A%k A 2%k 1 k=3 2393 (x>
AN LEG AUTO FUNC B/ 30 HRIN TEG AUTO FURLC

Diese Uberlegung wird nun auf die gegebene Funktion angewendet.
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Bohm: Neue Aufgaben flr das Unterrichten-Band 2

. _ 2
w-m[%] w2 - 27 k2]
el - 272
3-k2
m soluel freu(s) = x, =)
=3 kJZ or x= 3k JF or x=0

+ Freul

HMAlW EAD AUTOD FUMWC BSEF

|f1 T Fer ]’ 4 T K FE 54
- E AlgebralCalc DLher‘TF‘r‘ngDTClean Upﬁ
® freulx) | k=273 + uS0x) Doke

YSExd,x =2 -2-J3 and x£2-[3
- {undef‘, elze F WK

Daohe
B -galx) + J70) Done
= OrawParm G4SCk),t, -2-03,2.J2,.05 Done
" DrawParm -yS(ti,t, -2 [3.2-[3,.05

w —GDCED . —2RTCID, 2XTCTD . 05|

MAIN EAD AUTO FUMC 28/20

1 " F& 3

YE sl i fiine -i‘TPr*ngDTiZ_ gy i

= FE{Z Or = < Or =T
IEE-J‘S'k-E(Fheu(x)—xjdx=ﬁ
2] 3

72 kZ=43

N -
" frieucs | k= [273 M
: 23

MalW

FRD AUTO

FUMC 4/&7

MAIM

ERD RUTO

FUMC

3

Die neue Funktionsgleichung lautet y(x) = —% + 3x und sie entsteht durch Stauchung

um den Faktor & = V(2/3). Die Umkehrrelationen kénnen sehr elegant iiber die Parame-
terdarstellung durch Vertauschen von Argument und Funktionswert gezeichnet werden.

Eine mogliche Durchfiihrung des — interessanten — graphischen Teiles folgt.

Fl{x) 2= 3-x —

vl{x)d == [x, F{x}]

v2{x)y == [F(x). x]

w3{x) 1= D - F{x)]

va(x)y == [ £(x). x]

[vi{x}, v2{x). v3{x},. vd{x}]

Dies fiihrt zur geschlossenen Kleeblattfigur, wenn die Grenzen fiir den Parameter x

mit + 312 angegeben werden.
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10 bk teachware Schriftenreihe

Fiir die Einfirbung bendtigen wir die Umkehrrelation — sie besteht aus drei Asten:

3
v
SOLVE|[x = 3-y — ——E—, v

JB - x
AcCoS |- ASIN
12

y = 2-J6-CO8 vy=-2068INl——— + —| v y =

3
Jb - x
ASIN
12

6 -x ]

2-Jd6-8IN|————
3

Die drei Teile der Umkehrrelation werden identifiziert und dann lésst sich die ganze Figur -
hier das kleinere Kleeblatt - iiber Ungleichungen stiickweise einfirben.

6 -x
ACOS |-
12
gl{x) = 2-J6-C0S
3
6 -x
ASIH
L
g2{x} = - 2-J6 -SIN|——MMm— + —
3 3
Jb - %
ASIN
g3{x}) = 2-J6-5IH
3
[g3(x) £ uv £ £{(x) ~ B £ x £ 2-J3, g3{(x} £ y £ gl{x} ~ 2-43 £ x £ 2-46, g3{x}) 2 y 2
FOx) ~ B 2 x 2 — 2-43, g2{x) £ y £ g3{x} ~ — 2-Jb £ x £ — 2-J3, —gI{x) 2 y 2 —
FEx) ~ B £ 2 £ 243, —g3{x) £ y £ — F(x) ~ B 2 x2 - 2-43, — gl{x) £ y £ — gI{x)
A2-03 £ x £ 206, — g3fx) £ y £ — g2{x} ~ — 2-J6 £ x £ — 2-J3]
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Bohm: Neue Aufgaben fir das Unterrichten-Band 2 11

Nur eine Schar von Kurven?

Im Vordergrund steht hier eine sehr traditionelle innermathematische Aufgaben-
stellung, eine Kurvendiskussion. Es werden aber viele Themen angesprochen, die
nur mit groffem Rechenaufwand durchgefiihrt werden kénnten und wobei der
operationale Teil den Blick fiir das Wesentliche verstellen wiirde. Die Frage nach
dem Unterschied der Scharen mit positiven oder negativen Parameterwerten,
sowie Frage f) erfordern ein richtiges Interpretieren der Losung einer Gleichung.
Auch bei Teilaufgabe d) ist die Losungsstrategie wichtiger als das Lésen der Glei-
chung — es lduft immer wieder auf das Lésen von biquadratischen Gleichungen
hinaus. Man konnte als Zusatz fordern, dass eine derartige biquadratische Glei-
chung héndisch geldst wird, wenn man unbedingt darauf Wert legt.

Es zeigt sich, dass die Schiiler durchaus bereit sind, auch derartige Probleme zu
l6sen und ihren Ehrgeiz darein legen, auch Antworten zu finden.

4 2
X X 3a

Gegeben ist eine Kurvenschar y (x)=——+—+—; a>0.

a)

2 4

Untersuche die Schar allgemein auf Symmetrie, Nullstellen, Extremwerte und Wende-
punkte. Suche die Ortslinie der Extremwerte und Wendepunkte.
Wie unterscheiden sich diese Graphen qualitativ von denen mit a < 0?

b)  Fiir welchen Wert von a nimmt die Flache zwischen Graph und x-Achse den Wert
A =100 an?

¢) Lege eine Verbindungsgerade durch die beiden Wendepunkte. Diese Gerade bildet mit
dem Graphen insgesamt drei Flichen. Welches Verhiltnis haben die Fldcheninhalte?

d) In welchem Abstand zur x-Achse muss man eine Horizontale legen, dass die entstehen-
den drei Geradenabschnitte zwischen den Schnittpunkten gleich lang sind?

e) Verifiziere die Ergebnisse von ¢) und d) fiir a = 10.

f)  Angenommen, es bestiinde eine zweite allgemeine Funktion y,(x) mit » > 0 and a # b.
Begriinde, warum die beiden Funktionsgraphen keine reellen Schnittpunkte haben kon-
nen.

Losungsvorschlag:

a)  Alle Graphen sind symmetrisch zur y-Achse (gerade Funktionen). Die Nullstellen,

Extremwerte und Wendepunkte findet man leicht:

Ny, =(x3a /0); E=0/32)=Min; E,, =(xa / a)= Max.

Wl,zz(i\/%/%a)
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b)

d—f(x,a)—O,xJ—(x——\[avx—\[avx—o)

d

dx

3 3

SOLVE

[ \V3-a \V3-a
= |lx=- ——Vvx=—

Man erkennt, dass die Kurven der ,,negativen* Schar zwei Nullstellen, aber nur einen
Extremwert und keine Wendepunkte aufweisen kdnnen.

Die Suche nach den Ortslinien erfolgt durch Nullsetzen von erster, bzw. zweiter Ablei-
tung und Elimination des Parameters a aus diesen Ableitungen gemeinsam mit dem
Funktionsterm. Beide Ortslinien stellen sich als Parabeln mit ihren Scheiteln im Koor-

dinatenursprung heraus.

2 2
[ewkve = f(x, x ), wpkve := f(x, 3-x )} = |x ,

g
=
==

)

=

7
z
=

A T AN

J3-Ja

.r f{x. a) dx = 1688
- J3-Ja

i~
ﬁ
=
=
- qak

a=~10,92

32
= 188

3.2
g-J3-a
NSOLUE f =180, a. Real

a = 18.71975584
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Bohm: Neue Aufgaben flr das Unterrichten-Band 2 13

¢) Zuerst bestimmt man die Schnittpunkte, um die Integrationsgrenzen zu erhalten. Linker
und rechter Fldchenteil miissen aus Symmetriegriinden gleich sein. Der mittlere Teil er-
gibt sich als doppelt so gro3 wie die beiden benachbarten.
Das Flachenverhéltnis ist daher von links nach rechts 1 : 2 : 1.

8-a
SOLUE[f{x. ay = PR x]

J15-Ja J15 -Ja J3-Ja N3 -Ja
M= - ————— WM T —————— WK T — —————— % ¥ = —————
3 3 3 3
- J3-dJar3 3.2
8-a 4-J3-|al
Fix, a) - dx| =
135
- J15-Ja~s3
3 -Jars3 32
B B8-J3-a
f{x. a) — dx = —
J 135
- N3-Jar3

d)  Aus der Skizze entnimmt man, dass die Abschnitte genau dann gleich sind, wenn die
Punkte mit den x-Koordinaten x, und 3x,in einer Hohe liegen.

aNUIa

e

4 4 2

{3 -x> x x 3-a

SOLVE |- - + + . K
4-a 4-a 2 4
J5 - Ja J5 - Ja

x = — v X = v x =8

5 5

J5 - Ja 21-a
fl—. al| =
5 25

e) Die Gerade ist im Abstand % zu legen. Fiir a = 10 verifiziert sich das leicht.

218

#24: f{x. 18) =

21a

#25: SOLVE|f{x. 18} = » %» Real

#26: ¥ == 3-N2 v x =32 v =— 2w =2
#l=- 32, wd = -2, x3=42 und xd = 32, Die Abstinde sind Oberall gleich mit 2 2.

© bk teachware
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f)  Wenn man die beiden Funktionen schneidet, erkennt man, dass es wegen (-b)(1/4)
keine reellen Losungen geben kann.

SOLUE(E(x, a} = £{x, h). x. Real)

174 1-4 1.4 1.4 1-4 1.4
x =—- 3 -a -{—h} v x = 3 -a -{—h}

Noch einfacher geht es iiber das Faktorisieren:

f(x, ay — £({x. h) = @

4 2 2
x fa—hY +3-a -bh—3-ah

4-a-h

4
{a — by {x + 3-a-h}
4-a-h

a—b=0ist wegen a # b verboten und x*+3 a b=0kann, wenn a, b > 0, zu keiner
reellen Losung fiihren.

Abschlielend erzeugt man eine schone Grafik mit den schattierten Flachen und der
Horizontalen aus Teilaufgabe d). Alles wird fiir a = 10 durchgefiihrt.

88 4158 J38 88 438
F{x, 18 > y 2 — £ x £ - v |[E{x. 18) * y 2 ~ £ox £
9 3 3 9 3
J158 88 J38 J38
v [f{x., 18) £ y £ = Loy £
3 9 3 3

Am TI gibt es keine wesentlichen Anderungen, auBer dass man die Kurvenschar nicht mit
dem michtigen VECTOR-Befehl erzeugen kann.

;,;142 xi .5.4.4.5.5,556,6.57 /////// // / / / / \F}c\\\\\\\\\\\\

TRIG RRD EXACT
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Nur gegen Mathe bin ich nicht allergisch

Diese Aufgabe wurde im Rahmen meiner ersten TI-92-gestiitzten Matura gegeben.
Das Beispiel stammt in seinen Grundziigen aus einem — sehr empfehlenswerten -
amerikanischen Calculus-Lehrbuch .

Hier wird die Begriindung der Integration zur Modellbildung abgefragt. Numeri-
sche und analytische Integrationsmethoden ergdnzen einander. Die hdndische
Durchfiihrung der Trapezregel mit einer geeigneten Skizze spricht Grundfertigkei-
ten an.

Die Abschdtzung in e) kénnte auch ohne Hilfsmittel durchgefiihrt werden. Der
Einsatz des symbolischen Rechners ist aber gerechtfertigt, da sonst der operative
Anteil das Problem verdecken konnte.

Nicht zuletzt wird auch das Rechnen mit Prozenten verlangt.

Die Konzentration M [Gramm/Liter] eines 6-Stunden-Allergiemittels im Blutkreislauf eines

Patienten 14sst sich beschreiben durch die Formel

M(t) =12 — 4In (£ —4t+6), fir 0<<6

Dabei ist ¢ die Zeit ab Einnahme des Medikaments in Stunden.

Berechne die durchschnittliche Konzentration des Medikaments im Korper fiir den Zeitraum

der 6 Stunden, in denen es wirksam ist (= Gesamtmenge aufgeteilt auf alle 6 Stunden).

a)

b)
<)

d)

Begriinde die Anwendung der Integralrechnung bei diesem Problem. Fiihre eine erste
Abschitzung mit der Mittelsumme und 6 Streifen durch.

Wende die Trapezregel mit 6 Streifen hindisch an. (Skizze!)

Berechne das Integral mittels der Trapezregel (12 Streifen) unter Verwendung eines
geeigneten Werkzeugs.

Wie groB ist fiir b) und ¢) der Fehler prozentuell zum Vergleich mit dem exakten Er-
gebnis? Wie wirkt sich die Verdoppelung der Streifenzahl auf die Qualitit des Ergeb-
nisses aus?

In der Fachliteratur findet man eine Formel fiir die Abschitzung des Fehlers E, den
man bei Anwendung der Trapezregel fiir die numerische Integration macht, wie folgt:

b - a)°
1202

E < max | f"(x) |

Welche Abschitzung ldsst sich in diesem Fall fiir n = 12 machen (@ und b sind Unter-
bzw. Obergrenze des Integrals).

Bestimme den Extremwert von M(#). Welche Bedeutung hat dieser Kurvenpunkt bezo-
gen auf das Modell?

M Larson & Edwards, Calculus — An Applied Approach, Houghton Mifflin 1999

© bk teachware
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Losungsvorschlag:

Der Néherungswert betragt 34,87.

b)

Es wird fiir jede Stunde der Konzentrationswert in der Mitte der Stunde genommen, der
dann fiir die ganze Stunde gelten soll. Die Summe der Produkte

M(0,5)x 1+ M(L,5)x 1+ ...+ M(5,5)x 1 ~ 34,9,

die die Gesamtmenge ergibt, ldsst sich als Summe von Rechtecksflachen deuten. Die
Abschitzung wird genauer, wenn man die betrachteten Zeitabschnitte kiirzer macht,
etwa 1/6 Stunden, dh. alle 10 Minuten und wieder die Werte in der Mitte dieser
10-Minuten-Intervalle misst. Dann ergibt sich wieder eine Summe von Rechtecken

M@1/12)x1/6+ M 3/12)x1/6 + ...... +M((71/12)x1/6.
Wenn die Zeitintervalle immer kleiner werden und schlieBlich gegen Null gehen, dann

wird aus der Summe der approximierenden Rechtecke die Flache unter der Kurve, die
man mit der Integralrechung finden kann.

m1z-a-1nlt2 -4t + 6] s Mot Dm-.el
B e, 50 O LGS+ 0250+ MO+ mCd S0+
34,8693

Die ,,hdndische” Berechnung der Trapez- —WTT?TTW
. . + f=—|P1ot. Setup|Cell|Header|Calc|Util|Stat
flichen und deren Summierung kann auch ~ |%™ LiFa. refa.IniIE e PR)%
C (=) = [ .
; T 00001 006[¢. 533]7. G0E|&. 219]34. 32
im Datenblatt erfolgen. 2 [L.O0E[Z. 000]7. E08[5. 227|516
o 3 [2.000[3.000]9. 2277 606[S. 416
Das Ergebn]s ist A ~ 34.32. 4 [3.000/4. 0067, E06[4. B35[E. 219
’ 5 [4-000[5.000]4. 533]2. 4053 621
& [5.008|6. B00]Z. 405 . 45851, 423
7
ch={cI+c4d 2%¥(c2—cl1)
Al DEG AFFRON FUNC
Die unterschiedlichen numerischen Integra- Frimiofies
H ¥ . a Pram IO fagas e
tionsverfahren kdnnen mit bereitgestellten, Trapezsurmes
bzw. teilweise selbst produzierten Pro- 2 Ini1s -]
grammen und/oder Funktionen durchge- S
fiihrt werden !, 343925
==> [ENTER]
NTEG RAD AOTH FUNC 0750 T,

Auf der néchsten Seite findet man eine mogliche DERIVE-Behandlung der Trapez-
summe.

UIDje Schiiler arbeiteten mit dem Programm integ(), siche ,, Einfiihrung des Integralbegriffs mit
dem TI-92“, bk teachware SR-13.
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[F{x} =12 - 4-LN{x2 —4-x + B}, a ==
TSUM_VAL{6} = 34.31563154

TSUM{12}

TSUM_UAL{12) = 34.59247876

[

IB F{x) dx = 34.68588635

(Die entsprechende Hilfsdatei RIEMANN

B. b :

.MTH" finden Sie auf der Diskette.)

Damit betragt die gesuchte durchschnittliche Knzentration ca. 5,78 Gramm/Liter.

d) 6 Trapeze: 34,3156 ngebr‘a cale ntherTPrgmme.ean ve|_|

-12 4.1l tS -4+ + 6]+ mity Done

12 Trapeze: 34’5925 Bl S+ w1l .30+ mi2.5) + ml3. 5)+m(43455|§-6ml
= integl) integl

exakt: 34,6851 . 34.683541. ;83541.3156 L 1.0653
L 683541. ;33541. 5925 Len 267
Saeels 52204 08800

Der Fehler geht von 1,07% auf 0,27% zuriick.

(Die Verdopplung der Trapeze fiihrt zu einer Vervierfachung der Genauigkeit!)

e) Fir die Abschitzungsformel bendtigt man das Maximum der 2. Ableitung von M(?).
Anstelle der Berechnung von 3. und 4. Ablei-
tung wird das Grafik-Werkzeug benutzt und
|M "(t)| auf das Maximum untersucht.

(6 0)* 1
=M1 L - 4 -
wet 2, BEIE ‘St 4. DEEE T 12122 2
HAIN DEG AFFROR FUHC
Damit betridgt der Fehler hochstens 0,5.
f)  Der Extremwert von M liegt bei ¢ = 2 und nimmt den Wert 9,22 g/l an.

Die Konzentration nimmt nach 2 Stunden mit 9,22 g/l ihren hochsten Wert an.

Diese Datei ist anlésslich eines Vortrags bei der ersten DERIVE-Konferenz 1992 in Krems entstan-

den.
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Kosten, Kosten, immer nur Kosten!

Hier wird besonders die Anwendung der Regression gepflegt. Das Aufsuchen einer
speziellen Integralfunktion fiihrt im weiteren Verlauf zu den zugehorigen Gesamt-
kostenfunktionen. Der richtige Umgang mit dem Logarithmus ist fiir Teilaufgabe
b) erforderlich.

Interessant ist die letzte Teilaufgabe, die erstens eine geeignete Strategie erfordert,
und die zweitens auch unbedingt kritisch in ihrem Ergebnis hinterfragt werden
muss.

Zusdtzliche Fragestellungen (Fixkosten, ...) wiaren moglich.

Die Grenzkosten fiir die Herstellung eines Produkts lassen sich fiir einige Produktionsmen-

gen ermitteln:

b)

X 100 120 150 190 200 250

Grenzkosten | 18,70 122,00 |24,10 |[31,20 |31,30 |33,50

Bestimme die Grenzkosten néherungsweise als lineare Funktion.

Bestimme die Grenzkosten ndherungsweise als Exponentialfunktion.
Stelle die Funktion in der Form GK(x)=a-¢" dar.

Zeige, dass sich die exponentielle Regression auf eine lineare Regression zuriickfiihren
lasst.

Welche Anpassung ist besser und warum?

Wie lauten in beiden Fillen die zugehorigen Gesamtkostenfunktionen, wenn man die
Gesamtkosten fiir die Menge x = 160 mit K = 5600 kennt?

Suche fiir beide Kostenfunktionen das Betriebsoptimum und vergleiche die zugehdri-
gen Durchschnittskosten.

Die ,klassische* Kostentheorie geht von einem s-formigen Verlauf der Kostenfunktion
aus. Wie konnte man diesen s-formigen Verlauf hier ,,erzwingen®?

Kommentiere das Ergebnis!

© bk teachware
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Losungsvorschlag:

a) —c) Das Regressionswerkzeug liefert die lineare und exponentielle Regressionskurve.

d)

Im Vergleich der Fehlerquadratsummen (SSE = Sum of Squared Errors) zeigt sich,

dass die lineare Anpassung die bessere ist.

1 Fz T F3 '|" Fu FE FEr. Fr
g EOLTTS il]stat
DATA [ac

=51 =

104629 (=T

1 Lo =9, 187513 [

2 |lznf E9207 |

3 [150] =.933381 L

4 [190]

5 [200)

& [250]

T CEnter=0K

rci=

HiIN DEG ALTO FUHC

Plot Set,up Cell Header‘ l:al-:. LIL11 Stat
nnTn

E'Cxalink |er-*2|S5E

rl o2 o] =] ci
oo [18.7F0[19,65]. 9032(10. 94
20 [22.00021,. 74,0661
SO [24.10024.88].6112
. . B7]4. 550
200 [31.38[30,11]1.4603
250 |33.58]35. 34[3. 403

Rl I S
e
(=]
|
-
L]
(=]
L]
0|

35 sumCcd)

DEG AUTD FUHC

Plot Set,up Cell Header‘ l:al-:. LIL11 Stat

W‘T“ E'xallink |er-*2|S5E
rl o2 =] [el] ci
oo [18.70[19.89]1. 422(19. 38
20 [22,00[21,357]. 1288
SO [24.10]24, 34]. 0587
2028, 616, P1E
200 [31.38[29, 72, 289
250 [33.50]36. 45]8. 701

Rl I S
e
(=]
|
-

1 Fz F3 Fu FE FEr. Fr
il TS Lil|Stat
DATH

y=s-b"x B
a =13. 264872 =N
é b =1.004045 !
3 |
4 [ |
= |
& |
T CEnter=0K
cl=
HilN DEG ALUTO FUHC

1 FEw i FE [
- E Alaebra|Calc EILher‘TF"r‘ngDTClean Upﬁ

LRl 13.2EF*=1-EF?2-[1.I3|34I345:|><
= 1 l. QE4E45) « DE4EZET
13,2049 2 EE4EET - 5

13. 284900 (1. 004045)™

13.2849%e"¢ . 004037 >

MAIN DEG AUTO FUMC =30

GK =a-é” | logarithmieren

InGK =lna+b-x=b-x+1na

c3=y2<{cl)

HillH DEG AUTD FUHC

GK (x) =13,2849 - 04037

Die Grenzkosten werden durch die erste Ab-
leitung der Gesamtkostenfunktion beschrie-
ben, daher GK(x) = K (x).

Zwischen der Menge und dem Logarithmus
der Grenzkosten herrscht ein linearer Zu-
sammenhang. Die lineare Regression kann
nun durchgefiihrt werden. Durch ,,entloga-
rithmieren® erhélt man die gewiinschte
Exponentialfunktion.

Die beiden Kostenfunktionen K;(x) und K,(x) ergeben sich aus der Integration der

Grenzkostenfunktion mit anschlieBender Bestimmung der Integrationskonstanten aus

der Bedingung K(160) = 5600.

K,(x)=0,0523x +9,1875x + 2791 ;

K, (x)=3290,5897 - "7 _ 678
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s S T T T AL gebralalc ot her [Pramiofo1ebn Up
lIgi(x)dx-}kICx) Done| I L AT I FF.Ioral = T 2031

= B Pg20x)de + K200 Dicite
:k1f><) DSR4 T 9. 18TILT kb ® solued k20 160) = 5600, o) &= -677. 9265
solveC k11600 = SEBE, 01 © = 2790. 751346 . 1200 | o = 577, 8264851385
" k1G] e = 27sL 3290, 5597 -( 1. 004017 - 677. 5265
052314 %% + 9, 187513 -1 + 2791 ) (1.8048) v
0523141646932 %2 + 9. 1875154553283 - x P " 3250, SEITZIZ1E (1. 004E4TII199E8T) 'Dii:
Olown
anstl d+ki <)l ans 1 3+k2 (x>
HMAIN DEG AUTO FUMC 11/20 HMAIN RRD AUTO FUMC B/20
(Hinweis: fiir das unbestimmte Integral ist [ (y1(x) ,x,c) €inzugeben, dann erhélt
man auch die Integrationskonstante c.)
e Das Betriebsoptimum (Minimum der Durch- = T =
) X p . ( :E Hlt;}l-ébr"a Cr;lc, Eltrﬁer‘TPr‘ngmID]’CleFaEn Upﬁ
schnittskosten) liegt bei ca. 231ME bzw. . a4 [ ki
zeros| o] >< . ¥
227TME. £-230.9775  230.9775:
-%h:zsi 33,3544
Die zugehorigen Durchschnittskosten sind © 71,9078 297.31473
k2Cxd rxlx=227
dann 33,35GE bzw. 33,26GE FRIN FAD AUTO FUNC 107210
f)  Eine kubische Kostenfunktion ldsst sich erzwingen, wenn die Grenzkostenfunktion

quadratisch angenommen wird. Man kdnnte daher die quadratische Regression durch-
fiithren und die zugehdrige Kostenfunktion wie oben ermitteln. Dann ergibt sich eine
Kostenfunktion

Ki3(x) = -0,001x° + 0,1299x* — 3,0815x + 3379.
Testweise wird die Kostenkehre berechnet, die bei x = 290 ME liegt.

Vorerst scheint alles in Ordnung zu sein. Der negative fithrende Koeffizient weist aber
auf die ,,falsche Form des ,,s* hin und die graphische Darstellung zeigt, dass in diesem
Fall der klassischen Theorie widersprochen werden muss — zumindest bei dieser Anné-

herung an das Problem.

Fz FEr 7

&
Zoon|Trace|Regraph|Math|Draw|

HMAlN EAD AUTO FUHC
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Grenzkosten, Gesamtkosten und Break-Even

Hier liegt das Hauptgewicht auf dem Hilfsmittel Regression. Erkldrungen zum Lo-
sungsweg und Beurteilungen der verschiedenen Anpassungskurven werden ver-
langt. Fiir die exponentielle Regression ist die Herleitung des Zusammenhangs mit
der linearen Regression zu geben.

Die Einbeziehung einer Break-Even-Analyse zeigt schéne Zusammenhdnge zum
Betriebsoptimum auf. Damit ist eine Querverbindung zur Differentialrechnung
hergestellt.

Uber einen lingeren Zeitraum hindurch wurden bei einer Produktion die Kostensteigerungen
pro Produktionseinheit bei der Herstellung von x Mengeneinheiten (ME) beobachtet und
festgehalten. Dabei ergaben sich insgesamt folgende 20 Datenpaare:

a)

b)

d)

Menge 4 3 5 6 12 6 18 20 10 2

K/Stk 3,1 31 33 335 40 345 50 57 38 27

Menge 10 18 8 4 18 25 15 1 10 15

K/Stk 3,95 520 3,6 32 50 63 465 26 36 44

Um die Gesamtkostenfunktion durch ein mathematisches Modell zu beschreiben, ver-
sucht man zuerst die ,,Grenzkosten* zu modellieren. Erstelle eine graphische Préasen-
tation der Daten und wéhle drei mogliche und sinnvolle Regressionskurven.
Begriinde Deine Wahl.

Suche die drei Regressionskurven auf und wihle die am besten geeignete. Begriinde
auch hier die Auswahl.

Erklare den Zusammenhang zwischen einer linearen Regression und einer Exponential-
funktion als Regressionslinie. Erzeuge die exponentielle Regressionslinie nur unter
Verwendung der automatisierten linearen Regression.

Bringe sie auerdem in die Form y=a e’ .

Die Durchschnittskosten bei der Herstellung von 30 Mengeneinheiten betragen

10 Geldeinheiten. Ermittle fiir alle drei gefundenen ,,Grenzkosten* die entsprechende
Kostenfunktion. Erkldre Deine Vorgangsweise moglichst genau (nicht nur, was Du
machst, sondern auch warum!).

Vergleiche die Gesamtkosten fiir 40, 50, 80 und 100 Mengeneinheiten fiir die drei
Kostenfunktionsmodelle. Beschreibe die Kostenentwicklung! Fiir welches Kostenfunk-
tionsmodell wiirdest Du Dich entscheiden und warum?

Arbeite weiter mit der Kostenfunktion Deiner Wahl.

Erzeuge eine ,,Break-Even-Funktion® B(x), mit der zu jeder gewiinschten Gewinn-

schwelle, der dazu erforderliche Marktpreis ausgegeben wird. Welche Marktpreise

© bk teachware
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miissen erzielt werden, dass die Break-Evens x = 8, x = 5 und x = 3 erreicht werden?
Kommentiere das Ergebnis!

Welche besondere Situation tritt ein, wenn der Break-Even mit dem Betriebsoptimum
zusammenfallt?

Losungsvorschlag:

a) Die Daten werden in ein Streudiagramm iibertragen und es bieten sich lineare und qua-

dratische Regression als erste Versuche an. Moglicherweise ist eine Exponentialfunkti-

on ebenfalls geeignet. Die leichte s-Form lédsst auch an eine kubische Regression den-

SDATH: R dint AkaEken
Lo O mecd e

yl=, 146640537514 -« + 2. 460274306103
yZ2=, 0019650227 345895 - ><2 + . O99TEIES 294340
y3=2, 67EE040479985 (1. El361296694?3]x
gg=4. I413187081837E-S - ><3 + 2. 95E5935255k
s

=
e

ken.
17
=]
................. B. . .....
=]
=]
......... B
= H
..uEII-T'FTI ...................
DD
HMAIN EAD AUTO FUMC

MAIN ERD ALTO FUNC

Mit dem entsprechenden Werkzeug ergeben sich fiir die oben genannten 4 Fille die

folgenden Regressionskurven:

Fz Fz F4 FE EE:' F7 17 Fz Fz Fy FE EE_V F?
ETTATTS .il|Stat nvnrr Pl ETTTS .il|stat
== x+b onett, % TP yT—— ohent
a =, 146641 a =.BE1965
b =2, 460274 24203 R - =, B957E4 Ll
corr  =.387545 FEES 2 [E.1) ¢ =Z.642098 Fl=T=E]
E =. 5975245 95636 3 [E3 Re =, 982577 E
11032 4 EAS 1iE9
95907 5 |4.0 EELT
11593 £ ! 1193
CEnter=0K__) E5215 7 |5.6l (Erter=ok_ £5215
r4c2=3 35 rd4c2=3 35
HMAIN EAD AUTO FUNC HMAIN RRD ALTO FUNC
17T Fz Fz F4 FE FE™. F7 17 Fz Fz Fy FE FE™. F?
Dv."{r F1 Sl Lil|stat. Dv."{r F1 Sl Li1|stat.
EEO 4T ereena — Egn ERRE Vv —
a =2, a =4. E"
I Bl =1.93613 24203 R - =z2.950554E ¢ Ll
2 B4 FEESS 2 [Ed|e et FEESY
3 .3 95636 3 3.3 d =5, E0B552 SS636
4 EAE 11032 4 [ R: =, 982761 1iE9
5 [4.0 95907 5 |4.0 EELT
£ ! 11593 £ ! 1193
7 [5.0] (Enter=0E E5215 7 |50l (Erter=0E £5215
r4c2=3 35 rd4c2=3 35
HMAIN EAD AUTO FUNC HMAIN RRD ALTO FUNC
lineare Regression: y=0,146641x + 2,460274 2> y1(x)
. . 2
quadratische Regression: y=0,001965x" + 0,099764x + 2,648098 2> y2(x)
exponentielle Regression:  y=2,676004 - 1,036130" -2 y3(x)

kubische Regression:

y=0,000043x> + 0,000295x% + 0,117228x + 2,606552

2y4(x)
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b)

Um die Qualitét der Anpassung zu beurteilen, betrachtet man das Bestimmtheitsmaf}
R?. Bei der kubischen Regressionslinie liegt diese Zahl am nichsten bei 1, daher sollte
dies die beste Regression darstellen. Bei der exponentiellen Regression fehlt diese
MaBzahl, daher muss ein anderes Beurteilungskriterium herangezogen werden.

Man bestimmt fiir alle gewéhlten Modelle die Summe der Fehlerquadrate

D= y(x)) .

i=1

1 FE T3 &l FE FE¥_|_F7 1 ~

va Flot Setup|Cell|Header|Calc|ULil|Stat. va e i
TR [GKosten |linear uadr exponent. [ T exponent|kubizch

= = cd = [= [ [

1 S 1000oolE, B4e23F) 3, QTS5 EE[E. 024205 1 5. 0FE59E[3, 0842053, A8 96 3] . 487420
2 3. 10a0oofE, 001962, I65074 2. 9FEE5T 2 2. 9650742, 9V EE59| 2. IE206SE] L 343058
3 3. 300000fE. 1934772, 196042[3. 195638 3 3. 196042(3, 195636[3. 205494 . T62EEF
4 S EooooofE, 34011812, 31 P42 13, 311093 4 S 3lFAR1E, 311935, 329918] . 339438
=1 4. 0OEEG0f4. 2199614, 1282274, 096907 5 4. 1282274, 0969074, 130795
& I 4o0000fE. 3401182, 31 °421[3. 311093 & 2. 317421[3. 3110933, 329918
T 5. 00a000[5. 093804|5. 08051 4[5, 069215 T 5. 0805145, 0632155, 65438
ch=y3<cl) rdcl=sum{{c2—cb)"2)
FRIN FAD_AUTO FUNLC MAIN RO AUTO FUNL

In den Spalten ¢3,c4,c5 und c6 finden sich die theoretischen Funktionswerte nach
den Regressionsfunktionen y1,y2,y3 und y4. In Spalte c7 werden dann der Reihe
nach die Fehlerquadratsummen ausgegeben. Dabei zeigt sich, dass die kubische Re-
gression tatsdchlich die beste wére.

Da man aber iiblicherweise mit einer hdchstens kubischen Kostenfunktion rechnet,
wird die quadratische Regressionslinie als Modellfunktion sicherlich ausreichen.

Exponentielle Regression: y = a ¢”*. Wenn man diese Gleichung logarithmiert, ergibt
sich

Iny=Ina+ b x oder nach einer Substitution v =5, x + a. Dieser Ausdruck ist wieder-
um linear in x und v.

1 FE T3 &l FE FE¥_|_F7

- E Flot Setup|Cell|Header|Calc|ULil|Stat. f=—|F1 STAT VARS
DATR  |Mehge GEosten |v exponent

ol =] = ]

1 4 S l0000efl. 131402]3, a84205 1 4 | 24205
2 3 S iooocofl. 1314022, 9PEE5T 2 1= | REEEE]
3 =] S I000GEEM], 1939223, 195636 3 15| Rz =.AFE26E6 FOEIE
4 = 3. 35000001 . 2089603, 311095 4 El 11095
=1 iz 4. 00O0EE[ 1 . FEEE34[ 4, BRES0F =] 112 | EFElT
& E Sdooponf], 238EF43, 311093 ] e | 11093
I ] 5. 000000[ 1 . 6094385, B69215 7 118 | ¢Enter=0E__ > 59215
c3=1ln<c2> c3=1n<cZ>
FRIN FAD_AUTO FUNLC MAIN FAD AUTO FUNL

Al e alcarc|nther praninc1ean ue| || Die lineare Regression wird durchgefiihrt und

" 30 z.676004 (1.83613m0%  anschlieBend riicksubstituiert:
= gd )

4355 +.000295 - %2 + . 117228 x + 2. 606552 Iny=v 2> y=e¢"
" uSi % 035492 % + . 904325
u o - OIT4SZIIITEEI0 2« + . SE4TZ4ET4DE5E

2.676004 (1, 8361300 _ 0,03549 x

e~ Cans (1)) y=2,6760-¢
HMAIN ERD RUTO FUNC 13730
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¢) Die Gesamtkosten fiir 30ME sind mit 300GE gegeben, daher K(30) = 300. Die Kosten-
funktion geht aus der Grenzkostenfunktion durch Integration hervor.
Lineare Grenzkosten: W
v f==|Algebral|Calc|Other |PramI0|Clean Up
Oane,
Die entstehende quadratische Kostenfunktion:  |s soluveifutcxids =308, c)| = = 38
) c = 160, 203527
K(x)=0,0733x" + 2,4603x + 160,2035 " ultddx | o = 160, 20352743561
LO73320 %2 + 2, 460274 - % + 160, 203527
" L O7IIZOZEETST -« 2 + 2. 46027ATTE10F 1 + 1
Dok
Quadratische Grenzkosten: ans {12395 (x|
HMAIN EAD AUTO FUMC 8/30
Die entstehende kubische Kostenfunktion:
1™ Few Fzw Fy= FE (154
3 ) + §=—|Algebral|Calc|Other PrngDTClean Upﬁ
K(x)=0,0007x" + 0,0499x" + 2,648 1x +157,89 Done
Beoluel [ u2ix)dx = 300, ) | x =30
c = 157. 978136
" fuZadx | o = 157, 97813588762
Exponentielle Grenzkosten: JOEOESS - %7 + . D49882 - %2 + 2. 648095 x + 1P
" 5. SSOOTSTEZIEIIE -4 x> + . D49SE19264717 P
. . . Do
Die entstehende exponentielle Kostenfunktion: |ans (il 7u6 (x|
Al EAD AUTOD FUMC 1250
— X
K(x)=75,3968 - 1,0361" + 81,3367 W
v f==|Algebral|Calc|Other |PramI0|Clean Up
B zolued fu3Cxidx = 300, ch | » =30
. c = 81.336687
Kubische Grenzkosten: . US| ¢ = 81, 33668735263
) ) 75, 396750-(1.036130)% + £1. 336687
Die entstehende Kostenfunktion 4. Grades: » 75, 396750252579 (1. 036129665473)% + 1. b
Dore|
4 2 ans {1237 {x)
K(x) = 0,00001 Ix" + 0,000098X3 + 0,05861X + MAIN < RAD nu1|n FUNC 18730
+2,6066x + 157,6042
Y TR e - [l debralcslc|oiher Frontolc1ean Up
w fem | 200 | Trace|Rearaph |Math|Draw|- Done
B zoluedfydlxidx = 300, ) | » =30
c = 157, 604204
" [ udtxidx | o = 157, 60420406254
LBEEE11 -t + 000095 %P + 058614 =7 + 2P
" 1. 0853296770459 -5« + 9, 8353117532930
Dok
: : - ans{1d+yB{x)
ot 37, 109244 yci352. 47149 MAIN EAD_AUTO FUNC 18750
HMAIN EAD AUTO FUMC
d) Die Tabelle ldsst die Gesamtkosten vergleichen.

Graphik und Tabelle zeigen, dass bis ca. 35ME
kein wesentlicher Unterschied in den Funkti-
onswerten besteht.

Daher besteht kein Grund, nicht das einfachste
Modell — die quadratische Kostenfunktion —
anzunchmen.

© bk teachware

(L T F2 Fz 4 FE F& T ]
- E Setup|Cell HeaderTDel Row|Ins Row
] & Y =l

X ] o -] o
0. 0000 160 20( 157, 98156, 73 157, 60

48, DREEPS. 931225, 3393, 17[389, 73

SR, DORN4EE. 52496, 6526, BES14, 59

SO BERS26. 281024, 415371, 0 1256, 2

106, BEl1135. 411576, E[270d. 1[2128, 1

w=

HMAlW EAD AUTOD FUNC
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Sollten einmal wesentlich mehr Mengeneinheiten produziert werden miissen, dann
miissen auch die Grenzkosten fiir die hdheren Stiickzahlen ins Modell einflieen. Dann
wird aber auch die Grenzkostenfunktion angepasst werden miissen.

e) Der Break-Even ergibt sich aus der Gleichung K(x) = Erl(x) = p - x. Daraus sicht man
aber sofort, dass die gesuchte Funktion B(x), die den notwendigen Marktpreis berech-
net, mit der Durchschnittskostenfunktion identisch ist. Die Bilder unten illustrieren den
Fall fiir x = 5. Ein Marktpreis von p = 34,87 ermdglicht einen Break-Even bei x = SME.

1 Fiv FEv | FET
- E Zoom Tr‘ac,e Regr‘aph Math|Draw|-

96—6. SSOOFSTERYEI5E -4 -« + . 04935192647
UT=F5, 39ETS0ES 2T (1. 0361 29665473) " + i |
uS=1, 095329677459 -5 -« + 9, 83531175320
(R
i
(L=14=)]

*"!=I1|3=T S

ull=f
wll (xo= -xc 5. OEDEE—————uc: 34, 367581
HMAIN RRD AUTO FUMC MAIM EAD RUTOD FUMC

f)  Das Betriebsoptimum liegt bei 46,74 ME mit den Durchschnittskosten 9,3148GE. Wenn
der Verkaufspreis auf 9,3148GE sinkt, dann schrumpft die Gewinnzone auf einen

Punkt und Gewinnschwelle (= Break Even) und Gewinngrenze fallen zusammen.

1 5
- E Z00m

T ace|Reor-aphMath| Do« & Das lasst sich auch leicht beweisen:

=0 -

[K(x)]' _ xK'(x) - K(x)

ik v - - - - -
_xcidE. 7437 e 9. 314840 - K'(x) = =p
MAIN ERD AUTO FUNC

Und das heil3t, dass der Anstieg der Kostenfunktion mit dem Preis iibereinstimmt. Da-

mit ist die Erldsgerade p - x eine Tangente an die Kostenkurve.

(Das steht im Zusammenhang mit der Tatsache, dass das Betriebsoptimum {iiber die
Tangente aus dem Ursprung an die Kostenkurve gefunden werden kann. Siehe auch ei-
ne entsprechende Aufgabe im Band 1.)
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Wieviel ist Dir die Umwelt wert?

In seiner Urfassung aus einer traditionellen HAK-Matura beschrdinkt sich die Auf-
gabenstellung auf die Berechnung der Riickzahlungsraten und der effektiven Ver-
zinsung fiir Variante 1 (iiber eine Intervallschachtelung). Nun ldsst sich in einer
vertretbaren Zeit der Tilgungsplan aufstellen (iiber ein Datenblatt oder sogar iiber
eine Tabellenkalkulation). Diese Titigkeit erfordert doch eine genauere Analyse
des Problems. Das Aufstellen der Formeln und deren Uberpriifung sollen das Ab-
straktionsvermégen nachweisen.

Die Berechnung der effektiven Verzinsung einer verdnderlichen Rente wire ohne
Hilfsmittel wohl nicht durchzufiihren. Hier stehen gleich drei Mittel zur Verfii-
gung. Im letzten Punkt ist — zumindest auf dem TI — eine Kombination von maschi-
nellem und héindischem Operieren gefragt.

(Die Hilfsfunktionen zur Finanzmathematik finden Sie auf der Diskette. Siehe auch
die Beispiele zur Finanzmathematik in Band 1.)

Ein Betrieb errichtet eine Luftfilteranlage. Die Gesamtkosten betragen 170 000 EURO. Als
Riicklage fiir diese Investition wurden vorher 3 Jahre lang am Ende eines jeden Monats
1300 EURO auf ein Konto eingezahlt, das mit 6,4% verzinst wurde.

a)  Welches Kapital steht aufgrund dieser Riicklagen am Ende der drei Jahre zur Verfii-
gung? Welches Fremdkapital ist — auf 100 EURO gerundet — noch erforderlich?

Dem Unternehmen stehen zwei Finanzierungsmdglichkeiten offen:

1. Variante: Der Betrieb erhélt eine einmalige Subventionszahlung des Landes in Hohe
von 15% der Gesamtkosten und der Rest muss durch einen Bankkredit mit
einer Laufzeit von 15 Jahren und einem Zinssatz von 7,5% finanziert werden.

b)  Wie hoch ist der Bankkredit und wie hoch sind die monatlich nachschiissig zu zahlen-
den Raten fiir diesen Kredit?

c) Welche effektive Verzinsung hat diese Finanzierungsvariante unter Beriicksichtigung
einer Kreditsteuer von 0,8%, einer Bearbeitungsgebiihr von 3% und der Subvention?
(Rechne auf 0,1% genau.)

(Steuer und Bearbeitungsgebiihr werden gleich von der Kreditsumme abgezogen).

2.Variante: Dem Unternehmen wird vom Land ein geforderter Kredit gewéhrt, der mit
einer Jahresverzinsung von 6% bei vierteljahrlicher Kapitalisierung innerhalb
von 10 Jahren zuriickgezahlt werden muss. Die Riickzahlungen erfolgen vier-
teljahrlich nachschiissig und bestehen aus einem konstanten Tilgungsanteil
und den Zinsen vom fallenden Kapital.
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d) Erstelle die ersten vier und die letzten drei Zeilen des Tilgungsplans, der die Nummer
der Zahlungsperiode, die jeweilige Restschuld, den Tilgungsanteil, den Zinsenanteil
und die Zahlung ausweist.

e) Erzeuge eine Formel fiir die Zahlung in einer beliebigen Periode & und vergleiche mit
den entsprechenden Werten im Tilgungsplan.

f)  Die Forderung des Landes besteht darin, dass 15% des Tilgungsanteils vom Land {iber-
nommen werden. Ergénze den Tilgungsplan mit den Werten der reduzierten Zahlun-
gen. Wie lautet die Formel fiir die Zahlungen nun?

g)  Wie hoch ist die effektive Verzinsung dieses Kredits, wenn man die Landesférderung,
die Kreditsteuer von 0,8% und die Bearbeitungsgebiihr, die hier nur 1% ausmacht, be-
riicksichtigt? (Rechne auf 0,1% genau.)

h) Lasst sich unter Verwendung des CAS eine geschlossene Formel fiir den Barwert die-
ser verdnderlichen Annuititen fiir einen allgemeinen Abzinsungsfaktor v angeben?

Loésungsvorschlag

a) Der Wert der Riicklage ist der Endwert einer nachschiissigen Monatsrente, die 36 mal

zahlbar ist.

17 Fer Fz= Fir FE FE*
Zur Verfiigung stehen 51 305,25 € und > = [Alaebra|Calc|Other Pranl0|Clean Up
9

damit ist eine Kapitalaufnahme in der Hohe

von 118 700 € notig. fpieiZ36
g -Whﬂ.am 51305, 25
s -1
Bl 1300, 36, 12, 1,064, 1) 51305, 25
X . . B FOEEE - 51305, 250391511 112694, 7o
Die Syntax der ewrn ()-Funktion lautet im [1700080—ans €1 7]

FINANZ ERD AFFROY FUNC =/20

Detail:

ewrn(Zahlung, Anzahl der Zahlungen, Zahlungsperioden/Jahr, Auf-
zinsungsfaktor, Anzahl der Zinsperioden/Jahr)

1 FEw i FE [
- E Alaebra|Calc EILher‘TF"r‘ngDTClean Upﬁ

b) Die Subvention betragt 25 500€. Damit

= 17OO0E -, 15 25500, 86

= 115700 - 25500, 93200, 06 : o --

= dvetburngs, 15-12, 12, 1,675, 1) = 93200, ) muss ein Kredit in der Hohe von 93 200€
= = 550,99 : :

. el em aufgenommen werden. Die monatlichen

. nSolue[bwn[eaa.sg, 180,12, 1+ 155 - 1] » Riickzahlungen sind 850,99€.

4. 05

w100,13=118700-3541 .60, x> | x>
INANZ ERD AFFRON

F FUMC ZE/40

Tatséchlich ist die Kreditsumme aber um 3 541,60€ zu vermindern (Steuer + Bearbei-

tungsgebiihr).
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c) Fir die Berechnung der tatsdchlichen Zinsbelastung ist zu beriicksichtigen, dass
180 mal der Betrag von 850,99€ zu zahlen sind. Dem Unternehmen zur Verfiigung
gestellt werden insgesamt 118 700€ — 3 541,60€. Es ergibt sich damit eine Verzinsung
von 4,06%.

d) Fiir die Erstellung des Tilgungsplan bietet sich der Data/Matrix Editor an. Falls

Cel11Sheet zur Verfiigung steht, kann analog zu einer Tabellenkalkulation gearbeitet

werden.
Fi ]’ FZ T T3 T & T FE T FEY, T F7 ] Fi T FE T T3 T &l T FE T FEY, ]’ F7 ]
- E Flot. Setup|Cell|Header|Calc|ULil|Stat - E Flot Setup|Cell|Header|Calc|ULil|Stat.
DATH |Pariode |Restzch |Zinsen  |Tilgung DATR [ZFipzen  |Tilgaung |Z2ahlung |[Zahlung?
hirz [oi] = ] [oi] =] [ets]
1 1.00 157E2. 5[1780. 50 [2967, 50 1 TEOL S0 |P9E7. 50 [4748. 00 (43602, 88
2 2,006 12765, 01735, 99 [2967F, 50 2 Ta9.99 298750 [4703.49 [4252, 36
3 S]] 0aFer. Sllesl. 42 297, 50 3 £91.48 2967, 50 4652, 98 [4213.85
4 ENEL] 0EE30, Of 1646, 96 2967, 50 4 B4, 95 |PIE7.50 [4614. 46 [4169. 34
=1 S. 06 03262, Sl1e02. 45 [F9:7. 50 =1 EOZ. 45 [2967. 50 [4569.95 [4124,83
& G OGN 0295, 1557, 34 297, 50 & S57. 3 |27, 50 4525, 44 [4080. 31
I REE] P9y, 50[1515. 43 [2967. 50 I 513,43 |2967.50 [4480.93 [4035. 80
cl=seq¢i.i.1,403 cb=.85%c4+c3
FINANE RAL AFFROY FUNC FINANE FiAD_AFFROY FUNLC

Die Spalten werden erzeugt wie folgt:

cl: seq(i,i,1,40)

c2: seq(11870@ - 11870@/40%1,1,1,40)

c3: seq((11870@ - 11870@/40+(i - 1))*0.015,1,1,40)
cd: seq(118700/40,1i,1,40)

c5: c3+c4

c6:c3 + @.85%c4 (schon fiir Frage f))

Fi ]’ FZ T T3 T & T FE T FEY, T F7 ] Fi T FE T T3 T &l T FE T FEY, ]’ F7 ]
- E Flot. Setup|Cell|Header|Calc|ULil|Stat - E Flot Setup|Cell|Header|Calc|ULil|Stat.
DATH |Pariode |Restsch |finsen |Tilgung DATR [Fipzen  |Tilgung |Fahlung [Zahlung?

cl o2 c3 cd c3 cd cS =]

36 (36,00 11870, oof2as, 56 |29:7F. 50 SE 227,56 (297,50 3190, 06 [2F44, 94

37 [3F.00 290250 [178.05 [2967. 50 37 [ArE.05  [2957.50 [3145.55 [2F00.43

38 [38.00 S935.00 133,54 [2967.50 38 (135,54 [2967.50 [310l.04 [2655.91

39 [39.00 2367, 50 |89, 03 2967, 5 39 (89,03 2RV, 50 [ZOSE,53 |26ll.40

40 (40,00 [EETT] 44,51 2967, 50 40 (44,51 2967, 50 [FE1Z.81 [2S66.89

41 41

s H b

Brdicli= Brdici=

FINANZE FAL AFFROY FUNC FINANZ FiAD_AFFROY FUNLC

Die ersten vier und die letzten drei Zeilen kdnnen abgelesen werden.

Die Ce11Sheet Ausfiihrung sieht so aus:

Formeln: ——5
Funcs|Stat|ReCalc
D E

A2: Al + 1 1 0118708, 0E

B2: B1 - D2 2 BM115722. 501750, 502967 . S0 [4r 48, 00
: T | 2. 112765, 0A|1735. 99|2967 . SO[47OE, 49

c2: B1%0.015 4 | 3. [109797.50|1691. 48|2967 . SO|4652, o0

5 | 4. 106530, 00|1646, 96 |2967 . SO[4614, 45
D2: $B$1/40 E | 5. |lo3567. SO[1602. 452967 . SO[4569. 55
E2: D2+C2 7 | £.[100295. 0a|1557., 94|2967. S0[4525, 44
AZ2: =A1+1
F2: C2 + 0.85%D2 FINRHLE FiAD AFFRON FIIRC
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Bohm: Neue Aufgaben flr das Unterrichten-Band 2 29

e) und f)

g)

Die Zahlungen werden unter z (k), bzw. zz (k) gespeichert.

Der ergénzte Tilgungsplan ist auf Seite 28 abgebildet.

1 FE foiv EAd Fyw FE Far
- E EH PpngEII E.Epﬁ - (— ngebr‘a Calc EILher‘TF‘r‘ngDTClean Upﬁ
| |
-4—5;3+[5—4—E;3-|:k—1)]-.815|5=118?BB->2(P Z(?) 4480, 53
Done . Z[z(k) WK v =157 L = 118700, 09
" z(7) 4420, 93
4 85 = _ .
= T Lzt oK) v = g7 115700, 00 et [ dr k- v) o5 = - a0 »
= " Dore|
5.5 [ = 1 . » =z 7 4035. 50
FINAMZ RRD AFFRON FUMC 3/ C FIMAMZ EHD RFFEOY FUMC E/Y4iQ

Kontrolle: Der Barwert aller Zahlungen zur Kreditverzinsung ergibt genau die Brutto-
Kreditsumme.
Wenn man die Zahlungen fiir das 7. Quartal vergleicht, bestétigt sich die Richtigkeit

der Formeln.

Der Auszahlungsbetrag fiir den Kredit betrégt 116 563,40€ (118 700 x 0,982).
Damit sucht man jenen Zinsful3, zu dem der Barwert aller Zahlungen zz (k)

genau 116 563,40€ ausmacht.

Eine nidherungsweise Losung der entsprechenden Gleichung kann man numerisch,
graphisch und iiber eine dezimale Suche in einer Tabelle finden:

1 Fz= Fz= Fyw FE Faw 1 F2 Bs B
- E Alaebra|Calc|0ther Pr‘gmlDTCleah Upﬁ - E Setupl|isiif ::;-=TI?*.-5 T
pone e ‘fés 9325 ‘i%% Ry
n . = . -
z:é 7 . 055 56 NI 53,5670 |03, 5670
1 RETH1n] EZ.2084 |63, 20ed
" 3| ==k = - 118780932 + uln, NG 47,5541 [42. 0541
k=1 +Tog =Tare] 225050 |22 SE50
Done mz.lﬁlz 2. 1612
L SIESE SR S N
= zeros(ul(x), x)|x > @ f.917 | ERNELE] [-Z8.510% [-3&.51@3
{.908106247475333] x=_.908
FIHANZ RRD AFFRON FUNC 7/ i FIMANZ FAD AFFROY FUNC

Die effektive Verzinsung ist 0,91%/Quartal.

1 Fzr FEr Far
E Zoom Tr*a-:.e Regr*aph Math|Draw |-

Am schnellsten geht es iiber die Tabelle.
Sowohl die numerische Losung der

Gleichung als auch das Zeichnen des

Graphen mit anschlieender Nullstellen-

Zer
suche erfordern geraume Rechenzeit. e —et REAE T
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h)

1187v* (120 -293)v 120+ 290)  1187v(293v —290) _

F1 T Fir ]’ 4 ]’ 5 T FE T FE™ T ]

- E Algebral|Calc|0ther |[PrgmI0|Clean Up

m oz 10 902, 2625
bt lr=) W= B

" zz(k) Ty Ty

40
LI [zz(k)-uk]
k=1

zos3stow® | gsosTowd? | zipd7soo¥E
I 5 E

Zlzz(ki)¥v k. k.1,.40>
EAD EXACT

FIMAMZ FUMNC =40

So geht es offenbar nicht. Keine geschlossene
Formel wird ausgegeben, sondern eine

Summe von Potenzfunktionen.

Interessanterweise wird aber eine geschlossene Formel erzeugt, wenn man die Summe
allgemein bildet — weil ja die Summe nicht als Polynom ausgeschrieben werden kann.

Fi ]’ Fer ]’ 5 T ad T FE T FE™ T ]
- E AlaebralCalc|0ther |PramI0Clean Up
EXt] 39 38
2E5351 -w 13057 - v 212473 -w ¥
20 * 5 * 20 *

4]

L] Z [zz(k)-uk]
k=1
11870 T (30 - 293) w - 30 + 290) -

go-[v-1)%

ZlzzCki¥vk. k.1 .n>

FINANZ EAD EXACT FUMC 4/40

< =1 gebralcsTc[ofher Frantolc1ean Up
295w -3 n+290] 1187 v (293 v - 298]
12 ga-(w - 112
11e7-uH (120 - 293)-u - 120 + 298) _1y
ge-(v - 112
1187-u-[173-03% £ 176038 + 179057 4 15,

anzs {1 33huz{u)

FINANZ EAD EXACT FUMC _E/40

Fi T FEw Trzv‘[ FH"]’ FE T FE™ ]’]
- E Alaebra|Calc|0ther|Pram]0|Clean Up

zos3si v | gzeszout® | 2124730,
L] ] =L

1]
L] Z [zz(k)-uk]
k=1
293)-v -3 n+290] {157 -w-(293 v - 290)

L]
12 80-[v—11°

Der T1 verweigert die Zusammenfassung auch dann, wenn man nun fiir n = 40 einsetzt.

Z¢zz(k)*v k. k.1.n)

FINANZ RRD EXACT FUNC 4/40

Fi T FEw Trzv‘[ FH"]’ FE T FE™ ]’]
- E Alaebra|Calc|0ther|Pram]0|Clean Up

te7-v(17z v s 1760 + 179057 115,

JitrzetuS e ome WP e 2070 + 290)

+ bz )

Dot

lbuz[T%gBB]— 11e363.4 2.1el12
buz¢1-1.009083>—-116563 .4
FINANZ RRD EXACT FUNC 740

Der kleine — rundungsbedingte - Unterschied von 2,16€ zeigt, dass die Summenformel
stimmt. Der Term sollte dennoch zusammengefasst werden. Daher muss der letzte

Schritt mit ,,Papier und Bleistift* erfolgen.

T 80(v—1)
1187v(173v* —=170v* — 293y + 290)

80 (v—1)> 80(v—1)*

1187 (v (=173v+170) + 293v-290) =

80(1—v)?

1 Fzw Fzw Fyw FE Favr
- E Alaehra|Calc Dt.her*TPr‘ngDTClean Upﬁ
.‘ + Bz )
Done
-huz[;]— 116563. 4 2.1612
1. OEoes . .
g7y (1pswH —1?El-v4'3—293-u+29El]'
8001 - )

2.1612
wl—w3*23-116563 _4lv=1,1.00708
FINANZ FAD EXACT FUMC B4

Wenn die ,,Basic Skills* noch nicht verkiimmert sind, dann bestatigt sich das Ergebnis.
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n +1
n k 1187 -v f3-n-{w — 1) - 293 -v + 298) 1187 -v-{293 -v - 298)
E zz{k)wv = - -
k=1 2 2
88-{v - 1) 88-(v - 1)
n +1
1187 v €3-n-fv — 13y - 293-0 + 298) 1187 -v-{293-v — 298}
2 2
88-(v — 1) 88-(v — 1)

n
1187-v-{u -{3I-n-{v — 1) — 293-u + 298) + 293-u — 298)

2
88-(v — 1)
48
1187-u-{u  -{3-48-{u — 1) — 293-u + 298} + 293-v — 298)
4 4
— 1187-v-{(173-v - 178y - 293 -y + 29@)

41 48
- 1187 -v- (173 v - 178-v - 293 -v + 298)

2
88-(v - 1)

Auch DERIVE dividiert den Ausdruck aus und liefert eine Summe von Potenztermen. Aber
die Substitution, die dann zur giiltigen Antwort fiihrt, 14sst sich dafiir maschinell erledigen.
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Wer die Wahl hat, hat die Qual!

Kapitalwertmethode und die Methode des internen Zinsfufies bilden den Kern die-
ser Aufgabe. Bei der Berechung des internen Zinsfufles kann der TI unter Umstdn-
den trotz i > 0-Bedingung ein merkwiirdiges Ergebnis liefern. Hier ist der Benut-
zer gefordert, eine — durch die Daten gestiitzte — sinnvolle Schétzung einzubringen.

Uberraschend ist die Tatsache, dass ein héherer Kapitalwert nicht unbedingt eine
bessere interne Verzinsung nach sich zieht. Es wird oft nicht bedacht, dass dieser
interne Zinsfuf3 ja nur dann Giiltigkeit hat, wenn alle Kapitalriickfliisse aus der In-
vestition zu diesem ,, virtuellen * Zins wiederveranlagt werden kénnen.

Dazu kommt eine Grundaufgabe der Rentenrechnung mit der Bestimmung einer
. Schlussrate ™, bzw. die Neubewertung der Investition unter Annahme einer teil-
weisen Fremdfinanzierung.

Der Einsatz geeigneter Funktionen (auf Diskette) reduziert die ldstige Rechenar-
beit auf ein Minimum und stellt das Problem und die Beurteilung der Ergebnisse
in den Vordergrund.

Zwei Investitionsalternativen stehen zur Auswahl. Beide erfordern einen Kapitaleinsatz von
200 000 EURO und haben einen Planungshorizont von 20 Jahren.

Bei Investition A erwartet man fiir die ersten 5 Jahre keinen Gewinn. Dann sollte der durch-
schnittliche jahrliche Ertrag bei 30 000 EURO liegen.

Bei Investition B hat man guten Grund fiir die ersten 10 Jahre einen Jahresertrag von 20 000
EURO und dann von 15 000 EURO anzunehmen.

Als KalkulationszinsfuB3 fiir die Investitionsrechnung werden 6% festgelegt.

a)

b)

d)

Welcher Investition sollte man nach der Kapitalwertmethode den Vorzug geben? Be-
griinde die Antwort und begriinde aulerdem, warum hier die Kapitalwertmethode zur
Beurteilung geeignet scheint.

Berechne fiir beide Plidne den internen Zinsfuf3. Miisste man nach dieser Methode die
Entscheidung aus a) revidieren? Erkldre die Antwort.

Wie sieht der Vergleich der Renditen aus, wenn man sicher ist, die Erldse zu minde-
stens 6,5% wiederveranlagen zu kdnnen?

Die Unternehmensleitung hat sich fiir Projekt A entschieden. Fiir einen Teil der An-
schaffungskosten wird aber nun doch ein Kredit in der Héhe von 75 000 EURO aufge-
nommen. Dieser Kredit ist in vorschiissigen vierteljahrlichen Raten zu 4 000 EURO bei
i="7% zu tilgen.

Wieviele Vollraten sind féllig, wenn die erste Rate ein Jahr nach der Kreditaufnahme
fallig ist? Wie hoch ist die letzte Zahlung, wenn die Schlussrate gemeinsam mit der
letzten Vollrate fillig ist?

Auf welche Weise wird sich der Kapitalwert durch die Fremdfinanzierung &ndern?
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Losungsvorschlag:

a)

b)

Die Kapitalwerte fiir die beiden Investitionsalternativen sind 17 726,72€ und
17 068,92€.

1 Fzr Fzr Fy FE i Fer Fzw Fyw FE Far
- E Commarnd Uiew Exec,ut,eTFind T ] | - E Algebral|Calc EILher‘TF‘r‘ngDTClean U
f[lapitalwert von A
Cioz Baag+burncsaaaa 15.1,1.086,10%
LR = -2OE0EE + burn( 30008, 15, 1,1.86, 13-(1.EF
tkapitalwert von B 17726.72
C: “ZREEEE+hwrn 20060, 10, 1,1, 06,10+
bﬁrn(l?BBB,18,1,1.@6,i)*(1.8§)"('18) » 200000 + burnt 20000, 10,1, 106, 1) + burk
1=
C: -ZE0E0E+burn ¢ 1PO0E, 20,1, 1,86, 13+ 17065, 32
bigrm 3008, 18,1, 106,13 = - 200000 + burnd 1PEEE, 20, 1, 1,06, 1) + burk
17EES, 92
bwrn {3000, 1EI 1 1 06,13
FINAMZ RRD AFFRON FUMC [H EHD RFFEOY

In diesem Fall ist die Kapitalwertmethode als Entscheidungsgrundlage geeignet, da
sowohl der Kapitaleinsatz als auch die Nutzungsdauer fiir beide Alternativen gleich
sind. Beide Pline haben einen deutlich positiven Kapitalwert, bringen also eine deutli-
che hohere Rendite als 6%.

Plan A hat einen geringfiigig hheren Kapitalwert und daher wére ihm der Vorzug zu
geben — wenn die Investitionsrechnung alleine die Entscheidung begriindet.

Der erste Versuch, den Zinsfu} zu bestimmen, schlédgt fehl, selbst wenn man die Be-
dingung x > 0 vorgibt. Man weil3 aber aus a), dass x auf jeden Fall iiber 6% liegen
muss, daher setzt man fest, dass x > 6. Dann erhdlt man fiir Plan A die interne Verzin-
sung von 6,76%

Auf die gleiche Weise ergibt sich fiir Plan B — fiir viele {iberraschend — eine hohere
interne Verzinsung von 7,08%.

5 T |1"1 T Fov Faw | Fiv [ [
- :[— Command U iew Execute Flnd T ] - E AlgebraCalc EILher‘TF‘r‘ngDTClean Upﬁ
CBwrRCITEEE, 10, 1, T 06, To#TT Es~( - 107 17E6E8. 92
oder .
C: '2l3l3l3l3l3+hwr‘n( 1?BBBé285 1.1.06,13+
,bwrni30ee, 10,1, 1.8 " rSolue 2I3I3I3I3I3+bwrn[3l3l3l3l3 15,1, 1+
H Interne Zinsfuessel S.00e-172
I: nsolyed 2I3I3I3I3I3+bwr=n<3ElElElEl 15,1, 1+ 100
of DL LEE e 23 13 = hSolue| ~2ZODE08 + bwrn[SBBBB 15.1.1+ 1,'
C:nsl.-g:]'.‘\ﬁi E?EEQQE@%‘MEGGGGSIS 1, 1+x 100 &. FE
i * ol .0, 13%(1+%/1000~C-5>=0,x) 136
FINANZ FAD AFFROY FINC FINRNZ RAD AFFROR FUNC_E/40
T 5 T & FE |1"1 T Fov Faw | Fiv [ [
- E Command |Uiew|Execute|Find.. T ] - E Algebral|Calc EILher‘TF‘r‘ngDTClean Upﬁ
Cinsolve O ZHHHHH bur‘n( aEan, I3, T, T+ 100 5. 00e-12)
e Lad s BRSO -5 =0, 0 T @ .
Einsolve 2PReRrurnianNn, 15, 1, 1 100 - nSnlue[ - 200008 + bwrn[SBBBB 15,1, 1+
: .76
Cinsolued -Z00000+bwrnd 20000, 10, 1, 1+=-100] .
pl2rburnT 17080, 18, 1, T+ 100, 1241410 = hSolve| -200000 + bwrn[2l3l3l3l3, 10,1, 1+
: 7.8
wal2¥C1+ /1002 C10>=0, x> | x>6|
FINANZ FAD AFFROY FINC FINANZ RAD AFFROY FUNC_G/40
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Die Begriindung liegt darin, dass man bei dieser Berechnungsart annehmen muss, dass
die Ertrage wieder zum Effektivzinssatz angelegt werden konnen. Da wirken sich die
fritheren Kapitalriickfliisse bei Plan B besser aus. Diese Rendite tritt nur ein, wenn die
Ertrage tatsdchlich zu 7,08% wiederveranlagt werden konnen.

¢) Auch in diesem Fall verzinst sich das eingesetzte Kapital besser.

i st afc ot ot Fran 1a]c1 e ue| | ngebra oot her pranioc1em ve] |
T 'SOJ.UE" """ ll+mj = 72D T ,XJ
L] nSolue[ - 2000 + bwrn[i?ElElEl, 20,1,1 +Til # = 6a65 or x = 206,65
7.08 = curng Z0BEE, 18, 1, 1,065, 13-(1.065110 + b
= enrn SOE0E , 15, 1, 1,865, 1) 725465, 08 736622, 91
260 20
. so1ue[2aaaaa [1 + ma] =?25465.l38,x] . solue[2ElElElElEl [1 + ma] = 736022.91, x]
H=ELET or x= "2EE.ET A= 6.V oF x= C20E. 7T
. 0E%C] +3-1 00>*20="225465 .08 . x> . 0% <] +3x-100>*20=736022 .91 , x|
FIHAHZ KAD APFROR FUHC 8.0 FIHAHZ RAD APFROR FUMC 1140
Einer internen Verszinsung von 6,65% stehen 6,73% gegeniiber.
Wenn wir allerdings nur eine Wiederveran- = T =
( ) g ' . Al aeira|o o |0t her [Pram10]c1e 0 Ug] |
lagung hochstens zum Kalkulationszinsful3 FEO Ve O [T+ gg ] = 096z T, =
t K& d lieot P Ab ¥ =6.45 or x= "Z206. 45
erwarten konnen, dann fiegt tan A besser. ® eyl 20000, 18, 1, 1,06, 13-(1.86) 2% + surb
Siehe das rechte Bild.) -0 EIE1E3. 44
lsolue[2ElElElElEl [1 + ma] =696169.44,x]
¥ = 6.43 or = 20643
. 00%¥C1+x-100>*20=696169 .44, x|
FIHANZ RRD AFFRON FUNC 15740
d) 75 000€ werden ein Jahr lang aufgezinst, und [y, tep TERT e R oy e |
T b3 = Ed Ed

das stellt den Barwert der vorschiissigen
Quartalsriickzahlungen dar, die 24 mal voll
zu bezahlen sind. (Es wurde durch 1000 ge-
kiirzt.)

X =6.43 or x= 206, 473
Beoluel?S 1,07 sbwrold o, 4, 1,07, 10, 0

= 24,75

1000 (7S 1,07 - buru(d, 24, 4, 107, 1))
£77. 00

Wl 67T, B304, 1,07, 1) 995,95

T T 998, 95

677¥ . 07~C23.-40

FINAWZ FAD AFFRON FUKC 18,41

677,00€ ist der Wert der Schlussrate zu Beginn der Laufzeit der Riickzahlungen. Dieser

Wert muss bis zum Beginn des 24. Quartals, das dauert dann 23 Vierteljahre, aufge-

zinst werden.

Die letzte Zahlung betrdgt 4 998,95€.
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e) Da der Kreditzins tiber dem KalkulationszinsfuB liegt, wird der Kapitalwert sinken.

Die Riickzahlungen sind mit 6% zu bewerten.

[© 22l 42k r-alcote (ot her [Pran1olc1e 5 vp| |

= A8 (7S 1. 07 — burwid, 24,4, 1,07, 10
|=rarasnic] i .

m SW(ETT, 2344, 1,87, 13 asg.95| Der Kapitalwert sinkt auf 15 065,73€.

L RN o s 998,95

e -cmEEEE + TSaag + LYrN(30080, 15, 51 1.06
(1.06]

15065, 73

w01 062998 . 25/¢C1 . 062 C27 /4]

FIMAMZ FAD AFFRON FUMC 12/20

Hier finden Sie den Term, der zum Kapitalwert fiihrt komplett ausgeschrieben. Beachten Sie
die Berticksichtigung der 6%, sowie der Schlussrate.

-200 009 + 75 @98 + bwrn(30000,15,1,1.06,1) / 1.06"5 -
bwrv (4000,24,4,1.06,1)/1.06 - 998.95 / 1.06"(27/4)

So konnte der letzte Teil der Aufgabe in einer DERIVE-Bearbeitung aussehen:

d)
SOLUE({?75808 1_87 = burv(4008, n,. 4, 1.87, 1}, n) = {(n = 24.252482 - 371.46383 i v n
= 24.252482 + 371.46383 i v n = 24.252482)

24 v ollraten!
fix2(75000 1.A7 - hurv(4008, 24, 4, 1.87, 1)) = 677

23
fix2[eu[677. —. 1.87, 1]] = 798.75
4
g)
Fix2 [bu(hurn(3BBBB. 15, 1, ». 1), 5, », 1) - 200000 + |75080 — bhwrv(4800. 24, 4. r.

-1 27
1y » - bu|998.95, — r. 1
4

15865.73
Der Kapitalwert fallt auf 15 065,73€
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Jeder braucht ein Dach iiber dem Kopf

,,Schaffa, schaffa, Hiisle baue“ ist ein Spruch, den man unseren Landsleuten in
Vorarlberg gerne in den Mund legt. Und tatséichlich stammt diese Aufgabe in ihrer
Urfassung aus einer Reifepriifung, die vor vielen Jahren im Ldindle gegeben wur-
de. In dankbarer Erinnerung widme ich diese paar Seiten meinem Freund und
Kollegen Walter Heinzle, dem ich sehr viel Wissen verdanke.

Sie konnen leicht den urspriinglichen Teil wieder erkennen, der auch fiir damalige
Zeiten recht anspruchsvoll gewesen ist. Ich méchte hier besonders auf die Mog-
lichkeiten hinweisen, die tiber die rekursive Behandlung in Teilaufgabe h) mach-
bar geworden ist.

Trotz des Wegfalls der ldstigen Rechnerei verlangt die Aufgabe Textverstindnis
und eine gewisse Flexibilitit im Umgang mit dem Funktionenapparat, der die Fi-
nanzmathematik beschreibt.

Ein 35-jahriger Angestellter benétigt fiir den Kauf einer Eigentumswohnung ein langfristiges
Darlehen in der Hohe von 100 000€.

Seine Sparkasse unterbreitet ihm das folgende Finanzierungsangebot:

Aufnahme eines Baudarlehens iiber diesen Betrag mit einer Laufzeit von 24 Jahren bei einer
Jahresverzinsung von 10,25% mit vierteljahrlicher Kapitalisierung. Die Riickzahlungen er-
folgen in nachschiissigen Monatsraten. Der Kreditnehmer muss fiir die Laufzeit des Darle-
hens eine Ablebensversicherung abschlielen, deren monatliche Pramien in der Héhe von
62€ gemeinsam mit den Riickzahlungen zu begleichen sind. Bei Abschluss des Vertrags sind
Kreditspesen und Steuern in der Hohe von 350¢€ fillig.

a)  Welchem effektiven Zinssatz entspricht der angegebene?
b)  Wie hoch ist die monatliche Belastung (inkl. Versicherung)?

¢)  Welcher effektiven Verzinsung entsprechen diese Konditionen, wenn man die Versi-
cherung und die Spesen/Steuern mit einrechnet?

d)  Wie hoch sind die gesamten Kreditkosten? (Darunter versteht man die Differenz aus
der Kreditsumme und allen Riickzahlungen.)

Ein privater Finanzierungsberater schlégt ein anderes Finanzierungsmodell vor, bei dem
zusitzlich zu einer Zwischenfinanzierung durch eine Bank ein Bausparvertrag abgeschlossen
wird. Es ergibt sich eine Laufzeit von insgesamt 28 Jahren und die Riickzahlung erfolgt in
nachschiissigen Monatsraten und zwar: 1 200€ fiir die ersten 7 Jahre, dann 900€ fiir die
nichsten 7, weiters 700€ fiir die {iberndchsten 7 und schlie3lich 400€ fiir das letzte Viertel
der Laufzeit.

e) Vergleiche diese Kreditkosten mit denjenigen vom vorigen Angebot.

f)  Berechne auch hier die tatsdchliche Zinsbelastung.

g) Welches Angebot wiirdest Du annehmen? Begriinde Deine Antwort.
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h) Um welchen Betrag miissten alle Riickzahlungen bei dieser Variante erhoht oder ge-
senkt werden, damit die effektive Verzinsung bei beiden Finanzierungsplénen gleich ist
(unter Beriicksichtigung von Versicherung, Spesen und Steuern)?

i)  Bei welcher Kreditsumme zu den Riickzahlungsbedingungen von Variante 2 ist diese
mit Variante 1 gleichwertig?

j)  Verwende fiir beide Varianten eine geeignete Methode zur Darstellung der jeweiligen
noch offenen Restschulden am Monatsende und stelle fest, zu welchem Zeitpunkt die
Restschulden fiir beide Optionen gleich sind.

Losungsvorschlag:

Grundsitzlich wird auch hier mit dem schon vorgestellten Formelmechanismus gerechnet.

0,1025Y"
a) (1+ y j =1,106508 — i, ~10,65%

b) Die Kreditsumme ist der Barwert einer nachsch. Monatsrente mit einer Laufzeit von
24 Jahren bei einer viertelj. Verzinsung von 10,25/4%. Daher:

solve(bwrn(x,24+%12,12, (1+@.1025/4) ,4)=100003, x)

Eine Riickzahlung betrigt 928,82€ und inklusive Versicherung sind dann 990,82€ mo-
natlich zu bezahlen. Zur Verfiigung gestellt werden insgesamt nur 99 650€. Daher er-
hélt man die tatséchliche Verzinsung aus der folgenden Gleichung:

c) 99650 = bwrn(990.82,288,12,1+i/100,1),1)|i>10

|f1 ]’ Fev Tr;v]’ruv]’ FE ]’ 5 T]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up

o1 #1028 11085 e ecichliche 7
4 ) Die tatsdchliche Zinsbelastung
. 4r~n[x,24- 12,12, 1 +%325, 4] = 1EIEIEIEIEI,><] betrigt 11,67%.

® = 928, 8246

. 5!:\1'-,'9[99659 = bwr‘n[??lﬂ. 82,24°12,12,1 +}

i=11.668757
wa2d¥12 12 1+i 00,13, i31ix10

FIMAHZ RRD AFFRON SEQ A0

d) Die Kreditkosten sind demnach: 24 x12 x 990,82€ — 99 650€ = 185 706,16€

e) Die Kreditkosten betragen nun:
1 200€ x 84 + 900€ x 84 + 700€ x 84 + 400€ x 84 — 100 000€ = 168 800€.

Damit scheint die zweite Variante deutlich giinstiger zu sein.
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f)  Die einzelnen Periodenbarwerte sind auf den gemeinsamen Bezugspunkt — Kreditauf-
nahme — abzuzinsen und mit dem Kredit gleichzusetzen.
(x = Aufzinsungsfaktor = 1 + i)
solve (10000@=bwrn (1200,84,12,x,1)+bwrn(900,84,12,x,1)*
XA (-7)+bwrn (700,84,12,x,1)#xA (-14)+ bwrn(400,84,12,x,1)*
XA (-21),x) [ x>1.1
Als tatsidchliche Verzinsung ergibt sich jetzt 12,57%.
g) Die hohere Verzinsung steht nur scheinbar im A
Widerspruch zu den niedrigeren Kreditkosten. = 24-12- 950,82 - 99550 185706, 166600
. . . X . 120084 + 900 -84 + 700 -84 + 400 84 — 10000
Bei der zweiten Variante sind die Zahlungen 162300, A0A000
. . . ® solvel 100008 = burn( 1200, 84, 12, %, 13 + Eb
ungleich verteilt. Wenn man etwa die hohen w= 1. 195660
Zahlungen am Anfang mit den niedrigen am » so1ue( 100000 = burn(400, 84, 12, 13?"12;2
Ende vertauscht, hat man die gleichen Kredit- B 12,51 2%x"C721 0,5 | %>
FINRMZ EAD AFFEON SEQ 730
kosten, aber die Verzinsung fallt plotzlich auf
etwa 7%.
Als Konsequenz daraus sollte wegen der niedrigeren Verzinsung die erste Variante
gewdhlt werden.
h)  Alle Zahlungen im Ansatz zu f) werden um den T ol oTe ot o P 10 Loy Up] |
gleichen Betrag s gesenkt, so dass der Barwert
100 000€ bei einer Verzinsung von 11,67% er-
. lsolue(lElElDBB=hwrn(12ElEl—s,84, 12, %, 17k
reicht werden kann. 5 =49.26
Die Reduktion miisste 49,26€ betragen. " burn(1208, 84, 12,0, 1) + burnt300. 24, 120
wma B, 12,3, 10¥x(" 212 1%x=1.116"
FINRMZ EAD AFFEON FUMC 2720
i)  Das ist die rechte Seite der Gleichung in f) mit 11,67% als ZinsfuB3.
Bei einer Kreditsumme von 105 088,49€ wire diese Moglichkeit gleich giinstig.
j)  Die Restschulden kénnen z.B. rekursiv im SEQUENCE-Modus definiert werden. Dann

lasst sich entweder aus der Tabelle oder — schneller — aus dem Graphen die Antwort ab-

lesen.

Fiir die Variante 1 muss die Verzinsung in die dquivalente Monatsverzinsung umge-

wandelt werden. Die WINDOWS-Werte werden gleich auch im Hinblick auf die zweite

Variante eingestellt.
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FINANZ

ERD AFFROY

ZEQ

1 Fex |_F3.  [F9 [TET
va Zoom|Edit| «[All|Stule|Axes..

Far Fr

SFLOTE

< ul=ulin - 131+
uil=16000680
2=l

21025

1-3
]

—928.82

u2{ni=

FINRMZ

ERD RFFREOY SEQ

Graphik und Tabelle zeigen, dass man in 24 Jahren oder 288 Monaten mit den Riick-
zahlungen fertig ist.

Fzw

1
- E Zoon|Tra

Fz

FEw FE™

iy
ce|Regraph|Math|0raw|-

|FikARz

RRD AFFROY

SEQ

11673.9

Siz.00 [ 24597, 1

Sid.o0 | -30896.9

n=240.

FINANZ EnD AFFEOY SER

Die Definition der zweiten Folge ist ein wenig schwieriger, weil sie stiickweise defi-

niert werden muss. Das ist auch im Folgeneditor machbar.

u2(n)=u2(n-1)*1.125669"(1/12)-when(n<84,1200,

when (n<168,900 ,when (n<252,700,400)))

u2i (n)=100000

Wiz=1E0aEe,

+ yl=ulin-13|1+
uil=1008aa

v oyZ=ylidin - 13- _{{gﬂﬂ,n =168

@zl

)

-
] - 922,82

1200,n 224

Jelr
PO@, N 2 252 =
4pE,elee =158

FINfAHZ

RAD_AFFROE

u2¢nd=.. Ir=¢1.12566217>*¢1 /12|
EQ

=l

1 Fz
- E Setup):

il u

260,00 [23IOF1. 1321284, A0
2el. o0 (2RI FPLZI09T, OO
262,00 21592, 0920904, 13
2E3. 00 [POSS2. 20/2E711. 37
2E4, 00 (20099, 99[2A51E. £9
265,00 119341, 41]203220, 02
266, 00

267, 00

FINAMZ

RRD AFFRON

SER

Fu F
Zoom|Trace|Rearaph|a

F3 Er 7

b |DF-aw] -

Yol 20FE4. T
FAD AFFEOR EE

Nach ca. 262 oder 263 Monaten sind die Rest-
schulden gleich. Die Graphen und die Tabelle

zeigen, dass die Modelle stimmen. Nach 24
bzw. nach 28 Jahren sind die Restschulden

jeweils auf Null gefallen.

In DERIVE wird die rekursive Vorgangsweise mit dem ITERATES-Befehl nachvollzogen.
(Das konnen Sie auf der Diskette finden.)

© bk teachware



40

bk teachware Schriftenreihe

Der Tilgungsplan — ein rekursives Modell

Wie schon in der Einleitung erwdhnt, sind die Tilgungspline schon lange aus un-
seren Schularbeiten — und erst recht aus den Reifepriifungsaufgaben — weitgehend
verschwunden.

Sehen Sie bitte an dieser Aufgabe, wie dieser, scheinbar iiberlebten Aufgabenstel-
lung ein nicht unbetrdchtlicher Gehalt verliehen werden kann, indem man

(1) die rekursive Denkweise in einfacher Weise beleben kann und

(2) auch der formalen Gestaltung den ihr zustehenden Wert verleiht.

Interessant mag erscheinen, dass die angesprochene rekursive Denkweise durch
einfaches wiederholtes Tastendriicken am TI besonders eindrucksvoll erlebt wer-

den kann. Fiir mich war die Wiederbegegnung mit dem Tilgungsplan nach vielen
Jahren des Vergessens sehr eindrucksvoll und erfrischend.

Die Einnahmen einer Gemeinde lassen fiir die ndchsten 15 Jahre — bedingt durch die Er-

schlieBung eines Areals fiir die Ansiedlung eines Gewerbe- und Industrieparks — Mehrein-

nahmen in einer voraussichtlichen Hohe von 30 000€/Jahr erwarten. Man will diese Einnah-

men zweckgebunden fiir den Ausbau der Infrastruktur verwenden und legt unter der Bevdl-

kerung eine Anleihe mit einer Laufzeit von 15 Jahren auf. Es wird eine Verzinsung von 4,5%

angeboten.

a)

b)

d)

In welcher Héhe kann die Anleihe aufgelegt werden, wenn die erwarteten Uberschiisse
zur Deckung der Annuitédten herangezogen werden sollen (auf die ndchsten 1000€ ge-
rundet)?

Wie lauten die ersten und die letzten zwei Zeilen des entsprechenden Tilgungsplanes?

Wihrend der ersten 6 Jahre wird die Anleihe plangemif getilgt. Besondere unerwartete
Belastungen auf dem Gesundheitssektor machen es notwendig, vorerst zwei Jahre mit
der Tilgung auszusetzen (es wird nur der Zinsendienst geleistet). Dann sollte mit er-
hdhten Annuitéten so fortgesetzt werden, dass die Anleihe mit dem 15. Jahr auslauft.
Wie lauten die 6. — 9. Zeile und die beiden letzten Zeilen des Tilgungsplans nun?

Nach heftigen Debatten beschlieBt der Gemeinderat — gegen die Stimmen der Opposi-
tion —, dass fiir zwei Jahre {iberhaupt nichts gezahlt wird (auch keine Zinsen), dass
aber ab dem 9. Jahr die Zinsen auf 5% und die Annuitdten um 10% erhdht werden sol-
len. Wie lange dauert die Tilgung der Anleihe unter diesen Bedingungen?

Stelle vom nunmehrigen Tilgungsplan die Zeilen 1, 2, 5-9 und die beiden letzten in
einer ordentlichen Form zusammen.

Ein ortsansdssiger Unternehmer hat Anteile in der Hohe von 7 000€ gezeichnet, die
nach 10 Jahren verlost (zuriickgezahlt) wurden. Er konnte seine Zinsgewinne zu durch-
schnittlich 4% wiederveranlagen. Welche durchschnittliche Rendite hat seine Geldan-
lage erwirtschaftet?
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Losungsvorschlag:

Der Vorschlag beruht zuerst auf der DERIVE-Durchfithrung. Es wird durchgéngig mit dem
ITERATES-Befehl gearbeitet, der den rekursiven Aufbau des Tilgungsplanes sehr schon
nachvollziehen 1463t.
a) Die Anleihesumme ist der gerundete Barwert aller Annuitéten = 323 000€.
Eine Rundungsroutine wird vorbereitet und die Hohe der tatséchlich zu zahlenden An-
nuitdten ermittelt (= 30 075,76€).
ROUND (x, 0.01)

rd(x) =
100

bwrn (30000, 15, 1, 1.045, 1) = 322186.37
SOLVE (bwrn (x, 15, 1, 1.045, 1) = 323000, x)
x = 30075.760

Fiir eine ansprechende Gestaltung des Tilgungsplans werden eine Uberschrift und eine
Zwischenraumzeile vorbereitet.

ueberschr:=["”Jahr”,”Restschuld”,”Zinsen”,”Tilgung” ,”Annuitat”]

ZWr = oy ey ey ey ]

In der Ausgangszeile z, steht nur die Anleihesumme.
z0:=[0, 323000, ——, —, ——]
[annl:=30075.76, i:=0.045] (Annuitit und ZinsfuBl werden definiert.)

Die Entwicklung des ersten Planes erkennt man im folgenden Befehl. Die Rekursion
bezieht sich immer auf den Ausdruck z, dessen Startwert der Vektor z0 ist.

neues erstes Element (Jahr) = altes erstes Element + 1

neues 5. Element (Annuitdt) = annl

neues 3. Element (Zinsen) = Zinsen vom alten zweiten Element (alter Restschuld)

neues 4. Element (Tilgung) = Annuitit — Zinsen
neues 2. Element (Restschuld) = alte Restschuld — Tilgung

planl := ITERHTES([Z +1, vd{z — {annl — =z i)}, rd{z i}. w»d{annl — = i},
1 2 2 2 2
Pd(anni)], z, =@, 15)

APPEND{ [uebherschr]. planl)
Jahr HRestschuld Zinsen Tilgung Annuitat
a 323888 -— -— -—
1 397459 .24 14535 15548.%76 38875.76
2 291219.15 13835.67 16248.89 38875.76
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APPEND{ [ueberschr]. planl ROW [1. 2]. [zwr]. planl ROW [15. 16])
Jahr Restschuld Zinzen Tilgung Annuitdt
a 323088 - -— -

i 3@8745%.24 14535 15548.76 38875.76
14 28780.64 2534.49 27%41.27 38875.76
15 a.81 1295.13 287BA.63 38875.7%6

b) Die 6. Zeile ist die Ausgangszeile fiir die beiden nichsten Jahre, in der nur die Zinsen
gezahlt werden. Plan 2 hat eine andere Entstehungsgeschichte.

zh == planl ROW 7
plan2 := ITERHTES{[Z1 + 1., Pd(zz). Pd{z2 B.845),. B. rd(zz 3.845)], z. 26, 2}

6 218614.4 18789.15 19366.61 30875.7%6
? 218614.4  9B37.65 a 9837.65
8 218614.4  9837.65 a 2837.65
z8 := plan2 ROW 3
SOLUE{burn{x, 7. 1. 1.845, 1} = 218614.4, x) = {x = 37897.184)

Die erhohte Annuitét betrdgt 37 099,18€. Plan 3 erhélt man leicht durch Anpassung des
»Rezeptes fiir Plan 1.

ann2 = 37899.184
plan3d == ITERHTES([Z +1, vd{z - €ann2 — z 1)), vd{z 1), vd{ann2 - =z 1i).
1 2 2 2 2

rd(ann2)], z. 8, T

APPEND{ [ueberschr]. plan2,. [plan? ROW 2]. [=wr]. plan3d ROW [7. 81>

Jahr Restschuld Zinsen Tilgung Annuitat
6 218614.4 18789 .15 19366.61 38875.76
? 218614.4 9837.65 a 7837.65
8 218614.4 9837.65 a 7837.65
? 191352 .86 9837.65 27261.54 37897.18

14 35501 .61 3126.35 33972.83 37V@97.18

15 a 1597.57 35581.61 37897.18

¢) Inden Jahren 7 und 8 ist die Annuitit = ann3 = 0, daher wird die Tilgung negativ und
die Restschuld erhoht sich mit jedem Jahr. Fiir die Zeit ab dem 9. Jahr gelten ein neuer
Zinsfufl 1 n = 5% und die neue Annuitit ann4.

Dem DERIVE-Ausschnitt kann man leicht folgen:
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annd =@

pland := ITERRTES([Z + 1, rdfz - €annd — 2 i)}, rdfz i), rd{annd - =2 1i).
1 2 2 2 2
rd(ann3)]. £. b, 2)

218614.4 18789.15 19366.61 38875 .76
7 228452.85 2837.65 -2837.65 a
238732.39 18288.34 -18280.34 a
z# = pland ROUW 3
annd = annl 1.1
in z=8.85
SOLVE(hurn{annd, x. 1. 1.85, 1) = 238732.3%7, x. Real) = {x = 2.17285%42)

Es geht insgesamt noch weitere 10 Jahre:

d) Diese 10 Jahre werden im Plan5 beschrieben, dessen letzte Zeile die insgesamt vorletz-
te v1z des ganzen konvertieren Riickzahlungsplans darstellt. Im letzten Jahr ist nur
noch die iibrig gebliebene Restschuld + den Zinsen fiir das letzte - das insgesamt
18. Jahr - zu leisten.

Dann wird der ganze Plan geméB Aufgabe zusammengebaut.

plan5 := ITERHTES([Z + 1, rd{z — {annd — = i n}}, rdfz i_n}. rd{annd — = i n}.
1 2 2 2 2
rd(ann4)], z, 28. )

vlz := plan5 ROW 18

vlz = [17, 5556.76. 1848, 31243.33, 33883.34]

1z = [18, @, »d{5556.76 i_n), 5556.76, 5556.76 (1 + i_n)]

plan_kompl := APPEND{ [ueherschr]. planl ROW [1. 2]. [=wr]. [planl ROW &6]. pland.
[planS ROW 2], [=wr]. [plan5 ROM 18]. [1=]1)

plan_kompl

Jahr Restschuld Zinsen Tilgung Annuitit
a 323868 -— - -
1 387459 .24 14535 15548.76 38875 .76

5 237981.81 11543.11 18532.65 38875 .76
6 218614.4 1878%7.15 19366.61 38875 .76
? 228452 .85 ?837.65 —9837.65 a
8 238732.39 182808.34 -18280.34 a
9 217585.67 11936.62 21146.72 33883 .34

17 5556.76 1848 31243 .33 33883 .34
18 a 277.84 5556.76 5834.578
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Der Endwert aller Zinsertrdge aus der Anleihe ist bei 4%iger Verzinsung zu berechnen.

4
ewrn{315, 6., 1. 1.84, 1) 1.84 + 358 {1 + 1.84) = 3158_2875

x
SOLUE[EW[?BBB, 18, 1 + —,. 1| = 7888 + 3158.29
180

x = —283.79488 v x = 3.7948018

Nach 10 Jahren erhélt der Unternehmer sein Kapital zuriick, das in dieser Zeit um ins-
gesamt 3158,29€ gewachsen ist. Die effektive Verzinsung betragt daher ca. 3,8%.

Auf Seite 28 wird der Aufbau eines Tilgungsplanes mit Ce11Sheet gezeigt. Nicht zu ver-
achten ist die Moglichkeit, auch im Homescreen des 77 rekursiv vorgehen zu konnen.

Nach Berechnung der Annuitéit wird die ,,nullte” Zeile z@ erzeugt, die dann jeweils durch die
néchste Zeile ersetzt wird. Dazu muss die Anweisung nur einmal editiert werden. Aufeinan-
derfolgendes Driicken der Eingabetaste generiert den Tilgungsplan zeilenweise. Die Werte

miissen dann allerdings aufs Papier iibertragen werden.

Diese wichtige eine generierende Zuweisung lautet:

[20[1,1]+1,20[1,2]- (ann-zB[1,2]*1),z08[1,2]#1,ann-z@[1,2]*1,ann] > z@

Es ist reizvoll, diese Anweisung mit dem ITERATES-Befehl von DERIVE zu vergleichen.

Zu beachten ist, dass der 77 einen Zeilenvektor als eine 1 x n-Matrix interpretiert. Daher

muss ein Element iiber zwei ,,Indizes* angesprochen werden.

1 Faw Faw Fyw FE Fa= 1 Fzw Fzw Fyw FE (154
- E AlaehralCalc Dt.her*TF'r‘ngDTClean Upﬁ - E Alaehbi-a|Calc Dt.her*TPr‘ngDTClean Upﬁ
" bwrn 30000, 15, 1, 1,045, 1) 322186, 37 F[=0lI, ITFT1 =0ll.Z]-[ann - =001, 2] 1T
" soluveCburns, 15, 1, 1,045, 11 = 323000, ¢ [S5 237981.01 11343.11 18532.63 3007H
w = INETS. 7E w[z0[1,11+1 =E[1,2]1-(ann—-=0[1.,2]-1i)k
" ZO0FS. FEAAZIATL + ann ¢ L 045 + i .05 [& 212614.40 10709.15 19386.61 3007p
m[@ 3IPIOEE "-—-" M———t NN 5 w[z0[1,11+1 =E[1,2]1-(ann—-=0[1.,2]-1i)k
[0 3I23EEE  "-—=" Me—=t M———n] [7 198375.29 9337.65 20238.11 30075k
w[zB[1,11+1 =zO[1,2]1-(ann—-=z0[1,2]-i) b w[z0[1,11+1 =zO[1,2]1-(ann-=z801,2]-i) k
[1 307459.24 14535.00 15540.76 JOAFE [S 177227.46 58926.93 211458.583 JOA7SHE
w1l 21%i ,ann—=001.21%i annl+=0 wl 21%1  ann—=001,2]1%i annl*=0
FINRMZ EAD AUTO FUMC E/20 FINANZ EAD AUTO FUMC 12720

Der ,,Erzeugungsbefehl™ wird 15 mal aufgerufen, dann ist der Tilgungsplan fertig. Fiir
Teilaufgabe b) wird die 6. Zeile zur ,,nullten. Nur die Zinsen werden ausgezahlt, das
ergibt die neue Annuitit ann, und schon kdnnen die néchsten Zeilen generiert werden.

|fa RSt alote ot her [Pran 0]c1 e Ug| | S
=T, TTF T =001, 2T -Tann — z0[T: 2] 1] [I5 -&.00e-3
[1Z 82677.19 4855.39 25220.37 ZOO7SH » [IFEETNSE! 1 = 717 3
w[z0[1,1]+1 =zB[1,2]-(ann—=z0[1,2]-i] } [& 218&614.40 10709.15 19366.61 3007
[13 98321.91 37vz20.47 26355.29 30075 = 21861441 + ann QEIV .65
w[z0[1,1]1+1 =z@[1,2]-(ann—=z0[1,2] i1k w[z0[1,1]+1 =z@[1,2]-(ann-=zO[1,2] i1k
[14 28780.63 2534.49 27541.27 3I0O7SkE [F Z18614.40 9837.65 6.42e-5 9837.6p
w[z0[1,1]1+1 =zB[1,2]-(ann—z0[1,2]-i) b w[zA[1,11+1 =B[1,2]-(ann-=z0[1,2]-i1 b
[15 -6.00e-9 1295.13 28780.63 3I0O7SkE [2 Z18614.40 9837.65 6.71e-5 9837.6p
L. 1,21%i,ann—=0[1,21%i,ann]>=0| we21¥1 ann—=z001,21%i _ annl13=0
KAl AUTO FUMWC 158/%0 FINAWZ FRD AUTO FUWC 4/2%
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Vergleichen Sie bitte immer mit dem entspre-
chenden Schritt in der DERIVE-Ausfiihrung.

Die neue Annuitit wird berechnet, sie wird zur
neuen ann und der konvertierte Plan kénnte zu

Ende gefiihrt werden.

In weiterer Folge finden Sie die Durchfiihrung auf dem 77.

ngebra l:al-: Dt,her* Pr‘ngElTClean Upﬁ

l[6 218614.39857346 10709, 14558541 15p
[& 218&614.40 10709.15 193&66.61 3007
=+ ann o]
w[zA[1,11+1 =zB[1,2]-(ann-=z0[1,21-i1 b

[7 228452.05 9837.55 -9837.65 0]
#[z0[1,1]1+1 =zB[1,2]1-(ann-=z0[1,2]-i]1 p

[5§ 238732.39 10280.34 -10280.34 0
anz(1y»=0

FINfAHZ RAb AUTO FUHC 28,30

Fi T FEw Trzv‘[ FH"]’ FE T FE™ ]’]
- E Alaebra|Calc|0ther|PramI0|Clean Up

W[=LI. 1T+ T =T ZT-Tann—z[1, FYE
[15 6&&3553.64 4744.71 28338.62 33883)
w[za[1,11+1 z@[1,21-(ann-=z0[1,2]-i1p
[16 3&800.0% 3I32P.78 29735.53 33083)p
w[za[1,11+1 z@[1,21-(ann-=z0[1,2]-i1p
[17 S55353&6.7& 1840.00 3I1243.33 332033, )p
w[za[1,11+1 z@[1,21-(ann-=z0[1,2]-i1p
[18 -27248.74 27v7.84 32805.50 33083p

wedl1¥i ann—=001,.21%i  annll+=0
FINAMZ RRD AUTO FUMC 20/20

|’F1*~||J‘I’ Fzv Tr:v]’ FuvT FE G T ]
| v = |Algebral|Calc|Other PrngDTClean g
[& Z212614.40 9837F.65 6.F1e-3 923IF.6p

®zoluelbwrnl:, 7.1, 1.845, 10 =218614. 4.
® = E7E99. 18

37099, 134603376 + ann 37E99.18

w2 212614.39244219 Q8I7.&47IIZAIVE Cp

[2 212614.40 923F.65 0 983I7.63]
w[z0[1,11+1 =zE[1,2]-(ann-z0[1,2]-1i) b
[F 191352.86 9337.65 2F261.54 37099

22 1%1 ann—=001,2]1%i.annl]l+=0

FINANZ EAD AUTO FUMC 27¢20

1™ Fzr Fw Fur FE Far
- §—|AlgehralCalc DLher‘TPr‘ngDTElean Up
[F 228452.05 9837.63 -9837.65 0]

w[za[1,11+1 =zA[1,2]-(ann—zB[1,2]-i) b
[& 235732.39 10280,34 -10280.34 O

B IOEPS. 75101 +ann 8 W05+ [y als]
B zaluelhurnlann, x, 1, 1.05, 1) = 238732, 35
x=9.17

m[2 2ISVIZ.I80C0219  10280.34209291F  p
[2 2I8732.39 10220.34 -10280.34 @]

L2917, “10280.342092917,.011+=0

FINANZ Rl AUTD FUHC 28,20

v
- (— ngebr‘a Calc EILher‘TF‘r‘ngDTClean Upﬁ
WL IT+ T =I.ZT-Tann—zU[T. B
[16 3&300.09 3327.78 29735.53 33883}
wlza[1,11+1 z@[il,2]1-l(ann-=z@[1,2]-1i1 »
[17 S5336.7&6 18340.00 31243.33 332033.)p
wlza[1,11+1 z@[il,2]1-l(ann-=z@[1,2]-1i1 »
[18 -2Z7248.74 277.84 322305.50 33033p
a[12 O S556.76 5556.76 1 SS96.TE 55
[18 O 5556.76 277F.84 5556.76 S58334.¢
wafb¥1,5556.76, 5556.76%C1+13]|

FINRMZ ERD RUTO FLUMC 28720

Der Einsatz der in den Lehrbiichern abgeleiteten Formeln fiir die elementweise Erzeu-

gung eines Tilgungsplans ist unter dem Namen ,,rekursiv nicht vorgesehen. Ich moch-

te daher noch zeigen, wie das Problem im Data/Matrix Editor geldst werden konn-

te.

ann sei bereits mit 30 075,76 und i mit 0,045 belegt.

cl: seq(k,k,1,15)

c2: seq(323000-ewrn(ann-323000*i1,k,1,1.05,1),k,1,15)
c4: seq((ann-323000*i)*1+i~(k-1),k,1,15)

c5: seq(ann,k,1,15)
c3: c5-c4

1T FE 5 & FE FEY | _F7
»f—|Flot Setup|Cell [Header|Calc|Util|Stat.
[TIE K ETET Restsch.|Zinsen |Tilgung
=] o] =]

07 A5Y. 2| 14525, 00| 15540, 76
291219, 11138935, 6716240, 09
Zraz4e. 2| 13104, Gal 16970, 90
296513, Fl12341. 1717734, 59
2379810111543, 11]19532. &5
16614, A 107E9. 15[19366. 61
198376, 3|9837. 65 |20238.11
cl=seq{k k.1, 15>

FINfAHZ RAb AUTO FUHC

o Rl SRl
=-J| T e | rd [

Plot Set,up Cell Header‘ l:al-:. LIL11 Stat

[‘T Restsch.|Zinsen |Tilgung |Annuitgt]
o [

=] [=
El 5512697975, 2q A GRS 3005, FE
1a S2031. 96980, F1 (23095, 0S| SA07S. 7ef
11 7897 65941 . 43 24134, 33 30075, 75|
12 [82677. 19[4855.39 [25220. 37| 30075, re|
13 [56321.91|3720.47 [26355. 29|SA07S. 76
14 |287080.63|2534.49 |27541. 27| 30075, 7G
15 [1.00e-§ [1295.13 [28F80.63
Br15c5=30075. 760021071

FINANZ Rl AUTD FUHC

So konnen der Reihe nach die Teilpldne voneinander getrennt erzeugt werden.
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Nostalgie in einer Problemléseschularbeit

Diese Vermessungsaufgabe hat schon Geschichte. Anldsslich einer ,, Problemlose-
schularbeit” im Rahmen unseres ACDCA-Projekts, in dem wir neue Formen der
Leistungsbeurteilung probieren konnten, erinnerte ich mich an eine Aufgabe, die
mir in den friihen 60er-Jahren in der Mittelschule als Hausiibung gegeben worden
war. Ich kramte in meinen alten Dingen — und ich fand das Hausiibungsheft von
Pepi Bohm, 6B, aus dem Jahre 1961.

Das Beispiel schien mir recht geeignet fiir diese Arbeit, die noch dazu als Grup-
penschularbeit angesetzt war. Jeweils drei Schiiler arbeiteten an einer Arbeit. Sie
erhielten dann eine gemeinsame Beurteilung.

Wdéhrend der Arbeit war sehr schon die Arbeitsteilung zu beobachten. Wihrend
ein Gruppenmitglied nach einer groben gemeinsam erstellten Skizze sich an die
mapstabsgetreue Zeichnung machte, begannen die beiden anderen zu rechnen,
wobei sie bei den Dreiecksauflosungen auf eine fertige Black Box zuriick greifen
konnten, und sich nicht mit langwierigen Rechnungen tiber Sinus- und Kosinussatz
herumschlagen mussten, wie ich 1961 (damals natiirlich noch mit Logarithmen-
buch!). Damit waren sie nie vom Ziel ihrer Aufgabenstellung abgelenkt. (Zu dieser
Black Box finden Sie ein weiteres Beispiel und zusdtzliche Bemerkungen im ersten
Band. Die entsprechenden Funktionen sind auf der Diskette fiir TI und DERIVE.

Die Einbeziehung der analytischen Geometrie sorgt fiir die so oft geforderte Ver-
netzung von verschiedenen Teilgebieten der Schulmathematik.

Von einem, unter dem Winkel a = 32,1567° abfallenden Hang sieht man von einem Punkt A
aus einen am gegeniiberliegenden Hang liegenden trigonometrischen Punkt B unter dem
Tiefenwinkel 22,3462°.

Geht man von A 150m talwiérts zum Punkt A’, so kann man B von dort unter dem Tiefen-
winkel 14,5883° anvisieren. A’ ist 125m von der Talsohle T entfernt. Die Seehdhe von B ist

in der Karte mit 982m angegeben.

a) Fertige eine Zeichnung des Sachverhalts in einem geeigneten Maf3stab an und lies vor-
erst die Antworten auf die Fragen b) — d) aus der Zeichnung ab. Dann fiihre die Be-
rechnung durch.

b) Welche Seehohe haben A und A’?

c¢) Welchen Neigungswinkel hat der Gegenhang (jener mit B)?

d) Wie weit von der Talsohle ist B entfernt?

e) Fiihre die Berechnung auch iiber die analytische Geometrie durch.

A
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Losungsvorschlag:

a) Die maBstabsgetreue Zeichnung (hier im Druck etwas verkleinert!)
Frage fiir Schiiler: Welcher MaBstab tritt hier auf?

Ao A, | T 8.
Der Zeichnung kdnnen im Original die folgendéﬁ Werte entnommen werden:
TB =30,5mm = 76m
Z BTB, = Neigungswinkel ~ 14°
hb = 7mm = 18m
ha’~ hb = 19mm = 48m > Seehdhe von A’ ~ 982m + 48m = 1030m

ha —hb = 50,5mm £ 126m > Seehéhe von A ~ 982m + 126m = 1108m

b) -d) Im Dreieck AAA’B kennt man eine Seite AA’ = 150 und die beiden anliegenden
Winkel mit o — toe und 180 — o + ta’. wsw(winkel1,seite3,winke12) liefert als

Ergebnis die Liste [seitel1,winkel13,seite2]. (Mit DERIVE geht es genau so.)

Damit ergibt sich fiir die Strecke A’B, als
dem Winkel 9,8105° gegeniiberliegend, der

= Wsw(D, 8105, 150, 162, 4316) Wert 189,3398.
[189.3398 7.7979 335.4133)

S2 Lo o ld Sos 17.5684  Nun kann das Dreieck ATA’B aufgelost
" =ws(189.3398, 17,5684, 125)

[134.1647 73.6708 28.2665] werden, da man zwei Seiten (A’T und
" 180 - 32,1567 — 134. 1647 13. 6786

W FO.E7 zing13. 67EE) 12.24000 A’B), sowie den von ihnen eingeschlosse-

TRIS DEG AFFRON SEQR B/ T nen Winkel a - ta’ kennt.
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sws (seitel,winkel3,seite2) wird angewendet und liefert bereits die beiden ge-
wiinschten Endergebnisse fiir TB = 79,67m und tiber den £ A’TB = 134,1647° den
Neigungswinkel von TB mit 180° — o — 134,1647° = 13,6786°.

Der Vergleich mit den aus der Zeichnung abgelesenen Werten bestétigt die Ergebnisse.

ngebr‘a Cal-: DLherTPPgnICITClean Upﬁ

L] sus( 18933598 1. o684, T2
[134 1647 7o.6708 28. 2E69]

" 180 - 32,1567 - 134, 1647 13. 6786
BPRLET - sin( 13 EVEE) 12,2400
125 5inl32. 15670 G 529
" ETS - =inl32. 15670 146.3651
mAEZ - 19+ EF 1030, oo
387 - 19+ 146 1189, oaaa
782-19+146
ThI TEiS AFFROY FEG 870

Fiir die Seehdhen braucht man nur mit
rechtwinkligen Dreiecken zu arbeiten und
erhélt der Reihe nach die Absténde zur
Basisgeraden, woraus einfach die Seehohen
fir A und A’ mit 1109m, bzw. 1030m
abgeleitet werden kdnnen.

Fiir die analytische Behandlung setzt man den Ursprung z.B. in den Punkt T und be-
stimmt vorerst die Koordinaten von A und A’. Das geht einfach mit der Vektorrech-
nung, und wenn diese nicht verfiigbar ist, dann schneidet man die Tragergerade mit

zwei Kreisen um T mit den Radien 275 bzw. 125.

B 275 -sinl32.
=32 - 19+ 67
mOg2 - 19+ 146

= dap -32, 15670 and x2+92= 1252, £x
4365296 or %= -105.8245 and u = &6,

TEIS DEG AFFRON SEQ 7AE

mﬁlgebrﬂa Calc. Dt.ﬁer‘TPr‘ngDTClean Upﬁ

4355296 or x = '185 8245 and y= 66 5296
gy - 146,37 = tan( ~22, 34620 [x + 232,811 +
u—1458,3700 = -, 4111 (= + 232, 3100)
By - 66,53 = tan -14.5883) (% + 105.32) + wip
- 66,5300 = -, 2603 ([« + 105, 8200)
B zplueival and vaZ, {z i)

%= P 443? and y=18.8334

solvedval and wa2.{x.u})|

TRIG DEG RFFROY SEQ 1H/HD

Die Punkte A und A’ haben die
Koordinaten A(-232,81/146,37) und
A’(-105,82/66,53).

Die Gleichungen der Visierlinien
durch A und A" heiflen va1 und va2.

D0 detra|c ot ot her Promiofc1emm ue] |
my - 66,53 = tand - 14, 58830 [« + 105, 52) + v
Y - 66,5300 = -, 2603 ([« + 105, 5200)

B zoluelval and walZ, Lx gl
®=7Fr.d4437 and y=18.8334

w |77, 443702 + (12, 53340 2 79, 7OEE

12.8%
ltan‘i[ ??_44] 13,666

tan1C18.83-77.44>

TRl DEG AFFEOY FEQ 1B/H0

Im Schnittpunkt der Geraden va1 und va2 ergibt sich Punkt B mit B(77,44/18,83).

Den Abstand TB und den Neigungswinkel findet man nun leicht.
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Da bleibt mir der Atem weg

Winkelfunktionen und ihre Anwendungen sind ein wesentlicher Bestandteil aller
unserer Lehrpline. Leider werden sie dann zumeist nur fiir Dreiecksauflosungen
verwendet (Vermessungsaufgaben, ....). Man findet sie dann wieder im Zusam-
menhang mit den Ableitungs- und Integrationsregeln, wobei man sich schon mit
einer Begriindung fiir die Notwendigkeit, dies auch mit Winkelfunktionen zu tun,
schwer tut (eventuell notwendig im Zusammenhang mit Extremwertaufgaben,).

Wir konnen aber viele periodische Vorginge des tdglichen Lebens durch Winkel-
funktionen modellieren. Hier wird ein Beispiel gezeigt. Weitere Aufgaben konnen
Sie in einem ACDCA-Skriptum ,, Féicheriibergreifende Anwendungen von Winkel-
Sfunktionen (www.acdca.ac.at) finden. Besonders hinweisen will ich in diesem Zu-
sammenhang auf ein gemeinsam mit Tania Koller ausgearbeitetes Beispiel iiber
die Berechnung von Heizkosten.

Modellieren mit Winkelfunktionen, Interpretationen von Ableitungen und Integra-
len, Arbeiten mit den richtigen physikalischen Dimensionen konnen gemeinsam ei-
ne attraktive Aufgabe ergeben.

Im Rahmen einer Untersuchung wird bei einem Patienten die Atemgeschwindigkeit gemes-
sen. Um ordentliche Ruhedaten zu erhalten, sind erst Daten, die 10 Sekunden nach Untersu-

chungsbeginn gemessen werden, brauchbar. Fiir den ersten kurzen Zeitraum gibt das Messin-

strument die folgenden Daten aus:

Zeitin Sek | 10.0 | 10.5 | 11.0 | 11.5 | 12.0 | 12.5 | 13.0 | 13.5 | 14.0 | 14.5 | 15.0

15.5

Liter/sec | 0.36 | 0.12 | -0.15|-0.33|-0.44 | -0.25|-0.05| 0.28 | 0.43 | 0.33 | 0.15

-0.04

a)

b)

d)

e)

Stelle die Daten graphisch dar. Welcher Funktionstyp wird sich am besten zur Be-
schreibung der Atmungsgeschwindigkeit eignen und warum?

Finde eine geeignete Modellfunktion v(f), ohne ein eventuell vorhandenes Regressi-

onswerkzeug zu beniitzen. Erklédre die Vorgangsweise.
Stelle auch die Abweichungen der Daten vom Modell dar.

Beantworte unter Verwendung der Graphik die folgenden Fragen:
Wie lange dauert ein Atmungszyklus?

Wie oft atmet diese Person durchschnittlich pro Minute?

Welche Bedeutung haben die unterschiedlichen Vorzeichen fiir die Funktionswerte?

Welche Bedeutung haben Nullstellen und Extremwerte des Graphen?

Die Lunge enthilt auch in ausgeatmetem Zustand ca. 1200cm’ Restluft. Wieviel Luft

befindet sich in der Lunge des untersuchten Patienten, wenn er voll eingeatmet hat?

Finde eine Modellfunktion fiir das Luftvolumen L(#) in der Lunge in Abhéngigkeit von

der Zeit t.
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f)  Wie lautet die Ableitung der Atmungsgeschwindigkeitsfunktion und welche Interpreta-
tion kann man ihr verleihen? Welchen Wert hat sie an der Stelle = 11,1sec?
Gib den Wert mit seiner richtigen Dimension an.

Losungsvorschlag:

a) Die Daten werden auf dem 77 in den Data/Matrix Editor eingegeben und als
Streudiagramm dargestellt.

1 FZ Fz F4 FE FEr. F7 1 Fzw Fx (] FE FEr
bl E Flot. Setup|Cell Header|Calc|Util|Stat - E Zoom|Trace |Regraph|Math|Draw| -

DATh [Zeit  [Geschul i
2 fo] =t} [ets] . o o

[=}
. B0A[. 3600 . o o
. SEE|. 1200 ' o
. OO0 -, 1500 i o
. 500 -, 300 i i =
e i o
. S00] -, 2500 . o
. BEE -, 0500 . a

LA 2= = D 2

]6 [~ O N s G 1 ]

i=
[]

KAD AFFROE FURNC ThlG RAD_AFFROE FUHC

Wegen der offensichtlichen Periodizitét und der Lage der Punkte diirfte sich eine trigo-
nometrische Funktion am besten eignen.

b) Das Modell lautet v(t) = a sin(b ¢ + ¢) + d. Dabei sind die Parameter a, b, ¢ und d zu

bestimmen.
. . . . Maximum — Minimum
Die Amplitude a ergibt sich aus . Daher a = 0,435.
2

Eine Periode dauert nach den Datenpunkten etwa 4,5 sec. Daraus ergibt sich die Kreis-

2
frequenz b mit — . Verschiebung in vertikale Richtung gibt es keine, da die Atemge-
4,5

schwindigkeit sinnvoll symmetrisch um 0 pendeln soll. Der geringe Unterschied von

Maximum und Minimum kann vernachldssigt werden.

. 4n
In erster Anndherung lautet der Funktionsterm 0,435 sin—7¢.
9

1 Fzr [EAd Fur FE Fer
- E Alackbra|Calc|Other Pr‘ngElTClean Upﬁ

. 501ue[.435-5in[ 4;‘ 14,5+ .;] = .33, c]

421 - 17,9654 or o =6.2832-Bhl - 19,3846

, l.435-sin[L;-x—18.1]+gl(x) Done
‘wcild. SO00 yct . 3300 A3 ¥sinC4¥n P x—18 .1 w0l (D
TEIG EAD AFFROR FUMLC TEIG FAD AFFROR FUWC /40

Fiir die noch erforderliche horizontale Verschiebung wéhlt man einen Datenpunkt und
legt die Kurve durch diesen Punkt oder man findet den Verschiebungswert mit Hilfe
des Cursors in der Graphik.
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c)

Der Wert -17.97 fiir ¢ wird hén-
disch noch ein wenig nachgebes-

sert und ¢ = -18,1 scheint recht

gut zu passen.

Man konnte die Verschiebung

THE FAl AFERIE FUHC auch tiber Trace ablesen .....

1 FZ FE &l FE FEY | _F7 1 Fiv i
- E Plot. Setup|Cell|Header|Calc|Util [Stat. - E Zaom Tr‘ac.e Regr‘aph Mat.hOraw|+ /
DAt |7eit  |Geschwllodel 1IFehler i

=51 =] [t [ets] X
1 o, 000, 3500 . 3650 |, Q050
2 0500l 1200 | 1276 | BE7FS -
3 1000 -, 1506 -, 1696] -, 8194 i »
4 1,300 -, Z3E -, 3374] -, 0574 i T '
=1 2. 000 -, 4400 -, 42390, 0161 i
& 2,500 - 2500 -, 2e21] - 8121 -
T 5. 000 -, 0500, 0224 ], 8724 -
cd=c3-
TRIG FAD_AFFROY FUNEC TG FAD AFFROR FUNEC

Entweder tibertragen die Schiiler die Tabelle der Abweichungen oder das Diagramm in

ihre Dokumentation.

Auf dem T1-89/T1-92+/Voyage200 gibt es auch die trigonometrische Regression und es
ist fiir den Lehrer reizvoll, das damit erreichte Modell mit dem so elementar ermittelten
zu vergleichen. Das Ergebnis ist nicht wesentlich besser. DERIVE verfiigt tiber keine

implementierte trigonometrische Regression!"".

"DERIVE

1 Fzr FE FE* 7
- E Zoom Tra-:e Regr‘aph Math|Draw|-

15 'm 16

ThlG RAD_AFFROE FUHC

Ein Zyklus dauert 4,5 Sekunden. Diese Person hat in der Minute etwas mehr als

13 Atmungszyklen.
Das positive Vorzeichen steht fiir Einatmen, das negative fiir Ausatmen.

Die Schnittpunkte mit der x-Achse geben die Zeitpunkte an, in denen der Wechsel
zwischen Ein- und Ausatmen geschieht.

Zu den Zeitpunkten der Maxima wird am heftigsten eingeatmet, bei den Minima am

raschesten ausgeatmet.

[ MacDonald Phillips programmierte den Marquardt-L evenberg-Algorithmus und er wurde im

DERIVE & TI1-92 Newsletter #46 publiziert.
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d)

Das insgesamt eingeatmete Luftvolumen erhélt man {iber die Integration iiber jene
halbe Periode, die im Einatmungsbereich liegt. Zwei Nullstellen konnen im Grafikfen-
ster ermittelt werden: ¢, = 12,96 und ¢, = 15,21.

Es werden ca. 0,62 Liter eingeatmet (und dannn auch wieder ausgeatmet).

L(?) ist das unbestimmte Integral der Geschwindigkeitsfunktion, bei der noch die richti-
ge Integrationskonstante ermittelt werden muss. Eine mogliche Bedingung wire
L(t=12,96) = 1,2. (Wenn mit dem Einatmen begonnen wird, dann ist gerade noch das
Restvolumen 1,2 Liter in der Lunge vorhanden.)

Die nichsten Abbildungen zeigen die Vorgangsweise.

Im rechten Bild ist die Luftvolumsfunktion gezeichnet. Der Cursor steht genau im
Zeitpunkt, zu dem der Einatmungsprozess beendet ist. Nun ist am meisten Luft in der
Lunge: 1,2 Liter und die zugeatmeten 0,62 Liter.

Fi ]’ Fer ]’ 5 T ad T FE T FE™ T ] 1 L & FEx | FE™ [F7
- E AlaebralCalc|0ther |PramI0Clean Up - E Zoom |Trace |Rearaph|Math|Draw |-
T = 1 :

15.21 :
.J12-96 Ql0t)dt L6231 M
=igltdt = 1.2t = 12,96 -

o - . 3115=1.2000

Brgldeddx +1.5115 % g2 Done
20 .-"'_"'-.,_\ f,-f'_"‘\-...\
1.5115 - .3115-cos(1. 3963 = — 18, 100a) Emaximumv \\J
2 CxD xcil0. 7132 ucil. 8230
TERI'a KAD AFFRON FUMC BA40 TERI'a RRD AFFROR FUMC

1 Fzr [EAd Fur FE Fer
- E Alackbra|Calc|Other Pr‘ngElTClean Upﬁ
mrgl(tidt =12t = 12,96
- .3115 = 1, 2000

Wenn Schiiler das Wesen des
Integrals verstanden haben, dann

Brglisddx+ 1.59115 * 9200 Dot
R .. i L . U200
konnen Sie die ,,Flachenfunktion 1.5115 - .3115 cost 1. 3963 % — 18, 106E)
sofort hinschreiben. ] ﬁz g YEIAL +1.2

1.5115 - . 3115 cosC 1. 3963 - — 18, 1006)
SOl CEd t,12.96,.x2+1 2]
TEIG

ERD AFFROY FUNC 74

Die Luftvolumenfunktion lautet: L(¢) = -0,3115 cos (1,3963 ¢— 18,1) + 1,5115.

Die Ableitung der Atmungsgeschwindigkeitsfunktion lautet:
v’(t) = 0,6074 cos(1,3963 ¢t —18.1).
Sie beschreibt die Beschleunigung (Verzogerung) beim Atmen.

v’(11,1) =— 0,52 Liter/sec’. Der Atmungsprozess verlangsamt sich.
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Eine diskrete Aufgabe mit einer stetigen Verteilung

Die wichtigste stetige Verteilung ist die Normalverteilung, die traditionellerweise
mit den Tabellen behandelt wurde. Skizzen mit Glockenkurve und entsprechender
Fléiche unter dem Graphen dienten dem Verstindis. Die tatsdchliche Integration
konnte nicht durchgefiihrt werden.

Andere stetige Verteilungen dienten als ,,Spielwiese * fiir eine — mehr oder weniger
— sinnvolle Anwendung des Integrierens. Heute kann auch die zugehérige graphi-
sche Darstellung einen wesentlichen Teil der Aufgaben ausmachen. Komplexe
Rechnungen werden dem ,, Rechenknech “t iiberlassen.

Der Graph der Dichtefunktion f{X) einer Zufallsvariablen X ist fiir 2 < X < 6 eine Parabel.
AuBerhalb dieses Intervalls kann die Zufallsvariable keinen Wert annehmen. Auflerdem gilt
SX=2)=0,05und flX=06)=0,1.

a)  Wie lautet die Dichtefunktion?
Welche Eigenschaften muss eine Funktion aufweisen, dass sie als Dichtefunktion
geeignet ist? Zeige, dass f{X) diese Eigenschaften aufweist.

b) Wie lautet die Verteilungsfunktion F(x)?

¢) Skizziere die Graphen von f{X) und F(x).

d) Wo liegt der ,,wahrscheinlichste” Wert? Welche Bedeutung hat er fiir F(x)?

e) Wie grof} sind Mittelwert und Varianz?

f)  Zeige die Giiltigkeit des Verschiebungssatzes.

g) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X bei einem Zufalls-
experiment einen Wert zwischen 3 und 4,5 annimmt.

h)  Fiir welchen Wert u gilt, dass p(X > u) = 75%?

Losungsvorschlag:

a) Die gesuchte Parabel muss die geforderten Funktionswerte annehmen und auf3erdem im

Definitionsbereich mit der x-Achse den Flacheninhalt 1 bilden.

Die Gleichungen konnen einzeln aufgestellt werden und das entstehende Gleichungssy-
stem wird dann auf eine bekannte Weise gelost (z.B. mit rref(..)). Ab dem 77-92+
oder mit DERIVE kann man sich das sparen, weil Systeme mit mehreren Variablen —
nicht nur lineare — direkt gelost werden konnen (siehe Bild auf der néchsten Seite bzw.
Diskette).

Alle Gleichungen werden in der entsprechenden Syntax eingegeben und das System
kann ,,auf Knopfdruck* geldst werden.
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P dibra ST ot e Prae I0|C1 ey Up Die Dichtefunktion darf fir 2 < X< 6
2 keine negativen Funktionswerte anneh-
B wS+h - xwtod =) Oaone . .
‘ool [r(zy 55 and #(6) = .1 and JE, o men. Es handelt sich um eine nach unten
solue = an = . ar s . .
o1 2 offene Parabel durch die beiden Rand-
3= "ggg and b=43780 and o= 61750 punkte. Daher ist diese Forderung erfiillt.
" 322.; % + 43780 % - 6180 % 00 Dohe AuBerdem muss die Fliche mit der
wand FCFG, %2, 62=1.{a.b.c3) x-Achse den Wert 1 annehmen.
HMAIN EAD EXACT FUMC /30
21, 43 61
o . -—x +—x—-— fir 2€X<6
Die Dichtefunktion lautet: f(X)=9 320 80 80
0 sonst
Die Dichtefunktion wird spéter gemeinsam mit der Verteilungsfunktion als abschnitts-
weise definierte Funktion in den Funktioneneditor geschrieben. Vorher wird die Vertei-
lungsfunktion F(x) = p(X < x) bestimmt.
< e2|n1 Sebralcals other [Prantolclean Up < A1 sebra|cat [other [Frano|clean Up
21 o W OFRCZY PRCB)D w13
u c®E + 4380 — 6180+ £ Dore| QP22 and 236
339 0. elee + ) Date
o ¥ pctadt + prca o B.x42
,[2 b ane .{ ot 26 . ERNa e Dot
e '?-x3+43-x2_61-x+5/8 1,else 1Else
L) 370 160 =y ® OFE 4 il Dore
W OFFCZ)  FROEDD 813 P S U0 Done
LFfC20 . FECBIY uf G wgd (aed
MAIN EAD EXACT FUMC B/20 MAIN RRD EXACT FUMC 1020
0 fir x<0
, , , 7x 43x° 6lx 5
b) Die Verteilungsfunktion lautet: F(x)=q—-——+ -—+— fir2<x<6
320 160 80 8
1 flir x > 6
¢)

1 L FEx | FET
- E Zoom|Trace Regr‘aph Mat.h|Draw|- f H

HMAIN EAD EXACT FUNC HMAIN RRD EXACT FUNC

Der Graph der Dichtefunktion im linken Bild ist nicht befriedigend und wenn er so von
Schiilern abgezeichnet wird, dann ist das sicher nicht in Ordnung. Auflerdem gehort
aufs Papier eine ordentliche Skalierung dazu. Der 77 zeigt die Sprungstellen bei x = 2,
und x = 6 so nicht an, weil automatisch eine Verbindung vom jeweils letzten Bildpunkt
des vorhergehenden Teiles zum er-

sten Pixel des folgenden Teiles ge- - Efw}é:;f‘x 2125:”'2* HEB 4 upisa Dome
zeichnet wird. Da hilft ein Trick: Len(x22 and x<6,fCx, undef d+d.

HMAIN FAD EXACT FUHC 11430
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d)

2
h)

Der ,,wahrscheinlichste® Wert ist nur von theoretischer Bedeutung. Er ist das Argument
des Maximums der Dichtefunktion. Dieses liegt bei x = 86/21 =~ 4,095. Dort hat die
Verteilungsfunktion ihre groite Zunahme — ihre steilste Stelle — den Wendepunkt.

Der Mittel- oder Erwartungswert E(x) ist 61/15 und die Varianz V(x) = 43/45.

A1 aebralalc other [Pramiofo1ebn Up
. zer‘os[%{l’(x)), x] £4.09523
& )
'szx'”xmx 81713 ) Verschiebungssatz:
-Ig[xz-rcx)]dx -(61-15)% 43045
-IE'[(x— &1-15)% - F | dx 47045 43
TCGERIZIE 2R GO0 2.6 v = £(x ) - (E) = E(x - B = -

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 47,7%

F(u)=0,75.

Die Gleichung kann analytisch oder graphisch gelost werden. Graphisch lassen sich
auch die 75% dargestellen.

EVe] [ I I '[ ] 1 Fer | F3 FEv | FET

- :[— ngebra Calc, DU"IE'I“ PI"‘QNIU Clean Up - E Zoom|Trace Regr‘aph Math|Draw|- f

TS FOOT - TE1TE) FEL
-Iz[(x—m/wj PO 43,45
Bofd S — 30 AT
II;'EF(x)dx AT

Il
® hSalveluf(u) = .75, urfu > 2 4, 5402 Il !”IH|||||||”||”|”|” ‘
TF 0 de=, T

RN FAD ERACT FUNC 18730 AN FRD EZACT FUNC

Es lieBe sich noch eine interessante Frage stellen, die nun mit CAS-Unterstlitzung
schon zu l6sen ist: fX=2) = 0,05+¢ und f{X=6) = 0,1+¢. Welches Intervall ist fiir €
moglich, sodass eine sinnvolle Dichtefunktion definiert ist.

Antwort: -0,05 < & < (V897+51)/120. Fiir £ = 7/40 ist die Dichtefunktion linear.

1 FE FE
E 3 EH -s*Pr‘ngEIIZ:i o s-s*TF‘r‘ngD]:ZZE
LIEE +h x+c->f‘(x) Dore, =0 T
lsolue[F(2)=.85+s and fie)=.1+z and p ‘] _2.[2-]2-[599-52—519-2+?1]+'
3[40z - 7) 240 -43) orEE 40z -7
a =T and b =T ar
weoluelcon £ 2 -510-2 + 71 =0, <)
w2 248243 MO -6l L _[FF7 451 _ -EEE-s1)
L] 20 = 130 or £ = 170
FIRIN FAD ERRCT FONC 5726 AN TR ERALT FUNC_ 402k
1 Fzw [EAd Fur FE Fer
- E Alackbra|Calc|Other Pr‘ngElTClean Upﬁ
wreco e = EEAEL, e Do
mrzxn |z = (18?28 51) + S Dare
® zetos{gd0xl, ®) {39666
-2 [[F57 +
B rapras{dSlx, K {w}
zerosCyb O  x) TF Qe L, O
HRAIN RAD EHACT FIONC 26030 AN FiAD ERALT FINE
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Zentraler Grenzwertsatz, Simulation und ....

An der ésterreichischen Handelsakademie bildet die Wahrscheinlichkeitsrechnung
einen Schwerpunkt im M-Unterricht der Abschlussklasse. Neben den diskreten
Verteilungen wird vor allem die Arbeit mit der Normalverteilung behandelt. Der
Gebrauch der Tabellen ist bei Verwendung eines mdchtigen Werkzeugs tiberfliissig
geworden. Da der der Umgang mit Tabellen im allgemeinen eine wichtige Fertig-
keit ist, habe ich das in kleinem Rahmen auch noch immer im Unterricht durchge-
fiihrt und auch abgefragt..

Im Rahmen der Matura habe ich aber gerne darauf verzichtet, obgleich meine
Schiiler ,,nur* mit dem gewdhnlichen TI ausgestattet waren und daher fiir die
., Umkehraufgaben* entweder sehr lange Rechenzeiten in Kauf nehmen mussten
oder sich mit numerischen Methoden zu helfen wussten, wie Sie es hier demon-
striert bekommen. Die neue Generation der Rechner verfiigt mit dem Statistik-
Werkzeug und dem Numeric Solver iiber hervorragende Hilfsmittel, um die Rech-
nerei komplett in den Hintergrund zu riicken und dafiir die Aufgabenstellung wirk-
lich zum Thema zu machen.

Daher kénnen jetzt auch Aufgaben wie die Simulation eines Zufallsprozesses
schoén in eine Priifungsarbeit eingebaut werden, wobei auf eine ordentliche Doku-
mentation der Vorgangsweise Wert zu legen ist. Die Art der Dokumentation wird
mit den Schiilern vereinbart und geiibt. Natiirlich muss auch ein Trick, wie etwa
hier die Filterung von Ergebnissen in Teilaufgabe c), bekannt sein.

Das Programm einer Firma beinhaltet u.a. die drei Produkte A, B und C. Die durchschnittli-
chen monatlichen Absatzmengen der Artikel pro Filiale sind 520, 180 und 75,3 Stiick mit
den zugehdrigen Varianzen 80, 150 und 60. Die ,,Selling Numbers* folgen etwa einer Nor-
malverteilung. (Annahme, dass sich alle Filialen etwa gleich verhalten.)

a)  Wie groB} ist die Wahrscheinlichkeit, dass im ndchsten Monat die Verkaufszzahl von A
und B in einer Filiale gemeinsam iiber 720 Stiick liegt?

b)  Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Absatz von A aus drei Filialen zusammen
nicht iiber 1550 Stiick liegt?

c) Fiihre fiir Frage b) eine Simulation mit insgesamt 120 Probeldufen durch und verglei-
che das Ergebnis der Simulation mit dem theoretischen Ergebnis. Dokumentiere die
Vorgangsweise ausreichend und nachvollziehbar.

d) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Filiale in einem Monat mehr als
dreimal so viele Artikel von A als von B verkauft werden.

e) Innerhalb welcher Grenzen liegt mit 95%-Sicherheit der Jahresabsatz von C in einer
bestimmeten Filiale? Mache eine geeignete Probe.

f) A wird um 1,80€ und B um 2,50€ verkauft. Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt der
Umsatz einer Filiale fiir diese beiden Artikel zwischen 1300€ und 1400€?
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g) Der Stiickpreis fiir C liegt bei 5,20€. Welcher Erlos fiir C wird in einer Filiale nur in
5% aller Monate iiberschritten?

h) Eine ldngere Werbeaktion soll die Verkaufsziffern fiir C heben. Nach 6 Monaten ergab
sich fiir die insgesamt 11 Filialen eine Erhohung des Absatzes um durchschnittlich
1,5 Stiick/Monat. Der Leiter der Werbeabteilung reklamiert diese Absatzerhéhung als
Erfolg seiner Kampagne. Kann ihm bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% zuge-
stimmt werden?

Losungsvorschlag:

Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt fiir Linearkombinationen von normalverteilten Zu-
fallsvariablen X, X, ...., X mit den Mittelwerten py, Wy, ..., 1, und den Standardabweichun-

gen Gy, Gy, ..., Oy

Die neue Zufallsvariable U=+ a; X, * a, X; £ ... £ a, X, * a,. ist auch normalverteilt mit dem
Mittelwert + a; £ a1y £ ... £ a, 1y £ ap und der Varianz a’ ol +a’ 6+ ... +a’ o,
Die Konstante a, hat auf die Varianz keinen Einfluss.

Zufallsvariable 4: a = 520, 65> = 80
Zufallsvariable B: g = 180, og* = 150
Zufallsvariable C: e =753, 6> = 60

a) pA+B>720)="?
neue Zufallsvariable U= A4 + B mit py = 520 + 180 = 700, GU2 =80+ 150 =230.
p(U>720)=1—F(720).

Am TI-89/92+/Voyage200 kann die Verteilungsfunktion der Normalverteilung iiber den
CATALOG und F3 aufgerufen werden, wenn man die empfehlenswerte und kostenlose
Statistik-Flash-Applikation auf dem Rechner hat.

;1 CATALOG j
Fi, | [E] F4 .
[] HelpTBu1 1L—1nTFlash Apps |User-Defined X 20,
Logisticd ...TIStat [ 936
E-tInt( ....T b 2
LE_tTest{ ...T W — ML
Medfed] ... » 1 - 1/2-[—] »
a]| HE_Int: ... N . & - 2 3 Aufimu
ME_Tests{ . o-J2-m la
Mul%Reg( . o Done
L= L
. ’ﬂgmﬁdﬁ .-.-TIStat e =1 — w70, [Z30, 0, 7200 L0935
n [N § w~ormcdf 0. VP6.8.75.3, JC6O/662D
LOMFCaard HAIN FhD AUTO FUNC 12712

Beim ,,gewohnlichen 77-92 muss man die Verteilungsfunktion vordefinieren und kann
dann mit ihr arbeiten. Allerdings treten da deutlich lingere Rechenzeiten auf.

Mit der Flash-Applikation kann auch direkt gearbeitet werden. Unter F5, Distr findet
sich mit Normal Cdf auch die Verteilungsfunktion der Normalverteilung.
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- 1 :orr.:wﬂ Fd.F...‘
Mormal Cdf... Cof =096 0 ==
bgﬁg: 3:%32 EE_ lﬂgwug?l =rao
nt FO0 " =700
ot I (za07 e =[ (2303
(Enter=0E__» ¢ ESC=CAMCEL)
| [ | [ | [ [ [
listl=4{> list1=4{2
TYFE + [EMTERI=OK AMD [ESCI=CAMCEL HMAIN RRD AUTO FUMC i/ B
Wie sieht das aber in DERIVE aus?
Aus der DERIVE-Hilfe:
NORMAL (z, m, s) ist die Verteilungsfunktion fir die Nor-
malvereilung an der Stelle z mit dem Mittelwert m und der
Standardabweichung s. Die Standardwerte fiir m und s sind
0 und 1. Damit wird NORMAL (z) aquivalent zur Verteilungs-
funktion der normierten Normalverteilung.
Daher
1 - NORMAL (720, 700, <230) = 0.0936245
Die Wahrscheinlichkeit ist 9,36%.
b) pA+A4+A4A<L1550)="?
Es ist zu beachten, dass hier 4 + 4 + 4 # 34 . Es ist ndmlich nicht der dreifache Absatz
einer Filiale sondern die Summe aus den Absatzziffern von drei verschiedenen Filialen
gemeint. Das wirkt sich auf die Varianz aus.
neue Zufallsvariable U= A, + A, + 43 mit py = 520 + 520 + 520 = 1560,
oy’ = 80 + 80 + 80 = 240.
p(0< UL 1550)="?
Die Antwort lautet: 25,93%.
NORMAL{155A, 1568, J24Q) = A.259302
NMORMAL<1550,. 1%68,. J248@) — NORMAL{A,. 1%68, J248) = A.25923682
¢) Zur Simulation bendtigt man zuerst die Moglichkeit, tiberhaupt (u,5)-normalverteilte

Zufallszahlen zu erzeugen. Alle géngigen CAS konnen das. Dann sind diese Zufalls-
zahlen sinnvollerweise auf Ganze zu runden, und anschlieBend eine Folge der Summe
von jeweils drei derartigen Zufallszahlen zu erzeugen.
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Fi T G T [ T 5 T TE T i ]’ ] T Fov Faw | Fiv [ [
- E Alaebra|Calc|0ther|Pram]0|Clean Up - E AlgebralCalc EILher‘TF‘r‘ngDTClean Upﬁ
u randiornl 528, JEE) + i a) Do : EE :; +ula) + uia) 1;;: EE
. S14. 15 .
.:E:; 532,62 Bl +wlal +ula) 1547, 0E
muca) 505, 7 Boayqlulal+uwial+wlal, k, 1, 1200+ =iml
- £1596.00  1586.00 13&63.00 15&85.00 p
® flaorl randHars[ 520, J3E1 + .50+ wla)  meanisinl) 1559, 11
Dane| : )
) Sa9. oo ®=tdlewisiml) 15.51
n .(.r :‘:v| S | }1(224';'3) 15.49
via
HAIN RAD ERACT FONC 30750 MAIN FAD ERALT FUNL 21731
ngebra Cole|other Pr‘ngElTClean Upﬁ Vergleichen Sie bitte ,,auller Konkur-
" staDaucsinh 1.5 renz die Ergebnisse fiir das Dreifa-
= [0 15. 49 ) S
msear3uia), ky 1, 1200+ sin2l che eines Filialumsatzes.
£1575.080  1581.00  1497.00  1608.00 p
® mesnl sin2l) 1563.45 Das Mittel bleibt gleich, aber die
B stdlew=sin2]) 26.01 X X
=3-[30 26,53 Varianz ist das Neunfache!!
IxJCBOY
HAIN FAD ERRCT FONC 30030

Nun soll aber der Anteil jener Filialen her- = T =
_ J st al- ot ot er Pram 0|1 mm up] |
ausgefiltert werden, in denen der Absatz ® stdDevisinZD) 2¢.01
. . = 3-[50 26.83
hochstens 1550 Stiick ausmacht. oo LEINTAZ IS0 o) o 1ia
) ) . 08 8 B 8 8 1L 8 88 0 Op
Das sind hier 27,50%, gegeniiber den theo-  |= zum¢ja_1iste 33
. . 33
retischen 25,9% von vorhin. M 27.50
331201004
MAIN EAD EXACT FUMC 020

Sehen Sie im folgenden eine mdgliche DERIVE-Durchfiihrung.

Die Listen werden mit dem méchtigen VECTOR-Befehl erzeugt. Das Filtern der ge-
wiinschten Ergebnisse erfolgt iiber SELECT einfacher wie auf dem 77. Auerdem las-

sen sich natiirlich leichter langere Testldufe durchfiihren.

f£fill := UVECTOR{FLOOR{RANDOM_NORMAL{.88. 528) + 8.5}, k. 1. 128}
£il2 := UVECTOR{FLOOR{RANDOM_NORMAL{.88. 528) + 8.5}, k. 1. 128}
£il3 := UVECTOR{FLOOR{RANDOM_NORMAL{.J88, 528} + 8.5}, k. 1. 128}
alle := fill + fil2 + fil3

DIM{SELECT{v £ 1558, w. alle}} =

DIM{SELECT{v £ 1558, v, alle}}

188 = 25
128
DIM{SELECT{v £ 1558, v, alle}}
188 = 23.3333
128
DIM{SELECT{v £ 1558, v, alle}}
188 = 29.1666
128
DIM{SELECT{v £ 1558, v, alle}}
188 = 34.1666
128
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d)

Als Mittelwerte und Standardabweichungen ergeben sich:

Zuerst fiir die Summe der 3 Filialwerte AVERAGE{alle) = 1568.3
und dann STDEVU{alle)} = 14.5999
AUERAGE(3 fill) = 1562.8
STDEU{3 filil) = 28_1626

fiir den dreifachen Wert einer Filiale.

(Vergleiche Mittelwert und Standardabweichung!)

Das Ergebnis fiir 1200 Simulationen ergibt hier 26,5%.

DIM{SELECT{v £ 1558, v, alle}}
1208

188 = 26.5

p(4>3B)=p(4—-3B>0)="?
U=A4-3 Bmit uy =520 -540 = — 20, o> = 80 + 9 x 150 = 1430.
p(U> 0)=29,84%

J=Cy+ Cy+ ...... + Cpp; Mittelwert fiir J = 12 pc = 903,6 und ;> = 720.
p(uc—e<J<pc—g) =095

Welchen Wert hat €?
i st afc ot ot Fran 1a]c1 e ue| |
L TS TI=STES B Ehade Mormal..
-%-ma zr.sm - Lower Usalue: DO3.6-52.8 [
i Upper Ualue: [@3.6+52.6
= tistat.norncdf(@, », -20, [1438) . 2984 we 05 E
= dat o rormcdfCu, O, ML 510 F uf(uL o, MU, 510 L H T P2 ]
Done Auto-scalet YES+
= hSolueluf(903.6 - £, 903.6 + ¢, 903.6, [TZk (Enter=0E__» C(ESC=CANCELD
52.5913 I i I i 1
LB+E 703 .6 JC72003=_95 3120 listi={>
HiIN EAD EXACT FUMC 30,/230 HiIN RfD EXACT FUHC 1’6
] YN SSLETN STRLATN Wi e e R Diese Art von Rechnungen kann am
gewohnlichen 77-92 recht lange dauern
und fallweise tiberhaupt fehlschlagen.
Nullstellensuche einer entsprechenden
= 5 Funktion oder das Arbeiten mit der Ta-
Freas.
low=g51. 500 =355, 200 : : :
e T T a———— belle sind ein guter Ausweg (siche Auf-

gabe g)).
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f) U=1,84+25B8;p(1300< U< 1400)=?
ny= 1,8 x520+2,5x180 = 1386
o= 1,82 x 80 +2,5% x 150 = 1196,7

Die Wabhrscheilichkeit ist 65,07%.
(In der letzten Zeile fiir den 77-92 wurde mit
der vordefinierten Funktion vf () gearbeitet.)

g) E=520xC;p(E=2x)=0,2
U= 5,2x753 =391,5
ol =52 x60=1622,7

61

- (— ngebr‘a Calvc, DEHEPTPP;SNIDTCIEF;; Upﬁ

® tistat. normcdf(B, », -20, [1430) . 298

B yeat.normcdfiu, o, MU, 210 F Fiu, o, mu, 51

Diorne

B Solueluf(903.6 - ¢, 903.6 + £, 903,56, [F2)p

52,5913

® s 1386, [TI96.7, 1300, 1400) « 507

muf(1300, 1400, 1386, [T196.7) . E507)
uf (1300, 1499 1386 JC1196.722

HMilW FUHC 0,30

k1 ot a|c ot ot her FranI olc1emn Us| |

mufl(1300, 1400, 1386, [T196.7) . B507
mmSoluelufix, @, 5391.5, [TEZZ2.4) = . 2, =] | xp
425, 3997

mpSoluel (3915, [TEZZ. 4, u, @)= .2, ul p
Error: Break

®raf(391. 5, JTEZ2 4, 0, #) — L2 + 20
Dlotne,

91 L. T622 4% s, w03—_ 232 (x|

FRD AFFREOY FUHC =0/30

Der Erl6s von ca. 425.4 wird mit einer Wahrscheinlichkeit von 20% tibertroffen.

Die beiden Bilder zeigen die Suche nach x tiber eine Tabelle, bzw. iiber den Graphen

bei der die Funktion y2 (x) verwendet wird.

76, 06|, 0396
T W]
4%, ol -, B17E
x=400.

Ruestionable accuracy

Wieder ein Blick zu DERIVE:

1 — NORMAL{x. 371.5, J1622. 4} =

HSOLUE{1 — HOBMAL{x. 391.5. <1622,

» = 425.395

17 Fzw FEw FE™

- e |Zi0r Tr‘ac.e Regr‘aph Mat.hOraw|+

—

[ xcfd425. 6303 yc!n. 0E00

MalW FRD AFFREOY FUMC

4y = 8.2, x. 398, od8}

h) Die Nullhypothese H, lautet: Mo < 75,3

Die Alternativhypothese H, lautet: Mo > 75,3

n=11x6=66

Die Arbeit mit der Statistik-Applikation fiir die Flash-Rechner fallt - nach Formulie-

rung der Hypothesen aus dem Problem heraus - sehr leicht.
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s
Alternate Hup:
Results:

3

o opd
Calculate+

Enter=0K > (ESC=CAHCEL}

listl=<{>

UZE % AMD # TO OFEM CHOICES

Enter=0K

I
listi=4{>
TG

ERD AFFROY FUNC 1/ 86

Wegen P Value > 5% kann Hy nicht verworfen werden, dh. dass der Erfolg nicht stati-
stisch gesichert dem Werbemanager zugesprochen werden kann. Mit 5,78% Wahr-
scheinlichkeit kann der Mittelwert auch zufallig {iber 76,8 ME liegen.

Der schon auf Seite 51 zitierte MacDonald Phillips schrieb eine komplette Behandlungs-

routine fiir alle gingigen Hypothesentests. Diese Datei wird im DERIVE Newsletter
demnéchst verdffentlicht. Sehen Sie zum Abschluss, wie DERIVE — kundig program-

miert — die Hypothese beurteilt (auch auf Diskette).

Zlest{p > 75.3, 76.8.
Ho:
Ha:
whar:
gxhar:
N:
Zxhar:
Zoe:
P{Z):
o

P({Type II Error}):

Conclusion:

ZTestPlot{p > 75.3, V6.8,

J6H,. 66}
ne 73
n> 7.3
76.8
A.953462589245592
66
1.57321329225522
1.64485362693885
A.8578347215637987
a.a85
A.528555937918734
Do Mot Reject Ho
JeB,. B6)

Dazu gibt es noch die graphische Darstellung der Dichtefunktion, des kritischen Breeichs
und der Position des entsprechenden z-Werts. Hier liegt der z-Wert aul3erhalb des kritischen

Bereichs, daher kann Hy nicht verworfen werden. (Bei o = 1% sieht die Sache bereits anders

aus!)
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Wichtige und hilfreiche Funktionen

End- und Barwert eines Kapitals kap nach zeit in Jahren beim Aufzin-
sungsfaktor r und zp Zinsperioden / Jahr.

zelit_-zp
ewl{kap, zeit_, »_, =p) = kap-»_

kap

bu{kap. zeit_. »_. zZp} =
zelit_-zp
»

End- und Barwertformeln fiir vor- und nachschissige Renten.
Rentenbetrag rente

Anzahl der Zahlungen anzahl

Rentenperioden/Jahr rp

Zinsperioden/Jahr zp

Aufzinsungsfaktor (fur die jeweilige Zinsperiode!) r

— zp-anzahl/rp
rente - {r_ - 1)

burv{rente, anzahl. rp, r_. =p} ==
- Zp/rp
r _

burv{rente, anzahl, rp,. »_, =p)

burn{rente. anzahl. rp, »_. =2p} ==
Zpsrp
B_
anzahl -zp-/rp
burv{rente,. anzahl, rp. r_. Zp)} -r_

ewrv{rente, anzahl. rp, r_. zp) :

anzahl -zpsrp
ewrn{rente, anzahl, »p, »_. 2p)} = burn{rente, anzahl, ¥p, ¥»_. =p) -r_

Kapitalwertformel

Zahlungsliste zl_ (als Vektor [ ] in DERIVE, bzw. als Liste beim Tl {})
Falligkeitsliste fl_ (als Vektor [ ] in DERIVE, bzw. als Liste beim TI {})
Aufzinsungsfaktor r_

z1_
DIMézl_} i

i=1 f1_

kapw{=zl_, f1_. »_}) ==

Fir die trigonometrischen Funktionen benutzen Sie bitte die entsprechenden
Dateien auf der Diskette.

SSS(sl,s2,s3) =2 [wl,w2,w3]
SWS (s1,w3,s2) = [wl,s3,w2]
WSW(wl,s3,w2] =2 [sl,w3,s2]
SSW(sl,s2,wl) 2> [w2,w3,s3]
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