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Grenzwert einer Folge

fur GeoGebraCAS

Letzte Anderung: 29/ Marz 2011

1 Uberblick

1.1 Zusammenfassung

Innerhalb von zwei Unterrichtseinheiten sollen die Schuiler/innen zwei
Arbeitsblatter mit GeoGebra erstellen, die das Verhalten von Folgen
visualisieren, und die Eigenschaften von 10 Folgen hinsichtlich
Konvergenz untersuchen.

1.2 Kurzinformation

Schulstufe 10. Schulstufe

Geschatzte Dauer 2 Unterrichtseinheiten

sieche Anhang:
Verwendete Materialien Arbeitsanleitung 1, Arbeitsanleitung 2,
Aufgabenstellung, Lésungen

Technische Voraussetzungen GeoGebraCAS, Java

Schlagworter Mathematik Folgen, Grenzwert, Limes, e-Umgebung
Schlagworter GeoGebraCAS Grenzwert/Limit

Avutor/in Andreas Lindner

Download von Zusatzmaterialien

1.3 Vorwissen der Lernenden

Mathematisches Vorwissen » Explizite Darstellung einer Folge
» Eigenschaften von Folgen

+ ¢Umgebung

» Begriffe Konvergenz, Divergenz
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Technisches Vorwissen e« Grundlegende Fertigkeiten in der
Bedienung von GeoGebra

1.4 Lerninhalte und Lernziele

Lehrinhalt Lernziel

Schuler/innen sollen Zahlenfolgen
eindimensional auf der Zahlengeraden und
zweidimensional im Koordinatensystem
darstellen kbnnen und die Analogie zu
Funktionen erkl@ren kénnen.

Explizites Darstellen von
Folgen

Schdler/innen sollen erkennen, ob und ab
welchem Index k sich die Folgenglieder
einem Grenzwert ndhern.

Untersuchen von Folgen auf
Konvergenz

Schuler/innen sollen aus der grafischen
Darstellung einer Folge erkennen kénnen, ob
sie konvergiert, und eine Formulierung for
den Grenzwert einer Folge angeben kénnen.

Intuitives Erfassen und
Definieren des Begriffes
Grenzwert

1.5 Lernzielkontrolle

Eine Moglichkeit zu Uberprufen, ob die Lernenden die Lernziele erreicht
haben, ist die Abgabe und das Uberprifung der ausgeflliten
Aufgabenstellungen.

Weiters kann in der ndchsten Unterrichtseinheit eine schriftliche

Lernzielkontrolle (sieche Anhang) erfolgen.

2 Vorbereitung der Lehrenden

2.1 Vorbereitung des Unterrichts

Vor Beginn der beiden Unterrichtseinheiten muUssen die beiden
Arbeitsanleitung und die Aufgabenstellung (siehe Anhang) fUr jede/n
Schuler/in kopiert werden.

2.2 Verwendung des GeoGebraCAS

Lehrende sollten folgende Befehle und FunktionalitGten von GeoGebra
beherrschen:
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GeoGebra GeoGebraCAS

Punkte , Strecken, Gerade G enzwert [ Ausdruck, Var, Wert]
erstellen Li m t[ Expression, Var, Val ue]
Eigenschaften von Objekten Infinity — Unendlichkeit (unendlich)

wie Farbe, GroBe,... dndern

Listen erstellen

Schieberegler erstellen

Texte erstellen

Ansichten verdndern, Zoomen

Verwendete Befehle

Bef ehl ErklGrung des Befehls

Grenzwert [ Ausdruck, Var, Wert]

Li i t [ Expression, Var, Val ue] berechnet den Limes der Folge

Verwendete Werkzeuge

Werkzeug Name des Werkzeugs (siehe Beispiel unten)
Q Bewege
.A Neuer Punkt

./' Strecke

_2F Schieberegler
ABC Text einfGgen

3 Didaktischer Hintergrund

Schuler/innen sollen einen intuitiven Zugang zum Begriff Grenzwert
bekommen. Durch das Darstellen mehrerer Folgen auf der
Zahlengerade und im Koordinatensystem erhalten die Schuiler/innen
eine Vorstellung, ob eine Folge konvergiert oder divergiert, je
nachdem, ob die Punkte sich mit gréBer werdendem Index an einen
Grenzwert anndhern oder nicht.

Durch das Bewegen eines Punktes kdnnen Schiler/innen auBerdem
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auf einfache Weise feststellen, ab welchem Index ein Folgenglied
innerhalb einer e-Umgebung liegt. Das dazu notwendige algebraische
L&sen der Ungleichung |a(n)-b|< ¢ kann in einer spdteren Phase
behandelt werden.

Durch die Verwendung eines CAS ist es fur Schuler/innen moglich, in
kurzer Zeit eine relativ groBe Anzahl von Folgen zu untersuchen. Dabei
kbnnen im Vergleich zu einer hdndischen Bearbeitung auch solche
Folgen betrachtet werden, bei denen nach dem Berechnen der ersten
paar Folgenglieder der weitere Verlauf noch nicht genau eingeschatzt
werden kann.

Die Zusammenarbeit in Form einer Partnerarbeit unterstGtzt dabei das
sSprechen Uber mathematische Inhalte.

4 Einsatz im Unterricht

4.1 Verlaufsplan

Sozial- / -
Phase Inhalt Aktionsform Materialien
Aufgabenstellung
EinfGhrung durch den Lehrervortrag
Lehrer/die Lehrerin
1a) Gruppe A: ' ' Arbeitsanleitung 1
Erstellen des Einzelarbeit (siehe Anhang)
Arbeitsblattes 1
1b) Gruppe B:
Erarbeit h Erstellen des Einzelarbeit Arbeitsanleitung 2
raroefflungsphase | Arpeitsblattes 2 (siche Anhang)
2) Untersuchen der
Konvergenz/Diverg | Partnerarbeit | Aufgabenstellung
enz von 10 Folgen (siehe Anhang)
Vergleich und Lésun
Zusammenfassung | Diskussion der Prasentation sung
. (siehe Anhang)
Ergebnisse
Kontrolle der Lehrer/in
ausgefllliten
Lernzielkontrolle Auvfgabenstellungen
Schrifﬂiche Lernzielkontrolle
Lernzielkontrolle Einzelarbeit (siehe Anhang)
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Sozial- / -
Phase Inhalt Aktionsform Materialien

Anwendung / N
Differenzierung / g?{;?gﬁig;uz:r Einzel- oder
Ubung / : 9 Partnerarbeit

. siehe unten
Vertiefung
Hausubung \{orschloge 2ur HU Einzelarbeit

siehe unten

4.2 Unterrichtsablauf

EinfUhrung

Der Lehrende erklart die Aufgabenstellung. Dazu kann eventuell ein
fertiges Arbeitsblatt présentiert werden, um eine genaue Zielvorgabe
geben zu kdénnen.

Erarbeitungsphase
1. Unterrichtseinheit:

Eine Halfte der Klasse (Gruppe A) erstellt in Einzelarbeit am PC nach der
schriffichen Arbeitsanleitung 1 (auf Papier, siehe Anhang) das
Arbeitsblatt (GeoGebra-Konstruktion) ,,Grenzwert einer Folge auf der
Zahlengerade®.

Die andere Hdlfte der Klasse (Gruppe B) erstellt in Einzelarbeit am PC
nach der schriftichen Arbeitsanleitung 2 (auf Papier, sieche Anhang)
das Arbeitsblatt (GeoGebra-Konstruktion) ,,Grenzwert einer Folge im
Koordinatensystem®.

2. Unterrichtseinheit:

In dieser Unterrichtsstunde bilden jeweils ein Mitglied der Gruppe A und
ein Mitglied der Gruppe B ein Team. Sie tauschen sich Uber die in der
1. Unterrichtseinheit erstellten Arbeitsblatter aus und vergleichen die
beiden Darstellungsformen einer Folge.

AnschlieBend untersuchen sie die Konvergenz bzw. Divergenz von
10 Folgen. Weiters bestimmen sie einen Index k, ab welchem sich der
Punkt (a(k), 0) auf der Zahlengeraden bzw. der Punkt (k, a(k)) im
Koordinatensystem innerhalb der e-Umgebung um den Grenzwert
befindet.

Die  detailierten  Arbeitsauftrdge sind im  Anhang  unter
Aufgabenstellung angegeben.
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Alternative:

Falls Schiler/innen es nicht schaffen, in der vorgegebenen Zeit das
jeweilige Arbeitsblatt (GeoGebra-Konstruktion) zu erstellen, kénnen sie
mit  den zur VerfUgung gestellten Lésungsdateien in  der
2. Unterrichtseinheit die Aufgabenstellungen bearbeiten.

Zusammenfassung

Innerhalb von zwei Unterrichtseinheiten sollen die Schuiler/innen zwei
Arbeitsblatter mit GeoGebra erstellen, die das Verhalten von Folgen
visualisieren, und die Eigenschaften von 10 Folgen hinsichtlich
Konvergenz untersuchen.

Anwendung / Differenzierung / Ubung / Vertiefung

Vertiefung - Innere Differenzierung

Gute Schuler/innen, die vorzeitig die Aufgaben richtig geldst haben,
kbnnen zusatzlich folgende Verbesserungen und Erweiterungen des
Arbeitsblattes anbringen.

. Erstellen eines Vierecks, das das ,e-Band“ mit einer Farbe
hinterlegt.
. EinfGgen eines Textes ,,|an— b | <¢; auBerhalb der e-Umgebung”,

der nur angezeigt wird unter der Bedingung, dass |an—b|> ¢ ist
bzw. eines Textes , |an—b|<¢ ; innerhalb der e-Umgebung", der
nur angezeigt wird unter der Bedingung, dass |a(n) - b | < ¢ ist.

. Formulieren  weitere  Angaben fUur Folgen, die auf
Konvergenz/Divergenz untersucht werden sollen.

Hausubung

Weitere Folgen auf Konvergenz/Divergenz entsprechend der
Aufgabenstellung aus der 2. Unterrichtseinheit untersuchen:

1) a(n) =40-1)" 2) an) == -
3) a(n) =@+ 4) a(n) =451{1-0,3")
5 Anhang

Folgende Materialien stehen fur die Schiler/innen bzw. Lehrer/innen zur
VerfGgung.

1) Arbeitsanleitung 1 zum Erstellen eines Arbeitsblatts ,,Grenzwert einer
Folge auf der Zahlengerade*
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2) Arbeitsanleitung 2 zum Erstellen eines Arbeitsblatts ,,Grenzwert einer
Folge im Koordinatensystem®

3) Aufgabenstellung zu ,,Grenzwert einer Folge*
4) Losungen zu ,,Grenzwert einer Folge*

5) Lernzielkontrolle

P OcpcA JKU
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Arbeitsanleitung 1 zum Erstellen eines Arbeitsblatts
~Grenzwert einer Folge auf der Zahlengerade*

» Definiere im CAS-Fenster die Folge a(k) mit z. B. a(n) = 3+1/n und
blende den angezeigten Graphen (eigentlich der Funktion) aus.
Diese Definition der Folge hat den Vorteil, dass du fur eine andere
Folge nur diesen einen Term in der 1. Zeile im CAS-Fenster dndern
mMusst.

» Erstelle im Algebra-Fenster eine Liste mit den ersten 20 Punkten
(a(n), 0) auf der Zahlengeraden:

Folge[(a(n), 0), n, 1, 20]; Formatierung: Farbe z. B. hellgrau

» Erstelle zwei Schiebereglern fur k im Bereich von 1 bis 20
(Schrittweite 1) und € im Bereich von 0O bis 0.5 (Schrittweite 0.01).

» Zeichne einen Punkt P=(a(k), 0); Formatierung: Farbe z. B. blau
» Berechne im CAS-Fenster den Grenzwert der Folge mit
b:=Grenzwert[a(n), n, Infinity]

» Zeichne die e-Umgebung:

G=(b, 0) Dieser Punkt zeigt den Grenzwert an.
A=(b-¢, 0), B=(b+¢, 0) Punkte A, B

Strecke c von A nach B Diese Strecke zeigt die e-Umgebung an.
Blende die beiden Punkte A und B aus und formatiere die Strecke ¢
z. B. grin.

» Erstelle einen dynamischem Text, der den Betrag der Differenz
von Folgenglied zum Grenzwert anzeigt: "|a_n-b| =
"+(Abstand[P, G])

Das Geometrie-Fenster sollte ungefdhr das folgende Aussehen haben.

L ]

T T T T ® /1% — & T T
22 24 26 28 ¥ 32 34 36 38 4 4.

Hinweis: Achte bei allen Folgen auf die richtige GrdéBe des angezeigten
Koordinatensystems.

Zoomen kannst du mit dem Scrolrad oder mit dem Werkzeug
< Verschiebe Zeichenblatt. Die Skalierung der einzelnen Achsen
kannst du durch Ziehen der Achsen mit Strg - linke Maustaste
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Arbeitsanleitung 2 zum Erstellen eines Arbeitsblatts
~Grenzwert einer Folge im Koordinatensystem*

» Definiere im CAS-Fenster die Folge a(k) mit z. B. a(n) = 3+1/n und
blende den angezeigten Graphen (eigentlich der Funktion) aus.
Diese Definition der Folge hat den Vorteil, dass du fUr eine andere
Folge nur diesen einen Term in der 1. Zeile im CAS-Fenster &dndern
mMusst.
» Erstelle im Algebra-Fenster eine Liste mit den ersten 20 Punkten
(n, a(n)): Folge[(n, a(n)). n, 1, 20]; Formatierung: Farbe z. B. hellgrau
» Erstelle zwei Schiebereglern fur k im Bereich von 1 bis 20
(Schrittweite 1) und € im Bereich von 0 bis 0.5 (Schrittweite 0.01)
» Zeichne einen Punkt P=(k, a(k)), Formatierung: Farbe z. B. blau
» Berechne im CAS-Fenster den Grenzwert der Folge mit
b:=Grenzwert[a(n), n, Infinity]
» Zeichne drei Geraden zur Darstellung der e-Umgebung:
Gerade 1:y=Db Diese Gerade zeigt den Grenzwert an.
Gerade 2:y=b +¢ Diese Gerade zeigt den oberen Rand

des ,e-Bandes” an.
Gerade 3:y=b-¢ Diese Gerade zeigt den unteren Rand

des ,e-Bandes” an
Formatiere die drei Geraden farbig.
» Erstelle einen dynamischem Text, der den Betrag der Differenz
von Folgenglied zum Grenzwert anzeigt: "|a_n-b| ="+ (abs(y(P) -
b))

Das Geometrie-Fenster sollte ungefdhr das folgende Aussehen haben.

k=7
£=0.37 |an—b| 0.14

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Hinweis: Achte bei allen Folgen auf die richtige GrdéBe des angezeigten

Koordinatensystems.
Zoomen kannst du mit dem Scrolrad oder mit dem Werkzeug

< Verschiebe Zeichenblatt. Die Skalierung der einzelnen Achsen
kannst du durch Ziehen der Achsen mit Strg - linke Maustaste
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Aufgabenstellung zu ,,Grenzwert einer Folge*

Untersuche die in der Liste angegebenen Folgen auf ihre Konvergenz
bzw. Divergenz.

Halte schriftlich fest, welche Folge konvergiert und begrinde deine
Entscheidung.

Ab welchem Index k befindet sich der Punkt (a(k), 0) bzw. (k, a(k))
innerhalb der ,e-Umgebung“?

konvergent/

Folge divergent

Limes Begrindung Index k

1
(1) an=3+-
£=0,30

_2+3n
(2) an) ==

€=0,25

(3) a(n) =sin(n)
€=0,10

2
4 0= o2

€=0,40

__n
(5) an) = ],2+\/ﬁ
£=045

(6) an)=(-1)"
£=0,30

U)am)=—4é%]
£=0,30

(8) a(n) = 3n+1

€=0,05

2+n
-3

(9) a(n)=10 +
€= 0,50

(10)a(n) = —+O 5n
5—0,15
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Losungen zu ,Grenzwert einer Folge*

konvergent/ | .. ..
Folge divergent Limes Begrundung Index k
P |
(1) am=3 " konvergent 3 k=4
€=0,30
_2+3n
(2) &)= 1+n konvergent 3 k=4
€=0,25
— Folgenglieder nehmen
a(n) =sin(n
(3) ) ) divergent Werte zwischen +1 und
€=0,10 1an
_ 5-2n
(4) an) = 12n—n? konvergent 0 k=17
€=0,40
Jn
a(n) =
(5) & 12-vn konvergent -1 k=15
€=0,45
—(—=1\" . .
(6) an) =(-1) divergent Folgenglieder springen
€=0,30 zwischen +1 und -1
1 n
(7) an) =4 [ﬁ§] konvergent 0 k=4
£=0,30
_ [3n+1
(8) a(n) = n konvergent V3 k=6
€=0,05
(9)a(n) =10+ 2+n
n-3 konvergent 11 k=14
€=0,50
_3 . _
(10)a(n) = N +0,5n divergent Folgen ist ab n = 3 streng

€=0,15

monoton wachsend
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Lernzielkontrolle

Untersuche die Folgen auf inre Konvergenz bzw. Divergenz.
Halte schrifflich fest, welche Folge konvergiert oder divergiert und
begrinde deine Entscheidung.

1+3n

(1) amy=2-13 (o) a) =301~}
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